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s If I can’t picture it, I can’t understand it.
You know, it would be sufficient to really understand the electron.

A. Einstein'

» If a spinning particle is not quite a point particle, nor a solid three dimensional top, what
can it be? What is the structure which can appear under probing with electromagnetic
fields as a point charge, yet as far as spin and wave properties are concerned exhibits a
size of the order of the Compton wavelength?

A.O. Barut ?

= La figura de la portada representa el movimiento, a la velocidad de la luz, del centro de
carga del electron para el observador del centro de masa. Este movimiento relativo no
es modificado por ninguna interaccion. El centro de masa es siempre un punto distinto
del centro de carga. El radio de este movimiento es R = i/2mc, la mitad de la longitud
de onda Compton, lo que sugiere el tamano que menciona Barut. La frecuencia de este
movimiento, cuando el centro de masa estd en reposo, es w = 2mc?/h. Esta frecuencia, la
mitad que la preconiza De Broglie, disminuye cuando el centro de masa se desplaza. El
reloj local va mas despacio cuando esta en movimiento. La materia elemental posee una
estructura periddica, como las ondas, desde el punto de vista temporal. El espin total S
tiene dos partes: Una Z debida a este movimiento relativo y otra W en sentido contrario
y debida a la rotacion de un sistema cartesiano local ligado al centro de carga, y que no
ha sido dibujado en la figura. Como el momento magnético del electrén es producido por
el movimiento de la carga, entonces estéa relacionado con la parte Z del espin, por lo que
es esta doble estructura del espin la que produce el concepto de relacion giromagnética
g=2.

LH. Dehmelt, Proc. Natl. Acad. Sci. USA, 86, 8618-19 (1989).

2A.0. Barut, Brief History and recent developments in electron theory and Quantumelectrodynamics, in The
electron, New Theory and Experiment, D. Hestenes and A. Weingartshofer (ed.), Kluwer Academic Publishers,
Dordrecht (1991).



Prefacio

Estas notas contienen materiales de naturaleza matematica y fisica del formalismo general
que bajo el titulo de Teoria cinematica de particulas elementales he venido trabajando en
los ultimos anos. El adjetivo cinemdtica hace referencia a la intima relacion del formalismo con
el grupo cinemdtico de transformaciones espacio-temporales asociado al Principio de Relativi-
dad Restringido, que como toda teoria con un cierto carécter universal, debe necesariamente
satisfacer.

Son una revision de principios fundamentales, como el formalismo Lagrangiano que conduce
a las ecuaciones de Euler-Lagrange, teorema de Noether, etc., pero buscando soluciones de las
correspondientes ecuaciones diferenciales que pasen por los puntos inicial y final de la evolucién.
De ahi que las soluciones contendran, desde el punto de vista clasico, informacién no de los
datos de un tnico punto inicial, sino de los puntos extremos de la evolucion. Esto nos produce
un formalismo clasico més proximo, formalmente, a la dindmica cuantica, la cual se expresa
también en términos de los estados inicial y final de la evolucion. Veremos que es a través del
método de cuantizacion de Feynman de Integrales de Caminos, donde las similitudes de ambos
formalismos, clasico y cuantico, se complementan.

A las variables clasicas que definen los puntos extremos de la evolucién en la formulacion
variacional, propongo denominarlas variables cinematicas, y, veremos, que en el caso de las
particulas elementales, necesariamente forman un espacio homogéneo del grupo cinemético. De
esta forma, el grupo cinemético no solamente nos suministra las simetrias espacio-temporales
del formalismo, sino que también suministra las variables clasicas de las que debe depender un
sistema material para ser considerado como una particula elemental. Es por lo tanto crucial
desde un punto de vista teérico, precisar convenientemente cual es este grupo cinematico. En
estas notas trabajaremos principalmente con los grupos de Galileo y de Poincaré, dependientes
de diez parametros, que nos suministraran respectivamente, modelos no relativistas y relativis-
tas de particulas elementales con espin, pero el formalismo es lo suficientemente general para
que funcione con cualquier otro grupo cinemético que consideremos. Veremos que el grupo
cinematico de transformaciones espacio-temporales méas general, que describa la cinematica de
un punto en un espacio tridimensional depende como méaximo de doce pardmetros. Si la parti-
cula elemental posee un centro de carga y un centro de masa como puntos diferentes, entonces
necesariamente el grupo cinematico es el grupo de Weyl, que consiste en el grupo de Poincaré
junto con las dilataciones espacio-temporales que conservan la velocidad de la luz.

El formalismo es por lo tanto muy general, pero al mismo tiempo es muy restrictivo, porque
una vez que quede inicialmente fijado el grupo cinemaético, las variables clasicas que pueden
definir los estados inicial y final de una particula elemental en su formulacion variacional, deben
formar una variedad que sea un espacio homogéneo de este grupo. Este grupo cinematico es
el objeto fundamental del formalismo y debe quedar fijado de una vez para todas como un
postulado inicial.



2 INDICE GENERAL

Para los grupos de Galileo y de Poincaré, vamos a ver que una particula elemental con
espin es un sistema material localizable y orientable. Por localizable queremos decir que
para analizar su evolucién nos basta con seguir el desplazamiento de un sélo punto 7, que
representard la localizacion del centro de carga, y donde los diferentes campos externos estaran
definidos a la hora de calcular sobre la particula las fuerzas externas. Este punto r también
representara la localizacion del centro de masa g para particulas sin espin, mientras que ambos
puntos seran necesariamente distintos para objetos con espin, como el electron. El centro de
masa q, quedard univocamente determinado en términos de la posicion r del centro de carga.
Es precisamente el movimiento de la carga alrededor del centro de masa el que nos dard una
idea clasica del denominado zitterbewegung, o movimiento tembloroso del electron, en palabras
de Schroedinger, y también de la estructura dipolar eléctrica y magnética de la particula.

Por orientable queremos significar que también deberemos describir los cambios de orien-
tacion de la particula, ademas de la evolucion de su centro de carga, mediante el anélisis de la
evolucién y rotacion de un sistema cartesiano local, con su origen en el centro de carga.

Si consideramaos que el grupo cinematico es el grupo de Weyl, W, entonces toda particula
elemental, ademas de ser un objeto localizable y orientable, debe ser un objeto reescalable.
Es decir, contiene otro grado de libertad que da cuenta de un posible cambio de escala. Esto
trae consigo, que el grupo de simetrias més general de la dinamica de una particula, ademas
del grupo cinematico que afecta a las variables espacio-temporales, debe incluir las transfor-
maciones especificas de los otros grados de libertad, es decir rotaciones locales y cambios de
escala local. Veremos que es posible encontrar una Lagrangiana que es invariante bajo el grupo
W®SU12)@U(1).

Estas notas pretenden ser autocontenidas por lo que hemos incluido al final de cada capi-
tulo algunos apéndices matemaéticos que contienen materiales que no suelen aparecer en libros
de texto. Estan organizadas de la siguiente forma: Comenzamos con un Predmbulo en el que
se sugiere que el centro de carga de una particula elemental se mueve siguiendo un movimiento
helicoidal a la velocidad de la luz, de tal manera que este punto satisface, en general, ecuacio-
nes diferenciales de cuarto orden. Si pretendemos hacer una descripciéon Lagrangiana de esta
particula, la Lagrangiana debe depender, al menos, hasta la derivada segunda de la posicion
de este punto. Estamos en el marco de sistemas Lagrangianos generalizados con dependencia
de derivadas de orden superior.

En vez de postular un modelo de particula como el mencionado anteriormente, comenza-
remos en el primer capitulo con el anélisis de los principios fundamentales que una teoria de
particulas elementales debe satisfacer. Entre estos principios estd un principio variacional por
lo que dedicaremos este primer capitulo al analisis de los sistemas Lagrangianos generalizados,
sobre todo para realzar el papel que van a jugar las variables cinematicas en la definicion de
particula elemental. En el capitulo dos se analizaran diferentes modelos Lagrangianos de par-
ticulas relativistas y no relativistas para mostrar como los métodos estandar del anéalisis de las
simetrias nos conduce a la definicion de los observables relevantes. En particular, prestaremos
atencion a la definicion del espin. El espin, como cualquier otro observable, estara ligado con
los diferentes grados de libertad y sus derivadas, y analizaremos su estructura matematica.

Los dos capitulos siguientes contienen la cuantizacion del formalismo y el analisis de algunos
ejemplos relativistas y no relativistas. En particular, el cuarto capitulo se dedica al modelo
relativista que satisface la ecuacién de Dirac y que nos va a brindar la descripcién pictorica
de la cubierta. Prestaremos especial atencion al andlisis cuantico del algebra de observables de
Dirac y su relacion con los correspondientes observables clasicos. Veremos una interpretacion
geométrica de la diferencia en la quiralidad entre materia y antimateria. Se podria decir,
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remedando a Asimov?, que el electrén es zurdo y el positron es diestro, o bien, que la materia,
pese a quien pese, es de izquierdas y solamente la antimateria es de derechas. Este capitulo
acaba con el analisis de la ampliacion del grupo cinematico de la particula de Dirac, pasando
del grupo de Poincaré a una extension del grupo de Weyl, y encontrando una Lagrangiana de
interaccion invariante bajo este grupo, que nos describiria la interaccion entre dos particulas de
Dirac. Esta interacion presenta un comportamiento Coulombiano entre las dos cargas cuando
el espin de las particulas desaparece, y muestra, entre otras cosas, que es posible la existencia
de estados ligados metaestables entre electrones, cuando se cumplen ciertas condiciones.

En el capitulo 5 se analiza la estructura del campo electromagnético de una particula
de Dirac, que, claramente no es un campo estatico para el observador del centro de masa,
pero produce campo eléctrico y campo magnético. Veremos que el campo eléctrico promedio
temporal a una vuelta de la carga tiene un comportamiento Coulombiano en cualquier direccién
y su campo magnético es el campo de un dipolo, pero a diferencia de los campos de una particula
puntual, estos campos no se hacen infinitos en el origen.

Finalmente, en el ultimo capitulo, se analizan algunos efectos fisicos relacionados con el
espin. Se analizard la estructura de dipolo eléctrico del electron, que en el caso cuantico nos
lleva al término de Darwin del Hamiltoniano de Dirac. Veremos como la estructura del espin
permite justificar, incluso a nivel clésico, el denominado efecto ttnel, el cual seria responsable
de la magnetorresistencia colosal de ciertos materiales. Estamos entrando en los albores de la
manipulacién de corrientes de electrones mediante el control de su espin, lo que en la tecnologia
actual se empieza a denominar como espintrénica. Para terminar con esta exposicion, anali-
zaremos la posibilidad de que dos electrones con sus espines paralelos, bajo ciertas condiciones
de proximidad y de velocidad relativa, puedan formar un estado ligado de carga 2e y espin
1, por lo que tendriamos un mecanismo clasico de formacion de bosones a temperatura finita,
que podria ser la base de la formacion de condensados de Bose-Einstein conducentes a la fase
superconductora del material a esta temperatura.

Martin Rivas

Leioa, Octubre 2011.

3Isaac Asimov, El electron es zurdo, Alianza Editorial, 1980
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Preambulo: Movimiento helicoidal del
centro de carga

En este capitulo preliminar vamos a dar tres clases diferentes de argumentos, para que
supuestos el centro de masa y el centro de carga de una particula elemental, puntos diferentes,
mostrar que el centro de carga se mueve en un movimiento helicoidal a la velocidad de la luz
y su ecuacion diferencial méas general es de cuarto orden. Por una parte nos va a singularizar
la formulacion relativista frente a la no relativista, y el hecho de que las ecuaciones dinamicas
de un punto no son ecuaciones diferenciales de segundo orden.

Esto significa que un formalismo Lagrangiano que describa particulas elementales deberéa
depender por lo menos hasta la aceleracion de la carga, para poder obtener ecuaciones dinami-
cas de cuarto orden. Es por esto que comenzaremos repasando en el primer capitulo la forma
en que un formalismo Lagrangiano generalizado produce los resultados generales de las ecua-
ciones de Euler-lagrange, analisis de simetrias y teorema de Noether, el formalismo canoénico
generalizado, y, sobre todo, el papel que van a jugar las variables cineméticas.

Argumentos de sélido rigido

Supongamos que una particula elemental se pudiera describir como un soélido rigido. Seria
por lo tanto un sistema de seis grados de libertad, de los que tres representarian la posicién de un
punto y los otros tres la orientacion de un sistema cartesiano ligado a ese punto. Habitualmente,
se toma el punto como el centro de masa q, y la orientaciéon como los ejes principales de inercia
localizados alrededor de q. El centro de masa satisface ecuaciones Newtonianas de segundo
orden y se mueve como un punto de masa m, la masa total del sistema, bajo la accion de la
fuerza total externa. Un solido rigido se desplaza y rota.

Si en vez de considerar la descripcion del centro de masa consideramos otro punto cualquiera
r, éste seguird, en general, una trayectoria helicoidal alrededor del centro de masa, del estilo
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de la dibujada en la figura.

Si una particula elemental fuese un solido rigido cargado, necesitariamos conocer también su
estructura electromagnética. Esta se reduce al conocimiento del centro de carga y los diferentes
multipolos. Si el campo que genera tiene simetria esférica, entonces nos quedamos solamente
con el centro de carga, para calcular desde ahi el campo que la particula crea y las fuerzas que
los campos externos hacen sobre ella.

En general, dependiendo de cémo esté distribuida la masa y la carga, el centro de masa y
el centro carga seran en general puntos diferentes, que es lo que vamos a suponer aqui. Por lo
tanto, para determinar el movimiento del centro de masa necesito conocer en todo instante la
localizacion del centro de carga para conocer las fuerzas externas en él definidas. Las ecuaciones
de Newton del centro de masa se escriben

2
md—q =e (E(t,'r) + dr X B(t,’r)) = F(t,r,dr/dt). (1)
dt? dt
La fuerza electromagnética F' depende, en general, del campo eléctrico y magnético externos
definidos en la posicion de la carga r y de la velocidad de la carga dr/dt, que es la que aparece
en el término magnético.

Para el movimiento relativo de la carga alrededor del centro de masa, si el sistema es
indeformable, efectuard un movimiento circular, por ejemplo en el caso libre. Si definimos el
vector unidad m en la direccion de la aceleracion de la carga d*r/dt?

1 d*r
n=— —,
w?R dt?
donde R es el radio del movimiento circular y w su velocidad angular. De esta forma, conocido
el centro de carga, podemos determinar el centro de masa mediante

1 d*r
q(t) :T(t)+ﬁﬁ~ (2)

Es por lo tanto mas simple, desde el punto de vista tedrico, describir la evoluciéon de un solo
punto, el centro de carga 7, en vez del centro de masa g, ya que éste queda determinado en
funcion del anterior mediante (2) una vez que se conoce la trayectoria de 7.

Si eliminamos d*q/dt? entre las ecuaciones (1) y (2) obtendremos, en general, una ecuacién
diferencial de cuarto orden en la variable vectorial . Ademés, como la velocidad angular es
perpendicular al plano que contiene a la velocidad y a la aceleracion del punto 7,

1 dr y d*r
u? dt  dt?
hemos resuelto también el problema de la rotacion del sélido rigido cargado, habiendo analizado
solamente la evoluciéon del centro de carga. Una formulacién Lagrangiana dependiente de la

aceleracion del punto 7, podria dar lugar a la obtenciéon de las ecuaciones dindmicas. Por
ejemplo, la Lagrangiana no relativista

m (dr\®> m [dr\’ dr

nos reproduciria las anteriores ecuaciones dinamicas, donde el solido rigido giraria a la velocidad
constante w.
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Argumentos de invariancia

Consideremos que 7(t), t € [t1,t2] es la trayectoria que sigue un punto de un sistema
mecanico para un cierto observador inercial arbitrario O. Cualquier otro observador O’, esta
relacionado con O mediante una transformacion g del grupo cinemaético, de tal manera que las
medidas relativas de espacio y tiempo vienen relacionadas por

t/:T(t>r;glv"'>go¢)7 T/:R(tar;glw"agoz)a

donde las funciones 7" y R definen las correspondientes leyes de transformacion del grupo
cinemético GG, de parametros (g, . . ., ga ), entre ambos observadores. Por lo tanto, la descripcion
de esa trayectoria para el observador O se obtiene de

') =Tt rt);g1,.- -,92), 7 ({t)=R(Et )91, ,9a), VtE [t1,ta].

que si logramos eliminar ¢ como funcion de t’ de la primera y lo sustituimos en la segunda,
obtendremos

() =r"(t;91,...,9a) (3)
Como O’ es un observador arbitrario, la ecuacion (3) representa el conjunto completo o familia
de trayectorias del punto para todos los observadores inerciales. Por eliminacion de los «
parametros del grupo entre la funcion 7/(t') y sus sucesivas derivadas temporales obtendremos la
ecuacion diferencial que satisface la familia de trayectorias. Vamos a suponer que la trayectoria
es completamente arbitraria y que los parametros del grupo cinematico son esenciales, en el
sentido de que no podemos obtener la misma familia de soluciones con un nimero menor de
parametros.

Esta ecuacion diferencial es invariante por construccion, ya que es independiente de todos
los parametros del grupo, y por lo tanto independiente de cualquier observador inercial. Como
(3) es una expresion vectorial, cada vez que hacemos una derivada temporal establecemos tres
nuevas ecuaciones. Si GG es bien el grupo de Galileo o de Poincaré, como es un grupo dependiente
de diez parametros deberemos derivar hasta el orden cuatro para obtener suficientes ecuaciones
para eliminar todos los pardmetros. Por lo tanto el orden de la ecuacion diferencial invariante
depende del ntimero de parametros esenciales del grupo cinematico. Si el punto r representa
la posicion del centro de carga de una particula elemental, satisface, en general una ecuaciéon
diferencial de cuarto orden. Pero al mismo tiempo el formalismo nos dice que para obtener la
ecuacion diferencial invariante que satisface el centro de carga de una particula elemental, nos
basta con conocer su evolucién para un observador particular y seguir este procedimiento de
eliminacion de los parametros.

Argumentos geométricos

Como es bien conocido en geometria diferencial en el espacio tridimensional, las ecuaciones
de Frenet-Serret de la evolucion de un punto r(s), viene dadas por la variacion, por unidad de
longitud de arco de los tres vectores unidad t, tangente, n, normal y b binormal:

t=kn, n=—kt+7b, b=—mn

donde k es la curvatura y 7 la torsion, y las derivadas se efectiian con respecto al elemento de
longitud de arco s. El conocimiento de la curvatura (s) y de la torsion 7(s), juntamente con
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los valores iniciales 7(0), ¢(0), n(0) and b(0), determinan completamente la curva, puesto que
estas ecuaciones son integrables. Si se define el vector w = 7t + kb, conocido como vector de
Darboux, las ecuaciones de Frenet-Serret se pueden reescribir

t=wxt, n=wxn, b:wxb,

de tal manera que, en unidades de la longitud del arco, el vector de Darboux representa la

velocidad angular instantanea del triedro local y referida a este mismo triedro.
Llamando r® = d*r /ds,

’]"(1) — t7 ’]"(2) — t g /ﬁ}n’ T'(3) — K/n + K/(_Ht + Tb),

podemos despejar entre estas tres ecuaciones los vectores unidad de la terna de Frenet-Serret
en términos de las tres primeras derivadas del vector de posicion

2
tor) polp@ p_ 0o e
K T RT RT

De esta forma

1
— |2 — (D) (2)\ . -(3)
k= |r'?], T= (r'Y x e

y se expresan a su vez en términos de las tres primeras derivadas de la posicion del punto.
Volviendo a derivar r® y sustituyendo los vectores unidad, la ecuaciéon diferencial mas
general de un punto en el espacio tridimensional es

. . . . .2 .. . .
A0 (Qﬁ L z) RO (,Qz L2y R M) b2 4 2 (E _ z) rD =0 (1)

K T KT K2 K T

donde todos los coeficientes se expresan a su vez en términos de las diferentes derivadas de la
posicion del punto hasta el orden 4.

Si una particula elemental es un sistema localizado, entonces al menos la describimos por
la evoluciéon de un punto. Supongamos que este punto es el centro de carga. Este punto debe
satisfacer en general una ecuacion del tipo (4). En general la curvatura x(s) y la torsion 7(s)
dependeran de las fuerzas y pares externos que se ejercen sobre la particula. Supongamos
ahora que la evolucion es libre. Eso quiere decir que no es posible distinguir un momento de la
evolucion de cualquier otro. Como la anterior ecuacion diferencial se expresa en términos del
triedro local, esto significa que el desplazamiento del triedro, en la direccion del vector ¢, y la
rotacion del triedro, deben ser independientes del punto, y fijado un observador inercial, deben
ser independientes de su tiempo. Esto significa que se debe mover con velocidad de modulo
constante y el vector de Darboux debe ser también constante. Si la velocidad es constante en
modulo, el pardmetro s y el tiempo ¢ difieren en un factor multiplicativo. La curvatura y la
torsion son constantes y la curva es, por lo tanto, una hélice. Para un observador inercial el
triedro se desplaza con velocidad en valor absoluto constante y rota respecto de si mismo con
velocidad angular constante. Como £ = 7 = 0, lo que es constante para el observador inercial
es ds/dt = u y el valor w? = k? + 72 y la ecuacion diferencial se puede factorizar en la forma

d2
T ds?

El término entre paréntesis va definir el centro de la hélice g, mediante

r® 4 (K 4+ 7%) r® (r® + (k> +7%) ) =0.

2
I o 44
kK24+72 7 ds?

q=r+
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y la ecuaciéon anterior corresponde a un centro que se mueve de forma libre, en linea recta, y
el punto r
r® 4+ (K2 4+ 1%)(r —q) =0,

efectia un movimiento armoénico de pulsacion w = k2 + 72 alrededor de g, quedando las
anteriores ecuaciones acopladas en la forma

qd? =0, @+ r—q)=0.

Una primera conclusion es que la velocidad del centro de carga debe ser una velocidad inalcan-
zable para el observador inercial. Como su movimiento es acelerado y de velocidad en médulo
constante, no es posible encontrar un observador inercial que esté en un instante en reposo res-
pecto de la carga, porque en el instante siguiente se estaria moviendo con velocidad distinta de
cero. Vamos a ver que un analisis no relativista es incompatible con este movimiento helicoidal
a velocidad constante, pero no asi un anélisis relativista.

En un analisis no relativista, la relacion de la medida de las velocidades entre dos obser-
vadores inerciales O y O, esta dada por v/ = Ru + v, donde v la velocidad constante de
O medida por O" y la matriz constante R representa la orientacion relativa de sus sistemas
cartesianos de referencia. Asi,

u? = +0® + 20 - Ru.
Si v’ tiene que ser también constante para el observador O, independientemente de los valores
del vector v y de la matriz de rotacion R, esto implica que el vector w debe ser constante. El
centro de carga se debe mover necesariamente a lo largo de una recta con velocidad constante
para todo observador inercial. De esta forma, la hélice general degenera en una linea recta y
q = 7, el centro de masa y el centro de carga son necesariamente el mismo punto. Esta es la
descripcion habitual de la particula puntual o particula sin espin.

En el caso relativista tenemos igualmente que

72 )
u = ftu + 7(1})’0 + (I4y)e? (’U RU)U, u? = w—c + 2.

y(1+v-Ru/c?) 72 (1+v- Ru/c?)?

donde v = (1 —v%/c?)~/2, y tomando la derivada temporal de ambos miembros llegamos a
v - Ru = 0, independientemente de los valores de v y R y por lo tanto w tiene que ser un
vector constante.

Sin embargo en este andlisis relativista existe otra alternativa no contemplada en el caso
no relativista. La posibilidad que la carga de una particula elemental se esté moviendo a la
velocidad de la luz ¢, y en ese caso, u = u' = ¢, para todo observador inercial. Esto significa
que el centro de la hélice se mueve siempre con una velocidad |dg/dt| < ¢, y, si representa el
movimiento del centro de masa, la particula es una particula con masa. En una descripcion
variacional la Lagrangiana deber&d depender hasta la aceleracion del punto r para obtener
ecuaciones diferenciales de cuarto orden. El movimiento de la carga alrededor del centro de
masa va a producir el momento magnético de la particula.

En resumen, hay solo dos posibilidades para el movimiento libre del centro de carga de una
particula elemental: Una que la carga se mueva en linea recta a velocidad constante, la particula
no posee momento magnético ni espin. En la otra, la carga se mueve a lo largo de una hélice
a la velocidad de la luz. El centro de la hélice representa al centro de masa y es siempre un
punto diferente. Posee espin y momento magnético, pero el formalismo debe ser necesariamente
relativista. Como todas las particulas elementales conocidas, quarks y leptones, tienen espin
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1/2, solamente nos queda esta segunda posibilidad. Esto vamos a ver que es consistente con la
teoria de Dirac del electron ya que el operador velocidad de Dirac posee como valores propios
+c. Esto significa que el espinor de Dirac (¢, 7) se expresa en términos de la posicion del
centro de carga 7, que se mueve a la velocidad de la luz, y que es donde los campos externos
estan definidos.

Si, como hemos postulado, una particula elemental tiene dos centros diferentes, este analisis
produce una solucién tan restrictiva, que es unica. En efecto:

1. Si describe una hélice, el movimiento de la carga es acelerado, de tal manera que si cam-
biamos de observador inercial, las velocidades no pueden sumarse como vectores, porque
si el vector velocidad w es distinto en dos instantes ¢; y t9, al anadirle un vector cons-
tante, no produce necesariamente dos vectores del mismo modulo en el nuevo referencial.
La ley no relativista de adiciéon de velocidades no se mantiene. Debera existir otra ley de
composicion de velocidades que dé lugar al anadir un vector constante al vector veloci-
dad u, otro vector velocidad de médulo constante, cualquiera que sea la orientacion del
vector u.

2. Como el movimiento de la carga es acelerado, la velocidad de ésta es necesariamente
inalcanzable para cualquier observador inercial. En efecto, si en el instante ¢ el observador
inercial se situa en reposo con respecto a la carga, en el instante posterior ¢ + dt la
velocidad que mide no es cero, y por lo tanto contradictorio con el hecho de que la
descripcion que hace del movimiento es con velocidad de valor absoluto constante.

La fisica no relativista excluye la posibilidad de que una particula elemental pudiera tener
un centro de carga y un centro de masa como puntos diferentes.

La fisica relativista suministra una tnica solucién. El centro de carga describe necesaria-
mente una hélice a la velocidad de la luz.

En este ultimo caso, el centro de masa se mueve con el valor medio de la velocidad del
centro de carga, la cual es la proyeccion en la direccion de p de la velocidad w. Si la particula
no es libre, la condicion de que es una particula elemental nos lleva a admitir que su estructura
interna no es modificada por una interaccion, con lo que el centro de carga se sigue moviendo
con la velocidad de la luz,

Dos centros, dos espines

Se suele denominar espin al momento angular de una particula elemental, pero un momento
angular es una propiedad mecénica que estd definida con respecto a un punto prefijado. Si una
particula elemental posee dos puntos caracteristicos, podemos determinar el momento angular
de la misma con respecto de ambos. Llamemos S al momento angular de la particula con
respecto al centro de carga. Su momento angular con respecto al centro de masa S¢y seré

SCM:(r—q)Xp+S.

El momento angular total de la particula con respecto al origen del sistema de referencia de
cualquier observador inercial sera

J=rxp+S, obien J=qxp+ Scuy.
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Si la particula es libre, p se conserva y también J. Como dJ /dt = 0, esto nos lleva a

as dScm
dt

=0,

ya que p tiene la direccion de la v, pero no la de u.

El espin con respecto al centro de masa S¢j, es una magnitud conservada para la particula
libre, pero su espin con respecto al centro de carga no. Satisface una ecuacion dinamica que
implica que su variacion temporal es ortogonal al momento lineal. De alguna manera esta
sugiriendo que S precesa u oscila alrededor de p. Ademaés, para una particula libre w no puede
ser un vector constante, ya que entonces el espin con respecto al centro de carga, creceria
continuamente.

Sea F' la fuerza electromagnética externa aplicada en el centro de carga r. Ahora J no es
una magnitud conservada, ni tampoco p. Pero el momento de la fuerza con respecto al origen
nos produce un par, tal que

dJ
F=—
T X ot
lo que nos lleva a
as dScom
d_t_pxu, — =(r—q)xF.

El momento de las fuerzas externas con respecto al centro de masa nos produce la variacion por
unidad de tiempo del espin con respecto al centro de masa, mientras que el espin con respecto
al centro de carga, satisface exactamente la misma ecuaciéon dindmica que en el caso libre.
Aunque ahora p no es una magnitud conservada. S sigue oscilando o precesando alrededor de
p.

Podemos distinguir ambos espines por su diferente comportamiento dinamico. En la lite-
ratura encontramos ya ambos espines. El observable espin de Bargmann, Michel y Telegdi 4,
satisface una ecuacion dinamica que es la generalizacion covariante sobre el espacio-tiempo, de
la ecuacion dinamica del S¢p,. Es lineal en los campos externos y se conserva para la particula
libre. El espin con respecto al centro de carga, satisface la misma ecuacion dindmica que el
operador espin de Dirac en el caso cuantico, como veremos a lo largo del curso.

En este curso vamos a encontrar una definicion de particula elemental que produce modelos
relativistas y no relativistas de particulas con espin una de cuyas caracteristicas es que son
modelos en los que los centros de masa y de carga son puntos diferentes. Finalmente, solo aquel
modelo relativista cuyo centro de carga se mueve a la velocidad de la luz, va a satisfacer la
ecuacion de Dirac al ser cuantizado.

El grupo cinematico

Como la ecuacion diferencial mas general de un punto en el espacio tridimensional es de
cuarto orden, su soluciéon general involucra hasta 12 constantes de integraciéon independientes.
Si todas estas soluciones corresponden a las posibles descripciones que de la evolucion del
punto hacen los diferentes observadores inerciales, esto implica que el grupo cinemaético de
transformaciones espacio-temporales, asociado al principio de relatividad restringido, debe ser
un grupo dependiente de 12 parametros. Sin embargo, si lo que estamos describiendo es la

4V. Bargmann,L. Michel y V.L. Telegdi, Precession of the polarization of particles moving in a homogeneous
electromagnetic field, Phys. Rev. Lett. 2, 435 (1959).
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evolucion del punto en el que localizamos las propiedades interactivas de la particula, hemos
visto que necesariamente ese punto, que lo hemos denominado el centro de carga, se mueve
con la velocidad de la luz, por lo que al establecer la ligadura de que |r()| = ¢, eso hace
que solamente 11 parametros sean esenciales, pues esta ecuacion establece una relacién entre
los 12. El grupo de transformaciones espacio-temporales dependiente de 11 parametros, que
establece la relacion entre observadores inerciales es el grupo de Weyl, que se compone de las
10 transformaciones del grupo de Poincaré (4 traslaciones+3 rotaciones+3 transformaciones de
Lorentz puras o boosts), mas las dilataciones espacio-temporales que conservan la velocidad,
esto es las transformaciones dependientes de un parametro t' = e*t, ' = e*r.

Pero como veremos, una particula elemental tiene 7 grados de libertad, esto es, es un punto
T, mas un sistema cartesiano ligado a él o, mas una variable adimensional A, que representa
una especie de fase o gauge interna, de tipo adimensional. Por lo tanto, el grupo de simetrias
de la Lagrangiana libre de la particula elemental es el grupo de Weyl como grupo cinemético
cuya variedad nos va a suministrarlos espacios homogéneos para definir sobre él las particulas
elementales, juntamente con los grupos que conmutan con él, el de rotaciones locales SO(3)
del sistema cartesiano, y el de cambio de fase o de gauge {R,+}. Esto, en el caso cuéntico, se
reduce a W® SU(2) @ U(1).

Los operadores de Casimir de este grupo completo de simetrias son S2, el momento angular
con respecto al centro de masa, que es el tinico operador de Casimir del grupo W, T? que es
el momento angular debido a la rotacion del sistema cartesiano ligado al punto. De hecho, los
operadores T;, ¢ = 1,2, 3, son las componentes del momento angular de rotacion, proyectadas
en los ejes del sistema cartesiano local. Finalmente, el generador @ del grupo U(1), cuyo
significado fisico esta por determinar.



Capitulo 1

Formalismo Lagrangiano

1.1. Formulacién de Newton

El primer planteamiento de una teoria de particulas elementales se lo debemos a Newton.
Por definicion, el sistema mas simple es el punto. Para Newton, la materia esta formada por
agregados de puntos de masa m, sin fijar su valor. Cada particula elemental puntual se mueve
con una ley dinamica tal que

d*r 7
e T
siendo 7 la localizacion del punto y F' la fuerza total externa que actia sobre él.

Admitiendo que las fuerzas entre particulas satisfacen la tercera ley de Newton, entonces
llegamos a que cualquier agregado material posee un punto caracteristico, el centro de masa
q, definido mediante

Z m;r;
q - Z m; ) m = Z my;

y que satisface ,
Z Fext = m(jiTg7

que se conoce como teorema del centro de masa: El centro de masa de cualquier agregado
material se comporta como una particula puntual de masa la suma de todas las masas del
sistema, sometido unicamente a la suma de todas la fuerzas externas.

Newton postula que toda la materia se atrae con la ley de la gravitacion universal, la cual
satisface la tercera ley de Newton. Segin esto, si intentamos separar un folio en dos partes, la
fuerza que deberemos hacer sera, supuestas las dos partes separadas 10 cm y de 1 g de masa

cada una,
2

F= G% = 6,672 x 10711 x 0,0012/0,12 = 6,672 x 1075 N.

Es claro que las fuerzas de cohesion de la materia no son de naturaleza gravitatoria, por lo que
entre las particulas elementales deben existir otro tipo de fuerzas. La teoria Newtoniana deja
total libertad al tipo de fuerzas que pueden existir.

Si la particula posee una propiedad llamada carga, ésta esta localizada en el mismo punto
r. Tenemos por lo tanto que toda la materia esta construida a partir de puntos materiales de
masas arbitrarias, y por supuesto, cargas arbitrarias, que ademas de interaccionar de forma
gravitatoria, se atraen, y a veces se repelen, con otro tipo de fuerza mas intensa.

13
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Si pudiéramos viajar a tiempos Newtonianos, ir a Cambridge, pedirle audiencia y decirle:
Sir, en el futuro del que venimos se sabe que la materia a nivel elemental, ademéas de masa
posee otra propiedad inmodificable que es su espin. Es posible que Sir Isaac, lo pensara un rato
y modificara su segunda ley, para tener en cuenta también la variaciéon del momento angular
en términos de los pares externos. Lo importante es que en el momento en que entra en escena
la mecénica cuantica en la década de 1920, se cuantizaria un formalismo diferente.

El formalismo Newtoniano es poco restrictivo y para las fuerzas F' entre particulas no
establece ninguna condicion, por lo que todo tipo de interacciones son permitidas. Es la teoria
gauge la que limitara el tipo de interacciones en la formulacion cuantica y el principio atémico
en el caso clasico. Tampoco establece ningiin criterio mediante el cual las cargas, masas y
momentos angulares de las particulas elementales tengan los valores que tienen. Es la teoria
cuantica la que predeciré estos valores. Sin embargo, hasta el momento, la teorfa cuéntica solo
ha predicho los valores del espin de las particulas elementales dejando total libertad para los
valores de las masas y cargas.

1.2. Principios Fundamentales

Como de acuerdo con el modelo estandar todas las particulas elementales conocidas, quarks
y leptones, juntamente con los bosones que median en sus interacciones son particulas con espin,
y ademés no parecen existir particulas elementales sin espin, es razonable intentar obtener un
formalismo para la descripcion clasica del espin. El interés de una descripcion clasica del espin es
que puede suministrar modelos razonables cuyo comportamiento se aproxime a los resultados
experimentales, pero no hay que olvidar que la materia a nivel elemental se comporta de
acuerdo con las leyes de la mecanica cuantica. Pero una descripcion clasica més completa nos
va a permitir desarrollar un formalismo cuantico méas detallado, en términos de mas variables
que den cuenta de su estructura, y por lo tanto, se intuye, que la cuantizaciéon de modelos con
espin sera algo mas detallada que la cuantizacion de particulas sin espin.

Feynman, en el primer capitulo de sus Lectures on Physics ', plantea que If, in some
cataclysm, all of scientific knowledge were to be destroyed, and only one sentence passed on to
the next generations of creatures, what statement would contain the most information in the
fewest words? I believe it is the atomic hypothesis (or the atomic fact or whatever you wish to
call it) that all things are made of atoms-little particles that move around in perpetual motion,
attracting each other when they are a little distance apart, but repelling upon being squeezed
into one another.

Si la hipétesis atémica parece ser un principio fundamental, la fisica tiene que explotar
este hecho y convenientemente definido debe formar parte de los principios fundamentales de
una fisica de particulas, que es lo que haremos en seguida. Los libros de fisica, al tratar la
idea del atomismo, se contentan con mencionar a Leucipo y a Democrito de Abdera, como los
defensores de la idea de que la materia es al final, un conjunto discreto de unidades indivisibles
(los atomos). Democrito anade, ademds, que estos objetos tltimos son inmutables. Es dificil
saber qué es lo que Democrito queria decir con inmutabilidad hace 2500 anos. Pero esta idea
lo que contiene es que un sistema compuesto es modificable y una particula elemental no. A
una molécula la podremos excitar, rotar con una cierta velocidad angular, deformar, modificar
su masa, pero a un electréon ni le podemos modificar su masa ni le podemos hacer girar con

!Feynman RP, Leighton RB and Sands M 1968 The Feynman Lectures on Physics, (NY: Addison Wesley)
Vol 1, Sec 1-2.
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cualquier velocidad. A lo sumo lo que podemos es cambiar la orientacion de su velocidad
angular. La masa y el espin de un electron son propiedades inmutables. El principio atémico
nos va a llevar a que el nimero y tipo de variables clasicas que caracterizan los estados de
cualquier sistema, no estan restringidos, pero si lo estan para una particula elemental. Es
un principio tan restrictivo que nos va a conducir, entre otras cosas al llamado acoplamiento
minimo cuando analicemos la interaccion de sistemas compuestos por particulas elementales y
por lo tanto a restringir el tipo de interacciones permitidas.

El formalismo cinemético que vamos a desarrollar, aunque en sus origenes se plante6 para
dar cuenta de la descripcion cléasica del espin, ha demostrado ser un método potente para
la descripcion de particulas elementales también desde el punto de vista cuantico, ya que
suministra una definicion muy precisa de particula elemental que tiene como contrapartida
cuando se cuantiza el formalismo, la definicion de Wigner: Todos los sistemas elementales
que se van a describir poseen la caracteristica de que al cuantizarlos, su espacio de Hilbert de
estados puros genera una representacion proyectiva, unitaria e irreducible del grupo cinemaético
correspondiente. Es precisamente a través del formalismo de cuantizacion de Feynman que la
descripcion clasica y cuéntica se complementan entre si.

El formalismo que vamos a desarrollar se basa en los siguientes cuatro principios funda-
mentales:

= Principio de Relatividad Restringido,
= Principio atémico,
= Principio variacional,

= Principio de cuantizacién.

1.2.1. Principio de Relatividad Restringido

El Principio de Relatividad Restringido establece que, en ausencia de gravitacion, debe
existir una clase de observadores equivalentes, que historicamente reciben el nombre de ob-
servadores inerciales, para los cuales las leyes de la fisica deben ser las mismas. Esta clase de
observadores queda definida sabiendo cémo relacionan entre si las medidas de acontecimientos
espacio-temporales. Esta forma de transformar las variables temporal ¢ y espacial » de un
mismo acontecimiento viene dada por un grupo de transformaciones, que recibe el nombre de
grupo cinematico del formalismo. Aqui trataremos principlamente con los grupos de Galileo
y Poincaré pero en el capitulo 4 analizaremos una extension del grupo de Poincaré, como el
grupo cinematico mas amplio de una particula de Dirac. Ademas de las transformaciones del
grupo de Poincaré, este grupo contiene dilataciones espacio-temporales y rotaciones locales.

Como ejemplo de este principio, el denominado formalismo no relativista admite que si
el observador O mide un acontecimiento espacio-temporal dado por las medidas ¢ y r y el
observador O’ mide t' y 7' del mismo acontecimiento, estos valores estan relacionados por

t'=t+0b, v =R(a)r+uvt+a,

donde los diez numeros reales (b, a, v, a) son fijos para esos dos observadores, y donde por «
queremos representar los tres parametros que definen la orientaciéon relativa entre los sistemas
cartesianos de ambos observadores. Estas relaciones se dicen que son el grupo de Galileo de
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transformaciones del espacio-tiempo, que es por lo tanto, el grupo cineméatico de un formalis-
mo no relativista. Si en vez de estas transformaciones utilizamos las del grupo de Poincaré,
analizadas en el apéndice al final del segundo capitulo, estaremos en un formalismo relativista.

El grupo cinemético asociado a este principio fundamental debe quedar prefijado, ya que las
medidas de cualquier otro observable dependen exclusivamente de este grupo. Este principio
no es solamente una declaracion de universalidad restringida de las leyes de la fisica, es también
el establecimiento de que las medidas relativas de cualquier magnitud fisica dependen de como
se relacionan las medidas de acontecimientos espacio-temporales. Por universalidad restringida
queremos decir que las leyes de la fisica no son las mismas para todos los observadores, sino
para una clase restringida de ellos, los denominados observadores inerciales. Es el Principio de
Relatividad General el que admite la invariancia general, pero si incluimos la gravitacion entre
las posibles interacciones, o bien, que no es posible distinguir un cambio entre observadores
acelerados de un campo gravitatorio.

Admitir este Principio de Relatividad Restringido es fijar el correspondiente grupo cinema-
tico en el arranque del formalismo, ya que, como veremos, fijados dos observadores cualesquiera,
las medidas relativas de cualquier otra magnitud fisica dependen de este grupo.

1.2.2. Principio Atémico

El Principio Atémico admite que la materia no puede ser dividida indefinidamente. La
materia no es un continuo. Después de un ntmero finito de pasos en la divisién de una porcion
de materia deberemos alcanzar un ultimo objeto indivisible, una particula elemental. La
distincion entre una particula elemental y cualquier otro objeto material finito, es que la
particula elemental, ademés de ser indivisible, no puede tener estados excitados y, salvo que
sea destruida con su antiparticula, su estructura no puede ser modificada. Cuando tomamos
un trozo de materia y tratamos de romperlo, lo primero que resulta es que se deforma vy,
si la energia utilizada es suficiente para romper el enlace, se parte en dos porciones. Si el
objeto es una particula elemental, como no puede dividirse, tampoco se deformara. No puede
poseer estados excitados. De alguna manera, si la estructura de una particula elemental no
puede ser modificada, esto implica que los posibles estados en los que podemos encontrarla
son simplemente modificaciones cinematicas de uno cualquiera de ellos. Como en el proceso de
aislar una particula elemental necesitamos un ntmero finito de etapas, esto significa que en la
descripcion de la particula elemental necesitamos un niamero finito de variables para describir
sus estados. Si el estado de una particula elemental cambia, siempre podremos encontrar algin
otro observador inercial que la describa en el mismo estado que antes de la modificacion. Un
electron sigue siendo un electréon aunque se le someta a una interaccion. Esto va a implicar
una restriccion en el tipo de variables clasicas que podemos usar para describir sus estados en
una descripcion variacional.

1.2.3. Principio Variacional

El Principio Variacional reconoce que la magnitud accion durante la evolucion de cualquier
sistema mecanico, entre dos estados inicial y final prefijados, debe ser estacionaria. La acciéon
se calcula en términos de una funcion Lagrangiana, la cual es una funciéon explicita del tiempo
t, de los grados de libertad independientes y de sus derivadas temporales hasta un cierto orden
finito. Habitualmente, para sistemas de particulas sin espin, se restringe a que la Lagrangiana
dependa solamente hasta las primeras derivadas temporales de los grados de libertad. Esto
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lleva a que las ecuaciones dindmicas de cualquier gardo de libertad sean a lo sumo de segundo
orden. Pero como resulta que la ecuacion diferencial mas general de un punto en el espacio
tridimensional es de cuarto orden, y, por otra parte, no sabemos todavia qué tipo de variables
deberemos usar para describir una particula con espin, ;por qué restringir a que estas variables
desconocidas satisfagan necesariamente ecuaciones de segundo orden?

De acuerdo con este principio, existird una funcion Lagrangiana que dependeré del tiempo,
de un nimero finito de grados de libertad y de sus derivadas temporales hasta un orden finito.

Estos tres principios enunciados, completan el marco clasico del formalismo. Para su cuan-
tizacion deberemos sustituir este tiltimo principio variacional por el siguiente cuarto principio.

1.2.4. Principio de cuantizacién

Para la descripcion cuantica de un sistema mecanico, vamos a sustituir el anterior principio
variacional por el principio de cuantizaciéon en la forma propuesta por Feynman 2: todos
los caminos de la evolucién de un sistema mecanico entre dos estados inicial y final fijos son
igualmente probables. En mecanica clasica, fijados los puntos extremos de la evolucién, se sin-
gulariza algtin camino que los une, como aquél que hace minima a la acciéon del sistema. En el
caso cuantico, se relaja esta prescripcion, y como no es experimentalmente posible determinar
con precision si una particula sigue o no un determinado camino, hemos de admitir que todos
son posibles. Para cada camino posible que una dichos puntos extremos, se define una amplitud
de probabilidad, la cual es un nimero complejo de la misma magnitud para cada camino, y
cuya fase es la accion del sistema a lo largo del correspondiente camino. La probabilidad de que
siga uno de esos caminos se calcula como el valor absoluto al cuadrado de la correspondiente
amplitud de probabilidad. Como todos los caminos alternativos son independientes, la esta-
distica interfiriente de Feynman postula que la amplitud de probabilidad de un sistema
que parte de un punto inicial y llega a otro final, fijos, es la suma de todas las amplitudes de
probabilidad de los diferentes caminos alternativos.

Frente a la estadistica convencional en la que las probabilidades de alternativas indepen-
dientes se suman, y por lo tanto la probabilidad de un proceso en el que hay numerosas
posibilidades es siempre mayor que cualquiera de ellas, aqui lo que se suman son las amplitu-
des de probabilidad, cuyo valor absoluto al cuadrado es la probabilidad final del proceso. Pero
como lo que sumamos son nimeros complejos, el valor absoluto del resultado puede incluso,
ser menor que el valor absoluto de cada uno de los sumandos. De ahi el nombre de estadistica
interfiriente, ya que aunque para ir de a a b por algunos caminos pueda existir una probabilidad
no nula, puede resultar que en el proceso global la probabilidad final sea cero, el resultado es
un proceso de interferencia que anula toda probabilidad de que el mismo se produzca. Al pasar
fotones por unas rendijas, la probabilidad de que lleguen a algiin punto de la pantalla puede no
ser nula, sin embargo cuando se analiza el proceso global, incluyendo todas las diferentes alter-
nativas, existen puntos a los que no llega ningiin fotéon. La amplitud de probabilidad alrededor
de ese punto es cero. Se ha producido una interferencia.

Si en el proceso de ir de a a b, efectuamos la suma de las correspondientes amplitudes de
probabilidad sobre diferentes puntos iniciales, lo que obtenemos es la amplitud de probabilidad
de encontrar nuestro sistema en un cierto punto, a partir de una preparacion concreta. Pero
esto es lo que en la mecanica cuantica convencional denominamos la funcién de onda. Por lo
tanto, esta amplitud de probabilidad debe ser una funciéon compleja, de cuadrado integrable y

2R.P. Feynman and A.R. Hibbs, Quantum Mechanics and Path Integrals, MacGraw Hill, N.Y., (1965).
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de norma unidad, ya que sumadas las probabilidades para todos los posibles puntos finales, esta
probabilidad debe ser 1. Las diferentes funciones de onda, alrededor de cada punto, representan
las diferentes formas de preparar o de llegar al mismo, partiendo de condiciones iniciales y
caminos diferentes.

Pero lo importante de esta forma de proceder, es que la funciéon de onda va a ser una
funcion de cuadrado integrable de precisamente las variables que definen los puntos extremos
de la formulacion variacional, las que vamos a denominar variables cineméaticas.

El método de integrales de caminos de Feynman parece haberse inspirado en un articulo de
Dirac 3. En este articulo, Dirac apunta, al comparar el formalismo Lagrangiano con el formalis-
mo canoénico, que: los dos formalismos estan por supuesto intimamente relacionados, pero hay
razones para creer que el formalismo Lagrangiano es mdas fundamental. Més adelante expresa
que, debemos considerar que la Lagrangiana cldsica no como una funcion de las coordenadas y
velocidades, sino como funcion de las coordenadas en los instantes consecutivost y t+dt. Aqui,
claramente, esta sugiriendo el uso de las variables cinematicas y el expresar la Lagrangiana en
términos de las mismas.

En el Prefacio del libro de Feynman y Hibbs, se menciona que Feynman, en una conversacion
privada con un colega europeo, se da cuenta de que en ese trabajo, Dirac sugiere que la funciéon
de onda en el instante ¢t + € debe estar relacionada con la funcién de onda en el instante ¢,
mediante

Y(t+e) ~ e PRy(t).

Lo que Feynman hace es postular que efectivamente la relaciéon anterior es una identidad. O lo
que es lo mismo, el término exponencial es el propagador de la dindmica. En el libro * se cita
que el colega europeo fue Herbert Jehle, que visité Princeton en 1941.

Vamos a construir un formalismo clasico basado en los tres primeros principios, y al final
del formalismo vamos a ver que para describir una particula de Dirac, no va a ser necesario
postular ninguna Lagrangiana particular. Solamente va a ser importante el determinar cudles
son las variables que definen los puntos inicial y final del formalismo variacional, es decir,
las variables cinematicas. El teorema de Noether, las leyes de conservacién y los invariantes
del grupo cinemético seran suficientes para la descripcion de la dindmica de una particula
elemental y de sus propiedades.

1.3. Formalismo Lagrangiano Generalizado

El formalismo Lagrangiano generalizado, dependiente de derivadas de orden superior, fue
desarrollado por Ostrogradsky ®. El resultado es que si la Lagrangiana depende del tiempo ¢, de
los n grados de libertad ¢;(t) y de sus primeras derivadas temporales L(t, ¢;, ¢;), las ecuaciones

de Euler-Lagrange son
oL d (0L
———|==]=0, i=1,...,n,

3P.A.M. Dirac, The Lagrangian in quantum mechanics, Phys. Zeitsch. der Sowjetunion, 3, 64-72 (1933), the
two formulations are, of course, closely related, but there are reasons for believing that the Lagrangian one is
more fundamental.

4L.M. Brown (editor), Feynman’s thesis: A new approach to quantum theory, (World Scientific 2005)

5 M. Ostrogradsky, Mémoire sur les équations différentielles relatives au probléme des isopérimétres, Mem.
Acad. St. Petersburg, 6(4), 385-517 (1850).
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en cambio si la Lagrangiana depende hasta las derivadas de orden & de los grados de libertad,
estas ecuaciones resultan ser

oL d ( OL Ld¥ [ OL .
aqi_a<w>+...+(—l)ﬁ<m>—0, i=1,...,n, (1.1)

donde el orden de derivacion temporal, en vez de un punto, lo hemos escrito en forma de un
superindice entre paréntesis. Vamos a llegar a estas ecuaciones, pero lo importante es resaltar,
que en el formalismo variacional que nos lleva a estas ecuaciones (1.1), vamos a ver cuales son
las variables independientes que nos definen los estados inicial y final del formalismo, es decir,
las variables cineméticas.

1.3.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Consideremos pues un sistema mecanico de n grados de libertad, caracterizado por una
Lagrangiana que depende del tiempo ¢, de los n grados de libertad independientes ¢;(t), y de sus
derivadas temporales hasta un orden finito k, y que las representamos por qi(k) (t) = d*q;(t)/dtt.
El funcional accién se define mediante:

to
Alg) = / L(t, (1), ¢, (1), - a ()t (12)
t1
donde ¢ = 1,...,n. Para cada posible trayectoria ¢;(t) introducida en (1.2), nos suministra

un numero real, la accién sobre esa trayectoria. En una notaciéon mas compacta, si definimos

QEO) = ¢;, podemos poner

Lt qi(1),q" (1), ... aP (1) = L(t. ¢ (1)),

para s =0,...,k.

La trayectoria que va a seguir el sistema es aquél camino que pasando por los puntos
extremos definidos en los instantes ¢; y t5, en los que fijamos los valores de las variables y sus
derivadas qz(s) (t1) and ql-(s) (t), i=1,...,m, s=0,1,...,k — 1, hace extremal al funcional accion
(1.2), es decir el valor de la acciéon es maximo o minimo. Observar que necesitamos fijar en los
extremos unos valores particulares de los n grados de libertad ¢; y de sus derivadas temporales
hasta el orden k£ — 1, es decir, un orden inferior al maximo orden que el correspondiente grado
de libertad aparece en la Lagrangiana. Aunque fijamos variables y sus derivadas, los valores
que escogemos son totalmente independientes unos de otros, es decir, caracterizan de forma
univoca los estados inicial y final de la evolucion.

Reciprocamente, podriamos decir que si conocemos el tipo de variables que definen los
estados extremos, la Lagrangiana es una funcion explicita de estas variables, consideradas
como independientes, hasta un orden de derivaciéon en una unidad superior.

Una vez que tenemos definido el funcional accion (1.2) para un determinado camino arbitrario
q;(t), para analizar su variacion, producimos una modificacion infinitesimal del mismo g;(¢), que
lo escribimos ¢;(t) — ¢;(t) + 0qi(t) v de todas sus derivadas temporales manteniendo fijos los
extremos de la evolucién, es decir, que en t; y t2 la modificaciéon de las variables generalizadas
y sus derivadas hasta el orden k — 1, se anulen, y por lo tanto, (5q£s)(t1) = 5q§8) (t2) = 0, para
i=1,...,nand s =0,1,...,k — 1. La variacion de las diferentes derivadas de ¢;(¢) viene dada

por ¢\ (1) — ¢\ (t) + 6¢ (t) = ¢{¥ (t) + d*6q;(t) /dt*, puesto que la modificacion de la derivada
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de orden s es precisamente la derivada de orden s de la modificacion de la funcién. Esto lleva a
que el funcional accién sufre una modificacion entre ambos caminos, §.4 = Alg + dq] — Alg], dada
por:

to to
SA= [ 1ta @)+ s @ndt - [ Lt 0)d
ty

ty
2 D 1AL oL
= dt —0q; +
/tl ; [3%‘ dq;"

después de desarrollar a orden més bajo la primera integral y restarle la segunda. El término

oL ) 0L d oL )
5 = 5q; = Sqi | — = | | 6as,
s <ot = (o) (5 )

y mediante una integral por partes entre ¢ y t2, nos da:

2 9L (1 OL OL 24d [ oL
dq; 'dt = ——=<0q; ——dq;(t —/ — dq;dt
/tl 2 e (t2) — 9gM (t2) 0w dt\ g (1)

t2 oL
/t1 o (8 (1)>5q7dt

ya que las variaciones d¢;(t1) y d¢;(t2), se anulan. Lo mismo para el siguiente término:

8L2 5¢!¥ = 0L2 déqgl) oL 784 (1) 3L2 dqs",
aq() a()dt 8( dt al()

7

to to "t 2
/ 5([;) 5q§2)dt = 7/ 4 8(1;) 5q§1)dt = / d—Q 3([;) 0q; dt,
t1 Oqg; n o dt\ dg; u 4?1\ 9q

ya que 0¢; y 5q§1) se anulan en t; y to, y finalmente para el dltimo término

2 oL ® g [ dd [ 0L

de tal manera que cada término de (1.3) se escribe solamente en términos de las variaciones de
los grados de libertad d¢; y no de sus derivadas de orden superior. Observar de nuevo que para
llegar hasta aqui ha sido necesario suponer la anulacién de las variaciones de todas las 6q£s), para
s=0,...,k—1, en los instantes t; y t2. Recolectando todos los términos, obtenemos

d [ oL Ldb [ oL
0A = / dtz an % (aq(1)> + o+ (_1) ﬁ <6q§k)>

Si el funcional accién es extremal sobre el camino ¢;(t), su variacion debe ser nula, § A = 0. Como
las modificaciones del camino d¢g; son arbitrarias, todos los términos entre paréntesis cuadrados
deben anularse de forma idéntica. Obtenemos asi, un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

OL

)] , (1.3)

i

5qi.

a_L_i a_L + +<_1)kd_k a_L

)

=0, i=1,...,n, (1.4)

las denominadas ecuaciones de Euler-Lagrange, que pueden escribirse en forma méas condensa-
da, como:

k
cds [ oL ,
Z(—U i \ o0 =0, i=1,...,n (1.5)
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1.3.2. Variables Cinemaéticas

En general, el sistema (1.5) es un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de orden
2k, y, por lo tanto, los teoremas de existencia y unicidad nos garantizan la existencia de una
solucion para las 2kn condiciones de contorno qﬁs) (t1),i=1,...,nand s = 0,1,...,2k — 1,
en el instante inicial ¢;. Sin embargo, la formulacion variacional ha sido planteada con la
condicion de que la solucion pasara por los dos puntos extremales fijos. Esto no garantiza ni la
existencia de solucion ni siquiera su unicidad. Sin embargo, supongamos que el sistema anterior
(1.5) posee alguna solucion, no necesariamente tnica, con los valores prefijados de los puntos
extremos del problema variacional qgs)(tl) y qgs) (t),i=1,...,nand s =0,1,...,k—1, en los
instantes t; y t,, respectivamente. Esto supone, de alguna manera, que las 2kn condiciones de
contorno en el instante t;, como requieren los teoremas de existencia y unicidad, pueden ser
expresadas, tal vez de forma no tnica, como funciones de las kn condiciones en cada uno de
los extremos. De ahora en adelante, supondremos que los sistemas fisicos que vamos a analizar
poseen solucion pasando por los extremos. Resulta entonces que, una solucién particular que
pasa por los extremos se podra expresar como una funcion del tiempo y de las variables en los

puntos extremos

G(t) = ait; ¢\ (t1), ¢ (t2)), (1.6)
1,7,l=1,...,n, r=20,1,...k — 1, que al particularizar t = t; o t = t5, nos produzca para la
funcién y sus derivadas, los correspondientes valores en los extremos.

Definicién: La Funciéon Acciéon de un sistema, es el valor del funcional Ac-
cion (1.2) a lo largo del camino clasico (1.6) que satisface las ecuaciones de Euler-
Lagrange (1.5) y que pasa por los puntos extremos: °

/tz L(t,g(t)dt=A (tl, ¢ (1) ta, q-(r)(tg)> . (1.7)

t1

Una vez que la integral temporal se calcula, el resultado serd una funcion explicita de las
kn + 1 variables en el instante inicial, q](-r) (t1), 7 =0,...,k — 1 incluyendo el tiempo t;, y de
las correspondientes kn + 1 variables en el instante final ¢5. Lo escribimos como

A (tl, a\" (t); t, qzm(tz)> = A(z1, 2).
Y llegamos a la siguiente
Definicién: Las variables cinematicas del sistema son el tiempo ¢ y los n gra-

dos de libertad ¢; y sus derivadas hasta el orden k£ — 1. La variedad que generan X
recibe el nombre de espacio cinematico del sistema.

60Observar que estamos usando la misma letra maytscula A( ) para la funcién accién que para el funcional
accion A[ ], aunque ésta en cursiva. La primera estd seguida de paréntesis normales en los que se contienen
las variables de las que depende, en tanto que en el funcional aparece seguido de paréntesis cuadrados, para
realzar que no es una funcién de varias variables, sino un funcional que depende de caminos completos entre
los puntos extremos.
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El espacio cinematico de las Lagrangianas ordinarias es el espacio de configuracion generado
por las variables g;, juntamente con la variable tiempo ¢. Se le suele denominar espacio de
configuracién ampliado. Pero para Lagrangianas generalizadas de orden superior incluye
también las derivadas de los grados de libertad hasta un orden una unidad inferior al maximo
orden del que aparece en la Lagrangiana. Por lo tanto, La funcién accién de un sistema
es una funcién de los valores de las variables cineméticas en los extremos de la
trayectoria, z1 y x, es decir una funciéon de los estados inicial y final. De ahora en adelante
consideraremos sistemas para los cuales la funcion accion esté definida y es una funcién continua
y derivable de las variables cinematicas en los extremos de la evolucion. Claramente satisface
la propiedad A(x,z) = 0.

1.3.3. Cambio del tiempo por otro parametro de evolucién

En la relatividad restringida, el tiempo es relativo a cada observador, por lo que usar el
tiempo como variable de evolucién sirve para cada observador particular, pero eso no produce
un formalismo que sea independiente del pardmetro de evolucion. Por eso, el interés de una
formulacion variacional es construirla en términos de un parametro invariante, el mismo para
cada observador inercial. Supongamos entonces, que la trayectoria del sistema se puede expresar
en forma paramétrica, en términos de cierto parametro de evolucion arbitrario 7, {¢(7), ¢;(7)}.
El funcional (1.2) se puede reescribir en términos de las variables cinematicas y sus derivadas

en la forma:
_ [ ARG
Alt,q] = /T1 L (t(’i‘),qi(T), T im ) t(r)dr

_ / T (w(r), () dr, (1.8)

donde ahora el punto significa tomar la derivada con respecto al pardmetro de evolucion 7, que
sin pérdida de generalidad se puede escoger adimensional. Por lo tanto L = L(¢(7), qls)/t( )) t(7)
tiene dimensiones de accion.

Parece que (1.8) representa el problema variacional de un sistema Lagrangiano que depende
unicamente de las primeras derivadas pero de kn+1 grados de libertad. Sin embargo, las varia-
bles cinematicas, consideradas como coordenadas generalizadas, no son todas independientes.
Existen entre ellas (k — 1)n ligaduras diferenciales

()= V@) i), i=1,...,n, s=1,... k-1 (1.9)

Podemos ver que el integrando L es una funcion homogénea de primer grado como funcion
de las derivadas con respecto a 7 de las Varlables cineméticas. En efecto, cada derivada temporal

ql( (t) ha sido reemplazada por el cociente qZ (s )/t(7) de dos derivadas con respecto a 7.

Incluso la derivada de mayor orden k, qg ) = qZ( 2 /t se expresa en términos de las derivadas de

. . L. k—1
la variables cineméaticas q-( )

; y t. Por lo tanto la funcion original L es una funcién homogéna
de grado cero en las derivadas de las variables cineméticas. Finalmente el término ¢(7), da
lugar a que la nueva funciéon L sea una funcion homogénea de primer grado. Por lo tanto, el

teorema de Euler sobre funciones homogéneas da lugar a la relacion adicional:

L(z(7), (1)) = %xj = ZF (z, i) (1.10)
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Las anteriores (k — 1)n ligaduras diferenciables entre las variables cineméticas (1.9) y la con-
dicion (1.10), reducen a n el nimero de grados de libertad esenciales del sistema (1.8).

Esta posibilidad de expresar la Lagrangiana como funcién homogénea de primer grado de
las derivadas ya fue considerada por Dirac en 1933 “ pero como una consideracion estética.
Es esta homogeneidad la que que nos permitira transformar el formalismo variacional en un
formalismo geodésico pero no sobre cualquier variedad, sino precisamente sobre el espacio
cinematico X, y donde la métrica g;;(z, &) serd un tensor dependiente de la direccion, y por lo
tanto la trayectoria de la particula es una geodésica, no en una variedad Riemaniana sino en
un espacio de Finsler.®

La funciéon L no es funciéon explicita del parametro de evolucion 7 y por lo tanto el problema
variacional (1.8), es invariante con respecto a cualquier cambio arbitrario de parametro de
evolucion 7. ?

En efecto, si cambiamos el parametro de evolucién 7 = 7(6), entonces (1) = (dt/df)(df/dr) y
q;s)(T) = (dqis)(H)/dO)(dG/dT) de tal forma que los cocientes

0. () _ (g (0)/d0)b(r) _ 4 (0)
() (dt(0)/d6) 6(7) HOR

donde de nuevo el punto significa ahora derivaciéon con respecto a 6. Resulta que (1.8) se puede
poner como:

Alt,q) = / CL0), 4:0). ... q'§’“*“<e>/t'<0>>%d9

1

_ /92 T((60), #(0))d6. (1.11)

01

1.3.4. Obtencion de la Lagrangiana a partir de la funcién Accién

El formalismo asi planteado tiene la ventaja de que es independiente del parametro de
evolucion, y si queremos volver a utilizar el tiempo concreto de un cierto observador, para
hacer un analisis temporal, reemplazamos 7 = t y por lo tanto { = 1. A partir de ahora
vamos a considerar aquellos sistemas para los que es posible una descripcién paramétrica de la
evolucién y, a veces, eliminaremos el simbolo ~ sobre la Lagrangiana, la cual debe siempre ser
entendida como escrita en términos de las variables cinematicas y sus primeras derivadas. De
esta forma, distinguiremos las Lagrangianas L, sin el simbolo”, como expresadas en la evolucion
temporal del sistema material.

Si conocemos la funcion accion A(xq,xs), como funcion de los puntos extremos de la evo-
lucion, podemos recuperar esta Lagrangiana Z(m, %) mediante un proceso de limite:

~ 0A(x,y)

Lz, &) =1 23 1.12
(2,4) = lim oy © (1.12)
donde hemos usado el criterio habitual de suma sobre el indice mudo j, extendido al conjunto

de todas las variables cinemaéticas.

Si en (1.8) consideramos dos puntos muy proximos z7 = ¢ y 2 = « + dx, y hacemos un

desarrollo de la funcién accién a primer orden A(x,z + dx) = A(x,x + @dr) = L(z,&)dr con la
condicion A(z,z) = 0, obtenemos (1.12).

" P.A.M. Dirac, Proc. Cam. Phil. Soc. 29, 389 (1933): “a greater elegance is obtained”, “a symmetrical
treatment suitable for relativity.”

8G.S. Asanov, Finsler geometry, Relativity and Gauge theories, Reidel Pub. Co, Dordrecht (1985).

% R. Courant, D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics, Vol. 1, Interscience, N.Y. (1970); I.M. Gelfand,
S.V. Fomin, Calculus of Variations Prentice Hall, Englewood Cliffs, N.J. (1963).
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1.3.5. Funciones gauge de la Lagrangiana

En la formulacién variacional de la mecanica clasica

t2 2
Alq] = / L(t, ¢ (t))dt = / L(x, &)dr, (1.13)
t1 1

A[q] es un funcional sobre los posibles caminos, es decir, toma en general valores diferentes
para los diferentes caminos que unen cada par de puntos fijos ;1 y z2. Entonces, para que se
produzcan en general, valores diferentes, es necesario que Ld7T no sea una diferencial exacta.
En caso contrario, si Ldt = d\, entonces A[q] = Ay — A1 y el funcional no distingue con
valores diferentes entre los diferentes caminos, y la funcién accion del sistema entre x; y o,
Az, x2) = M) — A(x1), queda expresada en funcion de la funcion potencial A(z), siendo por
lo tanto, independiente del camino.

Si A(z) es una funcion real definida sobre el espacio cinemético X de un sistema Lagrangiano
cuya funcion accion sea A(xq,x2), entonces la funcion A'(xq, x9) = A(x1, x2) + A(zg) — A(z1) es
otra funcion accion equivalente a A(xq, z2) en el sentido de que produce las mismas ecuaciones
dindmicas. En efecto, por (1.12) da lugar a una Lagrangiana L que difiere de L en una derivada
total con respecto a 7. ¢

Usando (1.12), obtenemos

~ ~ d\
[N(x,3) = Lz, &) + —
(2,8) = Liw,#) + 5

y por lo tanto L y L’ producen las mismas ecuaciones dinamicas v A(xy,29) y A'(21,22) se
dice que son funciones accion equivalentes.

Sea G un grupo continuo de transformaciones del espacio de configuracion ampliado (¢, g;),
que puede extenderse a un grupo de transformaciones del espacio cinematico X. Sea g €
G un elemento arbitrario de G y 2’ = gz, el transformado de x. Consideremos un sistema
mecénico caracterizado por la funcion accion A(xq, z2) que bajo la transformacion g se cambia
en A(z,2}). Si G es un grupo de simetrias del sistema, es decir, las ecuaciones dindmicas en
términos de las variables 2’ son las mismas que en términos de las variables z, esto implica que
A2, xb) y A(z1, z2) son necesariamente funciones accion equivalentes, y estaran relacionadas
por:

(1.14)

A(gry, gr2) = A1, 22) + a(g; 22) — a(g; 21). (1.15)

La funcion «, seré en general una funcion continua de g y de z. Esta funcion «a(g; z) definida
sobre G x X recibe el nombre de funcién gauge del grupo GG para el espacio cinemético
X. Como el grupo es un grupo continuo, satisface a(e;z) = 0, siendo e el elemento neutro
de G. Si la transformacion g es infinitesimal, representada por sus coordenadas d¢?, entonces
a(dg;x) = §g°B,(x) a primer orden en los parametros del grupo. La transformacion de la
funcion acciéon toma la forma

A(bgxy,dgzs) = A(z1,x2) + 09° By(22) — 897 By (1),

es decir, en la forma que va a requerir el teorema de Noether de la seccion siguiente, a la hora
de determinar las magnitudes conservadas. En general, las funciones B, para Lagrangianas
que poseen funciones gauge se obtienen de

~ Oa(g;z)

BU(Z') = a—ga (116)

g9=0

10 J M. Levy-Leblond, Comm. Math. Phys. 12, 64 (1969).
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Debido a la propiedad asociativa de la ley de composicion de todo grupo, cualquier funcion
gauge satisface la identidad

alg’s gr) + alg; ) —alg'g;x) = €(d', 9), (1.17)

donde la funcion &, definida sobre G x G, es independiente de = y es un exponente del grupo

G.

Se puede ver esto a partir de la mencionada ley asociativa. A partir de (1.15) tenemos:

A(g'gx1,9'9x2) = A1, 22) + a9’ g5 22) — a9 g5 1), (1.18)

y también
A(g' gz1,9'92) = A(gz1, gz2) + a(g'; 922) — a(g'; gz1)

= A(zy, x2) + (g 22) — ag; 21) + alg'; gz2) — alg'; g1),

y por lo tanto, por identificacion con el anterior (1.18), recolectando los términos con el mismo
argumento x, se llega a

a(g's g2) + alg; 2) — alg'g; 2) = alg’s gz1) + alg; 1) — alg'g; 1),

y como x1 y T2 son dos puntos arbitrarios de X, esta expresion es (1.17) y define una funcion
&(¢, 9), independiente de x.

Si substituimos esta funcion £(¢’, g) en (1.47) vemos que se satisface idénticamente. Con
g =g =e,sereduce a {(e,e) = a(e;x) =0, y por lo tanto £ es un exponente de G.

Levy-Leblond demuestra en la referencia previa que si X es un espacio homogéneo de G, es
decir, si existe un subgrupo H de G tal que X = G/H, entonces, el exponente £ es equivalente
a cero sobre el subgrupo H, y las funciones gauge para espacios homogéneos resultan ser:

a(g;r) = &(g, ha), (1.19)

done h, es cualquier elemento del conjunto representado por x € G/H.

Para el grupo de Poincaré P todos sus exponentes son equivalentes a cero y las funciones
gauge cuando X sea un espacio homogéneo de P son idénticamente nulas. Las Lagrangianas
de los sistemas relativistas cuyos espacios cinematicos sean espacios homogéneos de P, son
invariantes.

Sin embargo, en la formulacion no relativista, el grupo de Galileo G posee exponentes no
triviales, que vienen caracterizados por un pardmetro m que se interpreta como la masa total
del sistema. Las Lagrangianas Galileanas para sistemas masivos no son en general invariantes
bajo G. En el formalismo cuéntico, el espacio de Hilbert de los estados de un sistema masivo
no relativista, es el espacio de una representacion proyectiva unitaria del grupo de Galileo, en
vez de una verdadera representacion unitaria. '

1.4. Teorema de Noether Generalizado

El analisis de Noether para sistemas Lagrangianos generalizados, también demuestra que

1 ver ref.7 y también J.M. Levy-Leblond, Galilei Group and Galilean Invariance, en E.M. Loebl, Group

Theory and its applications, Acad. Press, NY (1971), vol. 2, p. 221.
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Teorema: A cada grupo uniparamétrico de transformaciones continuas, que dejan-
do las ecuaciones dindmicas invariantes, transforman la funcion acciéon del sistema
en la forma

A(6gz1,0912) = A(x1,29) + B(22)09 — B(71)dg,

donde B(x) es una funciéon definida sobre el espacio cinematico, hay asociado un
obervable clasico N, el cual es una constante del movimiento.

Supongamos que tenemos un grupo continuo r-paramétrico de transformaciones G, del
espacio de configuracion ampliado (¢, ¢;), que puede extenderse a un grupo de transformaciones
de todo el espacio cinematico X. Sea dg un elemento infinitesimal de G, de coordenadas

0g9% a=1,...,7 y su accion sobre estas variables viene dada por:
t—t = t+dt=1t+ Myt q)dg%, (1.20)
ai(t) = qi(t) = @) +6a,(t) = a(t) + ML (¢, )5g", (1.21)

y su extension al resto de variables cinematicas por

() = a0+ 000 (1) = ¢V (1) + MG (t,0,4M)dg°, (1.22)

y en general
¢V =) +6¢00) = ¢ )+ MO (t,q,. .., ¢ s, s=0,1,....k—1, (1.23)

donde M, y Mig) son unicamente funciones de ¢; y de ¢t mientras que las funciones Mi(j) con
s > 1, se obtiene a partir de las derivadas de aquellas, y seran funciones del tiempo t y de las
variables ¢; y sus derivadas hasta el orden s.

Por ejemplo,
@y = 9l dailt) + MY 5g°) dt

‘ dt’ dt at”’
pero a primer orden en dg
dt’ dM,(t,q) . , dt dMy(t,q) .
7 e A TRk

y por lo tanto

MO
1(1) (1) dM;,’(t,q) (1) dMa(t, q) a
Dy = oWy 4+ (Mia b0 @) dMaltia) ) 5

que al comparar con (1.22) obtenemos

MO, dM,(t,
MOt q,qM) = io (t,9) e (t,q)

dt g .’
donde las derivadas totales
dMa(t7q) _ aMa + aMéO) q(l) sz((g) (t7q) _ 8Mz(2) aMz(((x)) (1)
dt ooy M dt ot — 4G -

Las demés Mi(;) para s > 1, se obtienen de la misma forma a partir de la funciones M;;fl).
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Bajo g el funcional accion del sistema cambia:

t/2 to
5Alq) = / L, g O #))de’ / L(t, ¢ (1))t
t/

1 1

t/2 to
- / L(t + 5, (1) + 6¢% (&) — / L(t, " (1))
t/

1 131

Si reemplazamos en la primera integral el intervalo de integracion (¢],t5) por (1, t2) sabiendo
que el Jacobiano de t' en términos de ¢ implica que el diferencial dt’ = (1 + d(dt)/dt)dt, y por
lo tanto:
2 ] ] d(ot 2 s
5A[q] = /‘L@+&4p+ﬁ¢5<1+%ﬁgdv—/ L(t, q\)at
t1

t1

4Gty oL AL _

habiendo reemplazado la Lagrangiana L(t + 6t, ¢®) 4+ §¢'*)), por su desarrollo Taylor a primer
orden en las variaciones ot y d¢(®).

Figura 1.1: Transformacion del punto A en el A’, y de la curva ¢(¢) en la ¢'(t') bajo una
transformacion infinitesimal. La variacion dg = BA’ es la suma de la parte BC = ¢(Mét
y la parte CA’ = §q, que es la variacién a t constante de la funcién ¢, y que aqui la
denominamos la variacién en forma de la funcién.

En la variacion de d¢'™ (£) = ¢\ (#') — ¢* (t) est4 contenida una variacién en la forma de la
funcion q§5) (), y una variacion de su argumento ¢, (ver figura 1.1), el cual también es afectado

por la transformacion del grupo, y por lo tanto,

0" =t +0t) =7 () = () = ¢ () + (dg” (t) /dt)t
= 5¢° (1) + ¢V (n)ét,

7
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donde 5q£s) (t) es la variacion en la forma de la funcion qi(s) () en el instante t. Sabiendo que

para la variacion de forma a ¢ constante
6q(t) = d*(Bqi(1)) /dt® = d(b6q" V(1)) /dt,

resulta que

2 [ 45ty oL OL L dq'
5A[q]:/ (L ) | OLs —504" () + —5 st )| dt
t1

dt ot dg dg> dt
2 (d(Lét)  OL < (4
= (t) | dt. 1.24
/ ( it ) (1.24)
Si reemplazamos
oL - OL -
g = o0,
04 g Jg; I

oL -y 0L d(q) d (oL .\ d (oL
i = = N 5 i

0 T o ar at \ ") T\ 5 ) %
OL s _ 4 (0L g (LY
—— 50 = — | —) - 00;

d (oL -\ dafafor\-\ & [or)-
= 7 i - 5, N ) ) 9\ 5 (2]

i (") - (dt )™ ) o) ™

oL - d (3L k1 d [ d OL '\ < (k_2
5 k) _ © 5 (k=1 _ % [ & 5 (k=2) .

y juntamos términos, obtenemos

Los términos entre paréntesis cuadrados son precisamente los momentos canonico-conjugados
de orden s, pzs), excepto el primero, que es el miembro de la izquierda de (1.4) y se anula
idénticamente si las funciones ¢; satisfacen las ecuaciones dinamicas.
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Para sistemas Lagrangianos ordinarios que dependen tnicamente de derivadas de primer orden, el
momento canénico-conjugado de la variable generalizada ¢; es una variable dindmica p;, definida

por
oL

94;

bi =

Como generalizacion de esto, para sistemas Lagrangianos con derivadas de orden superior, el
formalismo canoénico generalizado se obtiene definiendo varios momentos conjugados (hasta un
méaximo de k) para cada uno de los grados de libertad independientes ¢;: 2

k—s

i r d’ oL .
p(‘s):z(_l) % (W) s 821,...,]’(}7 Z=1,...,n, (125)
0 i

r=

que son precisamente los términos anteriores contenidos en los paréntesis cuadrados. Se dice que
pzs) es el momento conjugado de orden s de la variable g;.

Si introducimos en el integrando las variables ¢; que satisfacen las ecuaciones de Euler-
Lagrange, la variacion del funcional accion (1.24) se transforma en la variacion de la funcion
accion a lo largo de la trayectoria clasica, y por lo tanto, la variacion de la funcién accion se
puede poner como,

t2 d )
t1

donde p{,, esta dado en (1.25). Si reemplazamos en (1.26) la variacion en forma 3¢ = 8¢ —

(SH dt, entonces

to d s )
0A(z1,m2) = / o {Lét—kéql Py — 4 +1>pgs+1)5t} dt (1.27)

t1

con el criterio habitual de suma sobre indices repetidos. Si sustituimos las variaciones 0t y 5q§8)
en términos del elemento infinitesimal del grupo dg®, (1.20-1.23), obtenemos:

to d
6A(a:1,a:2):/ dt{(L Pl )M + Dy M }5gadt, (1.28)
t1
donde el rango de suma para cada indice repetido es, ¢ = 1,...,n, s = 1,...,k, u =

0,1,....k— 1lya=1,...,r
Como en la integral anterior estamos usando una solucién de las ecuaciones dindmicas, la
variacion de la funcion accién es

0A(z1,29) = A(dgx1,0912) — A1, 72).
Si resulta que a primer orden en los parametros del grupo la podemos poner en la forma
dA(x1,29) = Ba(22)0g" — Ba(21)09%, (1.29)

igualando a (1.28) podemos realizar la integral temporal del lado derecho. Si los parametros
0g“ del grupo son arbitrarios, reagrupando los términos que dependen de t; y t5 a la izquierda
y derecha, respectivamente, obtenemos diversos observables que toman los mismos valores en

12 E. T.Whittaker, Analytical Dynamics, Cambridge University Press, Cambridge (1927), p. 265.
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los dos instantes arbitrarios ¢; y to. Son, por lo tanto, constantes del movimiento y representan
las magnitudes fisicas conservadas

N, = B, (x) — (L = pl('s)qi(s)> M, — pésH)Mi(;), a=1,...,r, (1.30)

(s)

donde el término entre paréntesis H = pés)qi — L, es el Hamiltoniano generalizado, de tal

manera que finalmente

No = Ba(@) + HMy = ppyMy) = Ba(2) + poyMa — plery M, a=1,...,r, (1.31)

habiendo reescrito p) = H.
Existen r constantes del movimiento relacionadas con las transformaciones infinitesimales
(1.29) de la funcion accion bajo el correspondiente grupo de Lie de r parametros.

Para expresar las diferentes magnitudes en términos de las variables cinematicas, defi-

namos las variables 7 de acuerdo con la regla de asignar subindices: 2° = t, ' = ¢,

"t = qi(l), L peend — qi(k_l). Como L = L/i% y g\ = q}s‘”/i‘), y asi, las derivadas

i

que aparecen en la definicion de los momentos canénicos se pueden poner como:

oL aL/i% 9L

- = — Fs— n+is
g™ — 0 (aG-DnH[E0) T gple-Dnti T T

(1.32)

en términos de las funciones F; del desarrollo (1.10) de la Lagrangiana. Los diferentes momentos
conjugados aparecen en la forma:

kol

% — T d?"
p(s) - (_1) %F(r-i-s—l)n-i-i, (133)

s

Il
o

en términos de las funciones F; y sus derivadas temporales. Las constantes del movimiento
Noetherianas se escriben como

7 o qpls=ni ,
N, = By(x) — (Fjﬁ — iy T) M, — Pl ML) (1.34)

Las constantes del movimiento Noetherianas N, se expresan finalmente en términos de las
funciones F; y sus derivadas temporales, de las funciones Mi(j) que representan la forma en
que las variables cineméticas transforman bajo las transformaciones infinitesimales, y de las
funciones B, que, como veremos en seguida, estan relacionadas con los exponentes del grupo
G y con el hecho de que las Lagrangianas no son invariantes. Las funciones F; y sus derivadas
temporales son funciones homogéneas de grado cero en las derivadas de las variables cinemé-
ticas 2'. Las funciones B,(x) y Mi(j)(:v) dependen tnicamente de las variables cinematicas.
En consecuencia, las constantes del movimiento Noetherianas son funciones homogéneas de
grado cero en las derivadas de las variables cinematicas y por lo tanto invariantes bajo cambios
arbitrarios del parametro de evolucion.

1.5. Sistemas Elementales

En mecanica Newtoniana el sistema més simple es un punto de masa m. A partir de puntos
masivos se pueden construir sistemas arbitrarios de cualquier forma y masa, y por lo tanto
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cualquier distribuciéon arbitraria de materia. El punto masivo se puede considerar como la
particula elemental de la mecénica Newtoniana. Desde el punto de vista actual de la fisica de
particulas corresponde a la descripcion clasica de una particula sin espin. Sabemos que existen
objetos como electrones, muones, fotones, neutrinos, quarks y muchos otros, que pueden ser
considerados como particulas elementales en el sentido de que no parecen estar compuestos
de otros objetos. Mas atin, no se ha encontrado en la naturaleza ninguna particula elemental
sin espin. Es claro que el punto Newtoniano no da cuenta de la estructura clasica del espin y
la existencia del espin es un atributo fundamental de una particula elemental, que no aparece
en los objetos elementales de la mecanica Newtoniana, por lo que es necesario describirlo
adecuadamente.

En mecénica cudntica, el trabajo de Wigner '* sobre las representaciones del grupo de
Lorentz inhomogéneo suministra una definicion matematica muy precisa del concepto de par-
ticula elemental. Una particula elemental es un sistema cuantico cuyo espacio de Hilbert de
estados puros, es el espacio de una representacion unitaria, proyectiva e irreducible del grupo
de Poincaré. Las representaciones irreducibles del grupo de Poincaré se caracterizan por dos
parametros invariantes m y .S, la masa y el espin del sistema, respectivamente. Analizando las
diferentes representaciones irreducibles, podremos obtener la descripcion de particulas con o
sin masa y de cualquier valor del espin.

La idea de irreducibilidad de Wigner lo que viene a decir es que todos los posibles estados
puros se pueden contruir, dentro del formalismo cuantico, a partir de uno cualquiera de ellos.
Comenzando en un estado cualquiera descrito por un observador inercial y anadiéndole las
descripciones que de ese estado hacen el resto de los observadores inerciales, y efectuando las
operaciones habituales de suma de vectores y de limites de sucesiones, se completa todo el
espacio de Hilbert. Aqui esta patente la idea del principio atémico. No hay méas estados que
las modificaciones cineméticas de uno cualquiera de ellos. Si la particula elemental cambia de
estado, siempre es posible encontrar otro observador inercial que la describa en el mismo estado
que anteriormente.

En la formulacion Lagrangiana, si preparamos al sistema en el estado x; para evolucionar
hasta el estado x5, el estado final se puede siempre obtener del estado inicial mediante un
cambio de observador inercial, es decir 9 = gr1, para algiin elemento g del grupo cinemético
(. Esto no es posible en un sistema arbitrario. Esto es lo que distingue a un sistema elemental
de uno que no lo es, que la variedad X, el espacio cinematico debe cumplir esta restriccion, que,
dados dos puntos cualesquiera del mismo, siempre es posible encontrar alguna transformacion
cinemética que los ligue. Llegamos pues a la

1

Definicién'*: Una particula elemental cl4sica es un sistema Lagrangiano cuyo
espacio cineméatico X es un espacio homogéneo del grupo cinemético G.

Los grupos de Galileo y de Poincaré son grupos de Lie de diez pardmetros y por lo tanto
los espacios homogéneos méas amplios que podemos encontrar en ellos son de dimension 10.
Ademas, las variables que definen a los espacios homogéneos comparten con los parametros del
grupo sus mismos dominios, su dimensionalidad y su significacion geométrica. Ambos grupos,
como veremos mas adelante, se pueden parametrizar en términos de 10 variables (b, a, v, )
con los siguientes dominios y dimensiones, b € R representa un pardmetro con dimensiones

13 ver ref.1.

14 M. Rivas, J. Phys. A 18, 1971 (1985); J. Math. Phys. 30, 318 (1989); J. Math. Phys. 35, 3380 (1994).
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de tiempo que nos caracteriza la traslacion temporal, @ € R?, 3 coordenadas espaciales que
caracterizan a las traslaciones espaciales. El parametro v € R? con dimensiones de velocidad y
que representa la velocidad relativa entre observadores, restringida a v < c en el caso Poincaré.
Finalmente o € SO(3) son tres parametros adimensionales que caracterizan la orientacion
relativa entre los correspondientes sistemas cartesianos de referencia y que pertenecen a un
dominio compacto, que es la parametrizacion del grupo de rotaciones.

De esta forma, el maximo ntmero de variables cinematicas, para caracterizar el estado
cinemético de una particula elemental, serd 10. Representamos estas variables cineméticas por
x = (t,r,u, ) con los mismos dominios y dimensiones que los anteriores parametros, y que
los interpretamos geométricamente como tiempo, posicién, velocidad y orientacién de la
particula.

Como la Lagrangiana debe depender también de las siguientes derivadas temporales, llega-
mos a la conclusion de que L debe depender de la aceleracion y de la velocidad angular de la
particula. Es por lo tanto, un sistema de 6 grados de libertad. Tres =, representan la posicion
de un punto y los otros 3 «, su orientacion en el espacio. Podemos visualizarlo mediante tres
vectores unidad ortogonales ligados al punto 7, como un sistema cartesiano comovil. Pero la
Lagrangiana debe depender hasta la derivada segunda de 7, es decir de la aceleracion del pun-
to, y hasta la primera derivada de o, es decir, la velocidad angular. Los grupos de Galileo y
Poincaré conducen a Lagrangianas generalizadas que dependen de derivadas de segundo orden
de la posiciéon de un punto.

Debido a esta definicion, es el grupo cinematico G, asociado al Principio de Relatividad
Restringido el que determina completamente el espacio cineméatico de una particula elemental,
sobre el que se van a definir las posibles Lagrangianas. Las particulas puntuales son casos
particulares de esta definicion ya que su espacio cinematico es el generado por las variables
(t,r), tiempo y posicion. Dados dos puntos cualesquiera (t1,71) y (f2,72), con to > t;, una
traslacion espacio-temporal los liga, por lo que esta variedad es un espacio homogéneo tanto
del grupo de Galileo como del grupo de Poincaré, ya que las traslaciones son un subgrupo de
ambos grupos.

Cuanto mas amplio sea el grupo cinematico, mayor nimero de variables tendremos para
caracterizar las posibles variables clasicas que definen el espacio cinematico de una particula
elemental. De esta manera, el formalismo que se propone se puede acomodar a cualquier grupo
de simetrias. Solamente hace falta dar con el grupo adecuado, que no solamente define las
simetrias sino que suministra las variables clasicas de los sistemas elementales. Este grupo esta
todavia sin ser desvelado.

1.5.1. Sistemas Elementales Lagrangianos

Una particula elemental vendra caracterizada por una Lagrangiana L(z,2) donde las va-
riables cineméaticas © € X pertenecen a un espacio homogéneo X de G. L es una funcién
homogénea de primer grado en las derivadas de las variables cineméticas, lo que nos permite
escribirla como

L(z, i) = Fy(z, 1) 4", (1.35)

Las funciones Fj(z, %) son funciones homogéneas de grado cero de las variables ' y donde el
convenio de suma sobre indices repetidos se ha utilizado.
Bajo G, x transforma como 2z’ = gz, sus coordenadas z"° = f‘(g, ), y sus derivadas con
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respecto al parametro invariante 7

!

S P
P = az_jjcf, (1.36)

transforman como las componentes de un vector contravariante sobre el espacio X.
Y la Lagrangiana transforma bajo G,

~ ~ dala:
L/ (@), (2, 4)) = L(w, &) + %, (1.37)
T

es decir,

Fi(«' ") " = Fj(x, )3 + ———1’. (1.38)

oz’
Teniendo presente como transforman las diferentes variables, se llega a:
. ox? . da(g; x)

En el caso en que a(g; z) = 0, las funciones F; transforman como las componentes de un vector
covariante sobre el espacio cinematico X. Pero esto no es el caso general y la funcion gauge
a(g; x) contiene informacion fisica basica sobre el sistema.

Por lo tanto, fijado el espacio cinematico X, el conocimiento de la accion del grupo G
sobre X, y la funciéon gauge «(g;z), nos suministra informacion sobre como transforman las
funciones Fj(z, ), y por lo tanto sobre la estructura de la Lagrangiana.

Si nos restringimos a los grupos de Galileo G y Poincaré P, sabemos que P no posee
exponentes y por lo tanto las Lagrangianas que describen sistemas elementales bajo el grupo de
Poincaré se pueden tomar estrictamente invariantes. En el caso del grupo de Galileo, solamente
existe una clase de funciones gauge caracterizadas por un parametro real m que se interpreta
como la masa del sistema, y por lo tanto las Lagrangianas no relativistas no son en general
invariantes. En el caso de Lagrangianas Galileanas invariantes, lo que describen son sistemas
elementales sin masa.

1.6. Apéndice: Grupos de Lie de transformaciones

Vamos a introducir la notacion y algunos elementos generales de la teoria de grupos de Lie
de transformaciones de una variedad. Se trata de analizar como las diferentes magnitudes fisicas
transforman bajo la accion de cambios de sistemas de referencia y bajo grupos de simetrias.

Consideremos la transformaciéon de una variedad de dimension n, X, ' = gx dada por n
funciones continuas y derivables, que dependen de un conjunto de r parametros continuos, en
la forma:

" = fi(x?;9°), VexeX, VgeG, ij=1,....,n, o=1,...,7

Esta transformacion se dice que es la accion de un grupo de Lie de transformaciones si cumple
las dos condiciones:

(i) G es un grupo de Lie, es decir, existe una ley de composicion de grupo para los elementos
de G, ¢ = ¢(a,b) € G, Ya,b € G, dada por r funciones continuas y derivables ¢?(a,b) de las
2r coordenadas de los elementos a y b.
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(ii) Las ecuaciones de transformacion satisfacen
o = f(2';b) = f(f(z;0);b) = [(z;0) = f(x;¢(a,b)).

La parametrizacion del grupo se puede siempre tomar de tal manera que las coordenadas
del elemento neutro e del grupo son e = (0, ..., 0), de tal manera que un elemento infinitesimal
del grupo es uno cuyas coordenadas 0g°,0 = 1,...,r, son infinitesimales.

Bajo la accion de un elemento infinitesimal dg del grupo G, el cambio en las coordenadas
2" del punto x € X esta dada por

of'(z;9)

'+ da' = fi(x;09) = 2" + s

g=e

después de un desarrollo Taylor a primer orden en los pardmetros del grupo y sabiendo que
x' = fi(z;0). Hay nr funciones auxiliares del grupo que se definen por
of'(z;9)

ul () = = (1.40)

y por lo tanto a primer orden en los parametros, dz’ = u’ (x)dg°.
La acciéon del grupo sobre la variedad X se puede extender a la accion del grupo sobre el
conjunto F(X) de funciones continuas y derivables definidas sobre X, mediante:

g: h(x) — h'(z) = h(gx). (1.41)
Si el elemento del grupo es infinitesimal, entonces

Oh(z)

B (z) = h(z' + d2*) = h(z" + v’ (2)5g%) = h(x) + B

ul (x)dg°,

después de un desarrollo Taylor a primer orden en los parametros infinitesimales del grupo.
La transformacion infinitesimal sobre F(X) se puede representar mediante la accion de un
operador diferencial en la forma

(o) = (14007 (a) ) o) = (14 097X,) W) = Uldg)hte),

donde I es el operador unidad y los operadores diferenciales

0

X, = ui,(x)axl

(1.42)

En particular, cuando actuamos con el operador U(dg) = (I + dg° X,,) sobre la coordenada z’
obtenemos 77 + dz’ = 27 + ul (x)dg°.

Los operadores X, se denominan los generadores de las transformaciones infinitesima-
les. Hay r operadores linealmente independientes que generan un espacio vectorial real -
dimensional y tal que el conmutador de dos cualesquiera de ellos [X,, X,] también pertenece
a este espacio vectorial, es decir,

(X, Xo] =¢2 Xoy, a0 A=1,...,71 (1.43)
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Los coeficientes cZ, son un conjunto de constantes reales, llamadas las constantes de estruc-
tura del grupo y el espacio vectorial que construyen los generadores se le llama el algebra de
Lie £(G), asociada al grupo de Lie G. Las constantes de estructura son antisimétricas en sus
indices inferiores ¢, = —c3,, y satisfacen las identidades de Jacobi:

cg/\cﬁa + cﬁucga + cfwcfa =0, Yo, \,u,3=1,...,7.

Las ecuaciones (1.43) son las reglas de conmutacion que caracterizan la estructura del dlgebra
de Lie del grupo.

Si una transformacion finita del grupo, de parametros ¢, se puede hacer en n pasos mas
pequenios de parametros ¢g°/n, con n suficientemente grande, entonces una transformacion
finita U(g)h(x) Se puede obtener como

g7 Xa)n h(z) = exp(g”X,) h(x).

n

U(g)h(xz) = lim (]I—i—
n—oo
Esto define la aplicacién exponencial y en este caso se dice que los parametros ¢ son los
parametros normales o canénicos. En la parametrizacion normal la ley de composicion de
los subgrupos uniparamétricos se reduce a la suma de los correspondientes parametros de los
elementos que intervienen en la operacion.
Consideremos que F(X) es el espacio de Hilbert de los estados de un sistema cuantico;
(1.41) puede ser interpretada como la funcién de onda transformada bajo el elemento del
grupo g. Entonces, si el operador U(g) es unitario, habitualmente se escribe en la forma

’i ~
U(g) = exp (73 g"Xa) ,

en términos de la unidad imaginaria 7 y la constante de Planck 7, de tal manera que en este
caso los nuevos operadores X, son operadores autoadjuntos y representan ciertos observables
del sistema. Las dimensiones fisicas de estos observables dependen de las dimensiones de los
parametros del grupo ¢, puesto que el argumento de una exponencial es adimensional, y
la presencia de la constante de Planck implica que ¢? X, tiene dimensiones de accion. Estos
observables, teniendo en cuenta (1.42), se representan en una representacién unitaria por los

operadores diferenciales

5 h 0
o ;UU(ZE)&UZ
Sin embargo, (1.41) no es la forma mas general de transformacion de una funcion de onda
de un sistema cuantico, como veremos en el Capitulo 3. Pero una vez que conozcamos coémo
transforma, podremos otener las expresiones explicitas de los generadores del grupo por un
procedimiento similar. En general, la funcion de onda transforma bajo un grupo continuo con
lo que se denomina una representacion unitaria proyectiva del grupo, la cual involucra en

general, alguna fase adicional.

(1.44)

1.6.1. Operadores de Casimir

Cuando tenemos una representacion de un grupo de Lie, bien sea mediante operadores linea-
les 0 por matrices que actian sobre un espacio vectorial, podemos definir lo que se denominan
operadores de Casimir. Son operadores C' que pueden ser expresados como funciones de los ge-
neradores X, del algebra de Lie, habitualmente en forma polinémica, y que tienen la propiedad
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de que conmutan con todos los generadores, esto es, satisfacen [C, X,| =0, Vo =1,...,7.
En general no se expresan como combinaciones lineales reales de los X, y por lo tanto no per-
tenecen al algebra de Lie del grupo. Pertenecen a lo que se denomina el algebra del grupo,
es decir, el 4lgebra asociativa, pero en general no conmutativa construida a partir de todas
las combinaciones lineales reales o complejas de productos de los X,, en la correspondiente
representacion del grupo.

En aquellas representaciones en las que los X, sean operadores autoadjuntos, como en el
caso de un formalismo cuantico, los operadores de Casimir pueden también ser autoadjuntos y
representaran a aquellos observables que permanecen invariantes bajo cualquier transformacion
del grupo. En particular, cuando consideremos los grupos cinematicos que relacionan a los
observadores inerciales, los operadores de Casimir de estos grupos representaran las propiedades
intrinsecas del sistema. Son aquellas propiedades que son independientes de qué observador
inercial las mida.

Para grupos semisimples, es decir, grupos que no poseen subgrupos invariantes Abelianos,
como el grupo de rotaciones SO(3), los grupos unitarios SU(n) y muchos otros, se demuestra
que los operadores de Casimir son polinomios reales homogéneos de los generadores X, pero
esto no es el caso para grupos de Lie arbitrarios. Sin embargo, para la mayor parte de los
grupos con interés en fisica, como el grupo de Galileo, Poincaré, De Sitter, SL(4,R), el grupo
inhomogéneo ISL(4,R) y el grupo Conforme SU(2,2), los operadores de Casimir se pueden
tomar como polinomios de coeficientes reales de los generadores.

1.6.2. Exponentes de un grupo

El concepto de exponente de un grupo continuo G fue desarrollado por Bargmann en su
trabajo sobre representaciones unitarias proyectivas de grupos continuos .

El teorema de Wigner sobre las simetrias de un sistema cudntico es bien conocido en
Mecéanica Cuéntica 6.

En resumen, este teorema establece que, si H es el espacio de Hilbert que caracteriza a
los estados puros cuéanticos de un sistema, y éste posee una simetria S, entonces existe un
operador unitario o antiunitario U(S), definido salvo una fase, que realiza la simetria sobre H,
es decir, que si ¢ y ¢ € H son dos posibles estados vectoriales del sistema, y | < ¢[) > |? es la
probabilidad de transicion entre ellos, y U(S)¢ y U(S)y representan los estados transformados
bajo la operacion de simetria S, entonces

| <US)AUS)Y > [P = <ol > |

Si el sistema posee todo un grupo de simetrias GG, entonces a cada elemento g € G se le
asocia un operador U(g) unitario o antiunitario, pero si G es un grupo continuo, en ese caso
U(g) es necesariamente unitario. Esto se puede ver por el hecho de que el producto de dos
operadores antiunitarios es un operador unitario.

Debido a la ambigiiedad en la eleccion de la fase del operador unitario U(g), esto implica
que, en general, U(g1)U(g2) # U(g192) y por lo tanto la transformacion de la funcion de onda,
dada por una expresion de la forma (1.41), involucra, en general, un factor de fase. Para grupos
continuos, se pueden escoger las correspondientes fases de los elementos de tal manera que

U(g91)U(g2) = w(g1,92)U(9192), (1.45)

15V .Bargmann, Ann. Math. 59, 1 (1954).
16 E.P. Wigner, Group theory and its application to the quantum mechanics of atomic spectra, Acad. Press,
NY (1959); V. Bargmann, J. Math. Phys. 5, 862 (1964).
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donde w(g1, g2) = exp{i&(g1, g2)} es una fase que es una funcion continua de sus argumentos. A
esta funcion real y continua definida sobre G x G, £(g1, g2) se le da el nombre de exponente de
G. Los operadores U(g) no reproducen la ley de composicion del grupo G y (1.45) representa
lo que Bargmann denomina una representacién proyectiva del grupo.

Si utilizamos la propiedad asociativa del grupo, tenemos

(U(g1)U(g2))U(gs) = wl(g1,92)U(9192)U(g3)
= w(9g1,92)w(9192, 93)U(919293),

y también

U(g1) (U(g2)U(g3)) = Ul(g1)w(g2,93)U(gags)
w(g1, 9293)w(92, 93)U (919293)-

Por lo tanto
w(g1, g2)w (9192, 93) = w(g1, 9293)w (g2, g3), (1.46)

que en términos de los exponentes queda:

£(91,92) +€(9192, 93) = (91, 9293) + £(g2, g3)- (1.47)

Debido a la continuidad de las funciones exponentes,

£(g,e) =¢&(e,9) =0, Vgeq, (1.48)

donde e es el elemento neutro del grupo.
Cualquier funcion continua sobre G, ¢(g), con la condicion ¢(e) = 0, puede generar un
exponente trivial mediante

£(9,9) = olgg’) — d(g) — o(g"),

que satisface (1.47) y (1.48). Todos los exponentes triviales son equivalentes a exponentes nulos,
y en una representacion unitaria (1.45) pueden ser compensados en las fases de los factores,
por lo que la representacion proyectiva (1.45) se transforma en una verdadera representacion
unitaria.

Dado un grupo continuo, la existencia o no de exponentes no triviales es una propiedad
intrinseca del grupo, que no guarda ninguna relacion con la variedad sobre la que actia, y esta
ligada con la existencia o no de extensiones centrales del grupo 7.

1.6.3. Espacios homogéneos de un grupo

Una variedad X recibe el nombre de espacio homogéneo de un grupo G, si Vzi, x5 € X
existe al menos un elemento g € G tal que x5 = gx;. En ese caso se dice que G actta sobre
X de una forma transitiva. El término homogéneo nos recuerda que las propiedades locales de
la variedad en el punto x se trasladan a cualquier otro punto de la variedad por medio de la
accion del grupo, y por lo tanto, todos los puntos de X comparten las mismas propiedades
locales.

17 ver ref.7 y J.M. Levy-Leblond, Comm. Math. Phys., 12, 64 (1969); A.A. Kirillov, Elements de la theorie
des représentations, Mir, Moscow (1974).



38 CAPITULO 1. FORMALISMO LAGRANGIANO

La orbita de un punto x es el conjunto de puntos de la forma gz, Vg € G, tal que si X es
un espacio homogéneo de G, entonces todo X es la orbita de cualquiera de sus puntos.

Dado un punto zy € X, el subgrupo estabilizador (little group) de x( es el subgrupo
H,, de GG, que deja invariante al punto x, es decir, Vh € H,,, hzy = .

Si H es un subgrupo de G, entonces todo elemento g € G se puede escribir como g = ¢'h,
donde h € H, y ¢ es un elemento de G/H, el conjunto de cosets por la izquierda generados
por el subgrupo H. Si X es un espacio homogéneo de GG, puede ser generado por la accion de
G sobre cualquier punto arbitrario o € X. Entonces Vx € X, x = gxo = ¢'hxo = ¢'xo, por lo
que el espacio homogéneo X es isomorfo a la variedad G/H,,.

Los espacios homogeneos de un grupo se pueden construir como estructuras cociente del
grupo por todos sus posibles subgrupos continuos. Reciprocamente, se puede demostrar que si
X es un espacio homogéneo de un grupo G, entonces existe un subgrupo H de G tal que X
es isomorfo a G/H. Por lo tanto, el espacio homogéneo méas amplio de un grupo es el propio

grupo.



Capitulo 2

Ejemplos de particulas con espin

Particulas no relativistas

2.1. Particula puntual no relativista

El grupo cinematico asociado al Principio de Relatividad Restringido es el grupo de Galileo.
Ver el Apéndice al final del capitulo sobre el grupo Galileo para la notaciéon y propiedades que
vamos a usar en este capitulo.

Consideremos un espacio cinematico caracterizado por las variables (¢, 7) = x, con dominios
t € R, r € R?, similares a los parametros del grupo b y a, respectivamente. Supondremos que
son funciones de un cierto pardmetro de evolucion 7y que en cualquier instante 7 de la evolucion
dos observadores inerciales cualesquiera relacionan sus medidas espacio-temporales mediante:

(1) = tr)+0, (2.1)
(1) = R(p)r(r)+vt(1)+ a.

Debido a como transforman estas variables, las interpretamos como el tiempo y la posicion de
la particula, respectivamente. Si suponemos que el pardmetro de evolucion 7 es invariante para

todos los observadores inerciales, tomando la derivada 7 de ambos miembros resulta que las
derivadas de las variables cineméticas en cualquier instante 7, transforman:

i) = i),
#(7) = R(u)i(r) +vi(r).

t
7!

3)
4)
No existen ligaduras entre estas variables y solamente la homogeneidad de la Lagrangiana en

términos de las derivadas de las variables cinematicas nos reducen de cuatro a tres el nimero
de grados de libertad de la particula. Esta homogeneidad nos lleva a la forma general:

2.
(2.

L=Ti+R-7 (2.5)

donde T = 0L /Oty R; = oL /Or; son todavia funciones desconocidas de las variables cinema-
ticas y de sus derivadas. Ademas, son funciones homogénes de grado cero de las derivadas de
las variables cinematicas. Esta homogeneidad es independiente de que la particula sea libre o
esté sometida a alguna interaccion.

Asociada a esta variedad X, la funcion gauge del grupo de Galileo es

algia) = &(g.x) = m (¥t/2+ v - R(u)r), (2.6)

39
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donde el parametro m se interpreta como la masa de la particula y (g, ¢’) es el exponente del
grupo G.

Si la particula es libre, las ecuaciones dinamicas deben ser invariantes, ya que tanto desde
el punto de vista activo como pasivo, el cambio de sistema de referencia o la transformacion
cinematica de la particula no pueden alterar sus leyes dinamicas. Si estuviera bajo una inter-
accion, habria que desplazar también los mecanismos que interaccionan con ella, por lo que
en general las ecuaciones dinamicas no seran invariantes. La transformacion de la Lagrangiana
libre bajo el grupo de Galileo es

L(«,d") = L(z, @) +m (v*/2 + v - R(p)7) . (2.7)
Por lo tanto _ _ _
oL oL 1 ot oL O
T/ == — = —_ oy 2 - i i1 —Z 2
at/ (825 + va > at/ + (an + TTLU]R(M,)] > at/’ ( 8)

pero de (2.3) y (2.4) tenemos que 0f/0t' = 1y 0r;/0t' = —R™' ()4, respectivamente, por
lo que

1
T =T — 3 mv? —v - R(u)R. (2.9)
Anéalogamente
R = R(p)R + mo. (2.10)

Los momentos canonico conjugados de los tres grados de libertad independientes ¢; = r;, son
p; = OL/O7;, y por lo tanto el teorema de Noether nos lleva a las siguientes constantes del
movimiento bajo los diferentes subgrupos de simetrias:
a) Bajo traslaciones temporales la funcion gauge (2.6) es nula, 6t = 0b, M = 1, mientras que
&r; = 0 y la constante se reduce a la expresion R - dr/dt — L/i = —T.
b) Bajo traslaciones espaciales también a(g;z) = 0, 6t = 0, M = 0, mientras que or; = da;,
M;; = 6;; vy el observable conservado es R.
c¢) Bajo transformaciones Galileanas puras con velocidad constante §t = db'y M = 0, en tanto
que 0r; = tov; y M;; = td;;, pero ahora la funciéon gauge a primer orden order en el pardmetro
de velocidad es a(dv;x) = mr - dv, por lo que el observable conservado es mr — Pt.
d) Bajo rotaciones a(g;x) = 0, 6t = 0y M = 0, pero dr; = &;jprjngda y My, = €575 v la
magnitud conservada es r X R.

Recolectando estas magnitudes, les podemos dar los siguientes nombres y simbolos:

Momento temporal H = -—T, (2.11)
Momento lineal P = R = p, (2.12)
Momento cinematico K = mr — Pt, (2.13)
Momento angular J = r x P. (2.14)

Les hemos reservado los mismos simbolos que los de los correspondientes generadores del
grupo de simetrias, que dejan las ecuaciones dindmicas invariantes: Incluso sus nombres hacen
referencia al tipo de parametro de la correspondiente transformacion.

En general, lo que hemos definido como el momento temporal, recibe habitualmente el nom-
bre de energia o bien de Hamiltoniano del sistema. Sin embargo, ninguno de los observables
asociados a los grupos uniparamétricos de simetrias es definido positivo. Todos ellos pueden to-
mar ambos signos, ya que si el pardmetro de una transformacién de un grupo es positivo el de
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su inversa es negativo y los generadores de las transformaciones infinitesimales son vectores tan-
gentes a las Orbitas, y por lo tanto pueden tener componentes de cualquier signo. Por energia
entendemos un observable que es siempre definido positivo por lo que en realidad la energia se
definiria como E = |H|. Esto es importante a la hora de clasificar las diferentes particulas que
vamos a encontrar, sobre todo en la formulacién relativista, en la que, por lo que respecta a H,
el signo de H es también una propiedad intrinseca, independiente del observador inercial que la
mida. En la formulacién relativista llamamos particula a aquél sistema para el que H, > 0y
antiparticula cuando H, < 0. En ambos casos, si particula y antiparticula poseen masa m y estan
en reposo, H, = mc? y H, = —mc?, y su energia es E = mc?> = |H|. Por abuso de lenguaje
y porque histéricamente asi se le ha denominado y se le sigue denominando, es posible que a lo
largo de las notas usemos el nombre de energia para el observable H.

Para el momento cinemaético existen nombres alternativos en la literatura. Asi, Levy-Leblond lo
denomina momento Galileano y en otros textos, escasos por cierto, se le suele denominar momento
estdtico, porque es un observable de dimensiones de masa X distancia. Siendo consistentes con
la propuesta primera le deberiamos denominar momento Poincaré en el caso relativista. En estas
notas usaremos el nombre de momento cinematico, incluso en la formulacién relativista.

Si tomamos la derivada 7 en (2.13) del momento cinemaético K =0, por ser una constante
del movimiento, implica P = m4#/t = mu = R, donde w es la derivada temporal de la posicion
de la particula.

Las seis condiciones P = 0y K = 0, implican v = 0 y » = 0, de tal manera que la
posicion de la particula esta en reposo y localizada en el origen del sistema de referencia del
observador. Para definir de forma tinica un observador nos falta fijar una rotaciéon arbitraria
y una traslacion temporal. Sin embargo, a falta de estas operaciones, decimos que la clase de
observadores para los que P = 0y K = 0, representan el observador del centro de masa. Estas
seis condiciones las utilizaremos también para definir el observador del centro de masa, en el
caso relativista.

A partir de (2.9) y (2.10) vemos que la energia (momento temporal) y el momento lineal
transforman como:

1
H’ fﬁ+v4ﬂuﬂ>+§mﬁ, (2.15)
P' = R(p)P+ mo. (2.16)
Entonces, si Hy y P = 0 son la energia y el momento lineal medidos por el obervador del

centro de masa, para un observador arbitrario que ve a la particula moviéndose con velocidad
u, resulta de (2.15) y (2.16) que

1
H=H,+ §mu2 = Hy+ P?/2m, P =mu.

La Lagrangiana para la particula puntual es

~ . . . m7?

L:Tt+R-7'°:—Ht—|—P-'i°:—Hot—l—?T, (2.17)
donde Hj es una constante arbitraria que no juega ningin papel en la dinamica ya que el
término que la contiene es una derivada total y puede tomarse como Hy = 0. Estara relacionada
con el término mc? de la particula puntual relativista.

Si definimos el espin a partir de (2.181), mediante
1
S=J-—KxP=J-rxP=0, (2.18)
m

representa el momento angular de la particula con respecto a su centro de masa 7. Resulta ser
idénticamente cero, por lo que la particula puntual es una particula sin espin.
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2.1.1. Interaccién con el exterior

La Lagrangiana més general de la particula puntual es de la forma L=Ti+R- T, donde
las funciones 7'y R son funciones de ¢,%,7,7 y homogéneas de grado cero en las derivadas
t y 7, por lo que son funciones de la variables u = 7/t. En el caso libre, la Lagrangiana es
invariante por traslaciones y por lo tanto no son funciones de ¢t y de r, y toman la forma, en
el caso Galileano

1
T, = —imu2 =-H, Ry=mu=P,,
mientras que en el caso Poincaré, ésta resulta ser, como veremos en la seccion 2.3,
—mc? mu
Ty=—7—==—-H, Ry)=

™ _p,.
V1—u?/c? V1—u?/c?

De ahi que la Lagrangiana libre tanto en el caso relativista como en el no relativista, se pueda
escribir como Lo = Tot + Ry -+ = —H,,i + P,, - 7. En el caso general, si la Lagrangiana es
L, las ecuaciones dindmicas no tienen por qué ser invariantes por traslacion, ya que cuando
desplazamos las variables ¢ y 7, si no desplazamos también cuantos dispositivos interaccionan
con ella, la dinamica sera diferente. Pero la homogeneidad de L en términos de ¢ y 7 se
mantendrd. Podemos definir la parte de interaccion con el exterior como la diferencia de estas
dos funciones homogéneas Ly = L — Lg, que sigue manteniendo la misma estructura homogénea
en términos de las derivadas de las variables cineméticas. Entonces, L ;= Aot + A -7, donde
Ay = aLI/at A= 8L1/8r Tanto Ag como A seran en general, funciones de ¢, r, u. Esta claro
que estos términos modifican las definiciones de la H y de la P de la particula libre, y ahora
H=H,—- Ay P =P, + A. La funcion —A; es la modificaciéon del momento temporal
mecanico H,,, y A la modificacién del momento lineal mecénico P,,, debida a la interaccion.
Ademas de los observables H y P, también K y J son modificados por los agentes externos.

Vamos a ver que la dependencia en u, tanto de Ag como de A es innecesaria, por lo que la
interaccion general, sera dada por campos solamente espacio-temporales e independientes de
la velocidad. En efecto, consideremos el caso Galileano. Las ecuaciones dindmicas a partir de
la Lagrangiana )

L= % (2—:) + Ao(t,r) + A(t,7) - u,

son
0Ap 0A; d .
Sl 4 A 1,2
or, + u; o, (mu; + A;) =0, i=1,2,3

es decir

dzTZ' 8A0 8141 8AJ aAZ
m = — u; —
dt2 87“i 8t 8T’i 87‘]’
el ultimo término entre paréntesis es una funcion antisimétrica en ¢ y 7, por lo que puede
ponerse como €;;;Bru;, con lo que la variaciéon del momento lineal mecénico de la particula

puntual

dP,, d*r
S _ 8T g B .
7 m +u x B, (2.19)
con 3
E:VAO——&, B=VxA,

es igual a la fuerza de Lorentz asociada a sendos campos E y B funciones solamente de ¢t y de
r. En el caso relativista también obtendriamos que dP,,/dt = E+u x B, pero la expresion de
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P,, = v(u)mu en términos de la velocidad, es diferente. Si tanto Ay como A fueran funciones
de u, al plantear las ecuaciones dinamicas tendriamos:
0Ay 0A; d ( 0Ao E)Aj) 0

- tuy mu; + —— + A; + u;
87”1' J (97‘2» dt 8uz J 8uz

Ahora bien, de la homogeneidad de la L= Aoi—l-Aj?'“j, al derivar ambos miembros con respecto
a 1, se obtiene:

t.aA01+ ) 8Al-1+A

;= - T - iy

J a’u]' t an t /

por lo que el término adicional que aparece en las ecuaciones dindmicas

04y 0A;
@—Ui + U 8u, = 0,

es idénticamente nulo y no interviene en la dindmica, como si tanto Ay como A, fueran inde-
pendientes de w como habiamos supuesto. Lo mismo se puede aplicar al caso de la particula
puntual relativista, por lo que la fuerza méas general es una fuerza de tipo de Lorentz, con cam-
pos solamente espacio-temporales. Respecto de la variacion de la energia mecanica, solamente
la parte de la fuerza de interaccion E realiza trabajo. En efecto, en el caso no relativista,

m (dr\® dH dr d*r
H,=—|— - " - m—— =u-E.
"= (dt) e Mar ae T

En el caso relativista, H,, = v(u)mc?, P,, = v(u)mu, pero al ser una particula elemental, el
invariante masa, definido por H2 /c* — P2 = m?c?, no cambia debido a la interaccion, por lo
que derivando temporalmente esta expresion, tenemos:

2 __ dH,, dP,, dH,, dP,,

H,—" —2P,, - —" =0, —u

z 4m Y _ W E.
2T dt dt aw

En ambos casos, la variaciéon por unidad de tiempo de la energia mecanica de la particula, es
el trabajo de la fuerza E debida a la interaccion, a lo largo de la trayectoria que sigue el centro
de masa de la particula.

Como B =V x A, satisface V- B = 0, y se trata de un campo pseudovectorial sin fuentes,
de divergencia nula. Por otra parte, tomando el rotacional de E, se anula el V x (VAy), por
lo que unas ecuaciones que satisfacen estos campos son:

0B
VxE=——, V-B=0. (2.20)

ot
que son parte de las ecuaciones de Maxwell del campo electromagnético. Como son campos
vectoriales, nos falta conocer para que los campos queden definidos, como son las V- E 'y V x B
y las correspondientes condiciones de contorno. En el caso de las ecuaciones de Maxwell, éstas

son:
1 . 10FE

R + [
6002'7 2 ot
y no aparecen mientras no establezcamos la parte de la Lagrangiana que describa a los campos

libres y como éstos son modificados por la presencia de la particula. Es decir nos falta establecer
la dinamica de los campos. En el caso del campo electromagnético p es la densidad de carga

1
V-E=—p, VXxB= (2.21)
€o
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eléctrica y 7 el vector densidad de corriente. Si tomamos la divergencia de la segunda ecuacion
y usamos la primera, llegamos a 5

. P
que es la ley fundamental de conservacion de la carga eléctrica.

Para una particula puntual de carga e localizada en 7 en el instante ¢ resulta, p = e6®) (r —
)6t —T)y j = ed®(r — x)d(t — T)u, siendo = cualquier punto del espacio, T cualquier
otro instante y d(x — a) la funcion delta de Dirac. Las ecuaciones (2.20) no dependen para
nada del estado de la particula, mientras que las (2.21) nos muestran cémo la presencia de la
particula, y por lo tanto de la corriente a ella asociada, modifica localmente a los campos en el
entorno de la misma. Hay que tener presente que lo que aqui aparecen son derivadas espacio-
temporales de los campos, es decir derivadas con respecto a las variables cinematicas de la
particula, por lo que se refieren desde el punto de vista local a como cambian estos campos en
puntos proximos a la trayectoria de la particula. La ley de conservacion de la carga eléctrica
nos pone de manifiesto la existencia de una propiedad escalar ligada a la particula y que viaja
con ella a lo largo de su trayecctoria, por lo que se refuerza de nuevo el que el punto r es el
soporte o localizacién de la carga e.

Este formalismo no nos garantiza que los campos Ag y A, o bien sus campos derivados E
y B, satisfagan todas las ecuaciones de Maxwell, pero si que la interaccion es invariante bajo
(2.22), como veremos a continuacion. Pero parece indicar que la posible interaccion que una
particula puntual pueda sufrir es mediante una fuerza de tipo Lorentz, expresada en términos
de unos campos E y B sin restriccién en cuanto a su alcance. La gravedad como interaccion,
ha quedado fuera del contexto de posibles interacciones, por la definicién del Principio de
Relatividad Restringido. De esta forma de proceder no se determinarian las otras interacciones
conocidas de corto alcance como las de tipo fuerte o débil, que estdn confinadas a regiones
del orden de 107! a 107!® m, distancias en las que los fendmenos cuanticos son relevantes.
Estas tltimas interacciones se describen habitualmente en el contexto de la teoria cuéntica de
campos y no son predichas en esta descripcion clasica.

Los campos Ay y A, no estan univocamente determinados, ya que lo que interviene en la
dindmica son sus derivadas espacio-temporales. Si los modificamos en la forma

OA(t,r) OA(t,r)
Ay — Ag+ ——, Ai— Ai+—=, 2.22
0 Aot T " o, (2.22)
la Lagrangiana L; se modifica en la forma
8A(t,r)i N OA(t,r) . dA
ot or, ' dr’

que resulta ser una derivada total y puede eliminarse por no intervenir en la dinamica. La
transformacion (2.22), que deja invariantes las ecuaciones dindmicas, modificando los campos
externos en cada punto del espacio-tiempo, recibe el nombre de transformacién gauge local.

Pudiera parecer que al dejar las ecuaciones dindmicas invariantes, nos produciria una ley
de comnservacion, utilizando el teorema de Noether. Pero no se trata de una transformacion
de un grupo uniparamétrico, sino de una transformacion de tipo general, generada por una
funcion arbitraria A, que hace que la Lagrangiana no sea invariante, sino que transforme con
una derivada total. Parece entonces que si asociado a ese término existe algin pardmetro del
sistema, éste puede ser la carga, lo mismo que en el caso no relativista el pardmetro masa nos
caracterizaba a la funcion gauge cuya derivada total aparecia en la variacion de la Lagrangiana.
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2.1.2. Lagrangiana de los campos

Si consideramos que el sistema material formado por la particula y los campos Ay(t,7) y
A(t,r), es un sistema cerrado, tendremos que determinar qué ecuaciones dinamicas satisfacen
los campos. Como para la particula hemos admitido que las ecuaciones dindmicas se obtienen
aplicando un método variacional, admitamos eso mismo para los campos. Para la particula,
la dindmica nos brinda como evoluciona (t), en tanto que para los campos lo que hay que
determinar son las cuatro funciones A,, © = 0,1,2,3 de ¢t y de r. Pero los campos no solamente
cambian con el tiempo, sino también de punto a punto, por lo que si una ecuaciéon dinamica
para un cierto grado de libertad ¢ involucra a la ¢(t) y sus derivadas temporales, es decir es
una ecuacion (o sistema de ecuaciones para varios grados de libertad) diferencial ordinaria, la
dindmica de los campos espacio-temporales nos brindaran ecuaciones que nos indiquen cémo
cambian estos campos en el espacio y en el tiempo, por lo que serdn ecuaciones que involucren
a los campos A, y a sus derivadas espacio-temporales J,A4,, hasta un cierto orden finito. Las
ecuaciones dindmicas de los campos seran un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales. Vamos a suponer que las ecuaciones de campo son de segundo orden por lo que la
dependencia de la Lagrangiana solamente contendré derivadas primeras.

Una formulacion variacional de los campos implica que la accion asociada a los campos se
escribird en términos de una Lagrangiana que sera en general funcion de t y 7, de los campos
A,y de sus derivadas 0,A4,, que integrada entre los limites de la evolucion nos suministre el
funcional accion A[A,].

Ademas le deberemos exigir que satisfaga la invariancia gauge (2.22). Como veremos en el
capitulo 7, la densidad de Lagrangiana libre del campo electromagnético es de la forma:

Ly = —;lF‘“’FW = —% (O"A” — 0" A") (0,A, — 0,A,), (2.23)
y donde estamos usando una notaciéon tensorial relativista. En un contexto Galileano, las
ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo no son invariantes, por lo que su utilizacion va a
quedar restringida al caso relativista. En teoria de campos, en la Lagrangiana libre se podria
haber incluido un término de la forma mA#A, = m(A2 — A?), también invariante relativista,
pero que no es invariante bajo (2.22), por lo que el electromagnetismo no posee término de
masa. Los fotones son particulas de masa nula.

Para el campo electromagnético en interaccion se postula una interaccion de la forma

£I = juAua

siendo j* = (pc,J) la tetracorriente eléctrica, que acttia como fuente del campo y que es el
acople de la Lagrangiana L; con los campos externos.

2.2. Particula Galileana libre con espin

La particula elemental no relativista mas general ! es el sistema Lagrangiano cuyo espacio
cineméatico X es todo el grupo de Galileo G. Entonces las variables cinematicas son las diez
variables reales z(7) = (¢(7),r(7),u(7), p(7)) con dominios t € R, » e R*, u e R® y p € R?
similarmente a los correspondientes parametros del grupo. La relacion entre los valores x'(7)

U M. Rivas, J. Phys. A 18, 1971 (1985).



46 CAPITULO 2. EJEMPLOS DE PARTICULAS CON ESPIN

y x(7) en cualquier instante 7 para cualquier par de observadores inerciales, y usando la
representacion pasiva de las rotaciones, estd dado por:

t'(r) = t(r)+D, (2.24)

r(r) = R(p)r(r)+ vt(7) + a, (2.25)

u'(r) = R(p)u(r)+ v, (2.26)
iy ptp(T) —pxp(7)

Entre estas variables cineméticas existen las tres ligaduras diferenciales u(7) = 7(7)/t(7),
que junto con la homogeneidad de la Lagrangiana L en términos de las derivadas de las variables
cinematicas:

L(z, &) = (0L)0i;)i;, (2.28)

nos reducen de diez a seis los grados de libertad esenciales de la particula.

Estos grados de libertad son, la posicion 7(t) y la orientacion p(t). La Lagrangiana depende
hasta la segunda derivada de 7(t) y de la primera derivada de p(t). La expresion (2.28) esté
dada explicitamente por:

L=Tt+R-7+U-u+V-p, (2.29)
donde las funciones T' = OL/0t, R; = OL/0F, U; = OL/0u', V; = OL/0p serén, en general,
funciones de las variables cinematicas (¢,r,u, p) y funciones homogéneas de grado cero en

términos de las derivadas (¢, 7, @, p). Tiene dos momentos conjugados con respecto a la primera
variable 7 y uno con respecto a la segunda p:

_ 0L _d( oL \_oL_d oL\ o dU
PO = f(arjat) ~ at \o(@rjar) ) ~ or  dt \ou | dt’

oL 9L U
Pe) = j(@rja) ~ ou ~
oL oL
P O0(dp/dt)  Op
Como variables canonico-conjugadas, p(;) es el momento conjugado de r, p(, es el momento
conjugado de u y p, es el momento conjugado de las variables de orientacion p.

Si suponemos que el parametro de evolucién 7 es invariante, las variables derivadas trans-
forman bajo G:

(1) t(7), (2.30)
(1) = R(pu)r(t)+ vi(r), (2.31)
() = Ripya(r), (232)
oy (p(T) = xp(r)1 = p-p(1))
P = (1= o) *

)

(2.33)
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En vez de la derivada p(7) que transforma de una manera complicada, es mejor definir la
velocidad angular de la particula w como funcion de ella, en la representacion pasiva, en la
forma,

w = 1+p2(—p+pxp). (2.34)

Es una funcion lineal de p, y transforma como:
W' (1) = R(p)w(7). (2.35)

Podemos interpretar la matriz de rotacion que define la orientacion de la particula R(p) como
la rotacion que nos lleva el sistema de referencia ligado a la particula en el instante 7 = 0 al
sistema cartesiano en el instante 7, como en un sélido rigido. De esta forma, las tres columnas
de la matriz R(p) representan las componentes de los tres vectores unidad ligados al punto,
habiéndolos escogidos coincidentes con los ejes del laboratorio en el instante 7 = 0.

Si k(7) es cualquier vector interno de un solido rigido con origen en el punto 7, entonces su
dindmica esta contenida en la expresion k(7) = R(p(7))k(0). La velocidad del punto k es

k(7) = R(p(7))k(0) = R(p(1)) R~ (p(7))k(r) = Q(7)k(7)

donde la matriz Q = RR™! = RRT es antisimétrica. En cualquier instante 7, R(p(7))RT (p(1)) =
I, donde el superindice T significa la matriz transpuesta, y I es la matriz unidad 3 x 3. Si tomamos
la derivada con respecto a 7 de esta expresion, RRT + RRT =+ QT = 0, por lo que las tres
componentes esenciales de la matriz antisimétrica € definen un vector w

0 —w, Wy
0= Wy 0 —wz |,
—Wy Wy 0

de tal manera que podemos escribir k(1) = Q(7)k(7) = w(7) x k(7) y w se interpreta como la
velocidad angular. Las diferentes componentes de w, expresadas como funciones de las variables
py p vienen dadas en (2.34).

La expresion (2.27) corresponde a R(p'(7)) = R(p)R(p(7)). Por lo tanto
QO = R(p'(r)R"(p(1)) = R(k)R(p(7))R" (p(7))R" (1)
= R(p)QR™ (),

lo que conduce a la ecuacion (2.35) en términos de las componentes esenciales w de la matriz
antisimétrica €. B
Esto hace que la parte de la Lagrangiana (OL/0p")p" se pueda escribir como

OL , OL Ow’
95" T Bwi 9p

V.p= pr=W. w, (2.36)
debido a la linealidad de w en términos de p y donde W; = 85/&0? Por lo tanto, la forma
més general de la Lagrangiana de una particula elemental no relativista, se escribe, en vez de
(2.29), como: N

L=Ti+R-7+U -u+W - w. (2.37)

Puesto que X es la totalidad del grupo de Galileo G la funcién gauge mas general es
efectivamente el exponente del grupo:

algix) = &(g, ha) = m(vH(7) /2 + v - R(p)r(7)), (2.38)
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similar a (2.6), lo que nos permite interpretar el parametro m como la masa de la particula.
Bajo la accion de un elemento arbitrario del grupo de Galileo, la Lagrangiana L transforma
de acuerdo con:

L(gz(r),d(gz(r)) /dr) = L(x(7), (7)) + da(g: (7)) /dr. (2.39)

Esto nos conduce, a través de un célculo similar al desarrollado en (2.8)-(2.10), a que estas
funciones transforman:

T'(r) = T(r)—v-R(u)R(T) —mv?/2, (2.40)
R'(r) = R(pu)R(7)+ mw, (2.41)
U'(r) = Rp)U(7), (2.42)
W'(r) = R(p)W(7) (2.43)

2.2.1. Constantes del movimiento Noetherianas

Conocida la accion del grupo de Galileo sobre las variables cinematicas dado en (2.24)-
(2.27), el teorema de Noether nos define las siguientes constantes del movimiento:
a) Bajo una traslacion temporal la funcion accion es invariante, B(xz) = 0, y llamamos como
es habitual a la magnitud conservada el momento temporal total de la particula H. Como
5t =0by 5qi(s) =0, M=1y Ml-(s) =0, y aplicando (1.34), tenemos:

H=—(L—plya” )M = —(Lfi —plyd”) = -T - R-u-U-a/i - W w/i+

HR—dU/dt) - u+U -4/t +V - p/t,
y como W -w =V . p, resulta que

H=-T—-— u. 2.44
b) Bajo traslaciones espaciales, A(z1,z5) es invariante, B;(x) = 0, y se nos definen las tres
componentes del momento lineal total de la particula. Ahora

(5t:O, M:O, 57’1':5611', M(O) :5ij7 (5ul:O, M(l) :0,

] ]
_ () _

y entonces
aU

P=R-—. (2.45)
c¢) Bajo transformaciones Galileanas puras de velocidad dv, A(xy, z3) no es invariante sino que
teniendo en cuenta (1.15) y la funcion gauge (2.38) a primer orden en los parametros dv;, la
accion transforma como 6A = mry - v — mry - dv y por lo tanto, B;(x) = mr;, lo que nos
define las componentes del momento cinematico total de la particula, K, en la forma:

ot = 0, M = O, 57"1‘ = 5Uit, MZ(JO) = 5ijta (S’LLZ = 5Ui, M(l) = 5@‘,

]
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y asi
K=mr—-Pt-U. (2.46)

A partir de K = 0, nos lleva a P = mu — dU /dt, por lo que identificandolo con (2.45), la
funcion R = mw independientemente de la Lagrangiana particular que escojamos. Observar
que el momento lineal total no tiene la direccion de la velocidad del punto 7.

d) Finalmente, bajo rotaciones A(x1, z3) permanece invariante, B;(z) = 0, y la correspondiente
constante del movimiento, el momento angular total de la particula con respecto al origen
del sistema de referencia del observador, proviene de la transformacion infinitesimal de valor
day, en tanto que el parametro dp; = da; /2, es la mitad del dngulo infinitesimal rotado, por lo
que

ot = O, Mi = 0, (STZ' = eikjrkéaj, MI(JO) = €ikjTk,
5ui = eikjuk(Saj, Ml(;) = €ikjUk,
0pi = 00 (85 — einpr + pipy) /2, MY = (855 — €ijnpn + pipy) /2,

y como la constante del movimiento es

lo que nos lleva a

—Pieijri = €jriribi, —Ui€irjTe = €jkiiUs,
como de (2.34)
&uk 2
= ——(—0ki + €xu
ER 11 p2( ki + €xiip1)
Oz &uk
—yMP = 2 ) _ 1.
K Owy 0p; Y 7
puesto que
0wk » ()
ap 10 T
y por lo tanto, en forma vectorial
J=rxP+uxU+W=rxP+S8S. (2.47)

Podemos considerar que S es el espin de la particula. Como J es el momento angular de
la particula con respecto al origen del observador, S representa el momento angular de la
particula con respecto al punto 7. Como J = 0, la funcion S satisface dS/dt = P X u y no es
una constante del movimiento ni siquiera para la particula libre. Es el momento angular clasico
equivalente al operador espin de Dirac en el caso cuantico, puesto que satisface exactamente
su misma ecuacion dindmica.

Podemos considerar también el momento angular de la particula con respecto a su centro
de masa, una vez que éste, esté adecuadamente definido. El observador del centro de masa se
define como aquel observador inercial para el que P = 0y K = 0. Estas seis condiciones definen
una clase de observadores definidos salvo una rotaciéon arbitraria y una traslacion temporal,
también arbitraria. La condiciéon P = 0 define la clase de observadores para los que el centro
de masa estd en reposo y KK = 0 es la condicion adicional de que el centro de masa esté situado
en el origen del sistema de referencia. Esto proviene de (2.46), que si ponemos k = U /m,
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éste es un observable con dimensiones de longitud, y tomando la derivada con respecto a 7 en
ambos lados, sabiendo que P = 0, obtenemos:

d(r — k)
dt

Entonces el punto ¢ = r — k se mueve a velocidad constante y vemos que representa la
posicion del centro de masa de la particula. Por lo tanto, el observable k = r — q es la posicion
relativa del punto r con respecto al centro de masa. Vemos que P = 0 y K = 0 dan lugar
efectivamente a dq/dt = 0, y r = k, es decir, ¢ = 0, como habiamos adelantado. Con esta
definicion, el momento cinematico se puede reescribir como K = mq — Pt, en términos de la
posicion del centro de masa q y del momento lineal total P.

Podemos definir el momento angular de la particula con respecto a su centro de masa
Scu, como la diferencia entre el momento angular total J y el momento angular orbital del
movimiento del centro de masa q x P, por lo que

K =0=mi — Pt —mk, es decir, P=m (2.48)

SCM:J—qXP:J—%KXP:S—i-kXP:—ka%-FW. (2.49)
Vemos que también se escribe como el momento angular S con respecto al punto r, més el
momento angular orbital de este punto k x P con respecto al centro de masa. El espin S¢yy,
queda expresado en términos de las constantes del movimiento J, K y P, y es por lo tanto
otra constante del movimiento. Alternativamente lo podemos describir de acuerdo con la ultima
expresion como la parte rotatoria del momento angular W'y del término —k X mdk/dt que
sugiere una contribucion de naturaleza (anti)orbital debida al movimiento del punto r alrededor
del centro de masa. Esta parte esta relacionada con el zitterbewegung, o mas precisamente con
la funcion U = mk que refleja la dependencia de la Lagrangiana con la aceleracion. El otro
término W proviene de la dependencia de los otros tres grados de libertad p;, y, por lo tanto, de
la velocidad angular. Este zitterbewegung refleja el movimiento del centro de carga alrededor
del centro de masa. La consideraciéon de que el punto r representa al centro de carga, ha sido
ya sugerido en trabajos previos sobre el electron relativista 2.

Debido a que para la particula libre J = 0, y que dW/dr = w x W y a partir de la
expresion de P, (2.45), obtenemos una relacion general entre diferentes observables para una
particula libre:

rxR+uxU+wxW =0, (2.50)

lo cual refleja que la velocidad, aceleracion y velocidad angular no son magnitudes totalmente
independientes. Sabiendo que R y 7 tienen la misma direccion, se reduce a

uxU+wxW=0. (2.51)

Ejercicio: Demostrar que si una Lagrangiana depende de las variables de orientacién p y p a tra-
vés de la expresion de la velocidad angular w(p, p), entonces las ecuaciones dinamicas relacionadas

con la orientacién,
oL d (0L _0
ap,; dr 8,01 -
oL

AW JdT = w X W, con W, =—.
8(4)2'

se transforman en

2 A.0. Barut and A.J. Bracken, Phys. Rev. D 23, 2454 (1981).
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2.2.2. Dinamica del espin

Como el momento angular es un observable que estd definido con respecto a un punto
concreto, y la particula elemental posee dos puntos caracteristicos r y el centro de masa g,
podemos analizar la dindmica del espin con respecto a esos dos puntos, S'y Scas, respectiva-
mente. En cualquier caso, conocido el momento angular con respecto a un punto, nos permite
calcular el momento angular con respecto a cualquier otro sin més que anadirle » x P, siendo
P el momento lineal total del sistema y r el vector de posicion del primer punto con respecto
al segundo. Para la particula libre, el momento angular con respecto al origen del observador,
se escribe:

J=qxP+Scy=rxP+S8S

De aqui se deduce, derivando con respecto al tiempo que

s dSc
- X dt

Sin embargo, si sobre la particula y en el punto 7, tenemos localizada una fuerza F', el momento
de esta fuerza con respecto al origen, nos dara la variacion de J,
dJ dP dS

E:'PXF:UXP—{—T’X%—{—E

=0.

pero dP/dt = F', con lo que el espin S satisface exactamente la misma ecuacion dindmica que
en el caso libre, es decir

ds
>~ _p
p X u,
solo que hora P no es una constante del movimiento. Para el otro
dJ dP  dScy
b F = P il
O v TR
por lo que
as
oM = ('r‘ - q) X Fa

dt
es el par externo, de la fuerza definida en 7, con respecto al centro de masa.

2.2.3. Transformacién de los observables

Las diferentes funciones que componen la Lagrangiana Z, transforman bajo el grupo de
Galileo de acuerdo con (2.40)-(2.43). Si la tercera de estas ecuaciones la derivamos con respecto

a 7 y la dividimos por ¢ = £, resulta:

au’ aw AU’ dU AU
R G e kB a s U by

Esto nos lleva a que el momento lineal P y el momento temporal H, transformen entre los
observadores Galileanos en la forma dada en (2.15-2.16) para estos mismos observables en el
caso de la particula puntual.

1
H' H+v- R(u)P + émUQ, (2.52)
P = R(p)P +muv. (2.53)
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De esta forma, si Hy y Py = 0, son los valores que toman estos observables para el observador
del centro de masa, entonces, para cualquier otro observador que ve moverse al centro de masa

con velocidad v ,

H:H0+1mvzzHo+i, P =muv.
2 2m
Por lo tanto, cualquiera que sea el observador, la magnitud H — P? /2m = Hj es un nimero
constante y define una propiedad intrinseca de la particula elemental, ya que su medida es
independiente del observador. Ademas, la parte espacio-temporal de L, es la que define la
parte variante gauge, y adopta la forma general

Ti+R-v=—Hi+ P 7.

En efecto 1
—HY+4+ P -v'=—-Hi+P -7+ §m’v27f +muv - R(p)7.

De esta forma, la parte segunda de la Lagrangiana U - u+ W - w, es necesariamente invariante
Galileana. El otro parametro intrinseco de la particula elemental, el espin o la velocidad de
rotacion interna, aparecera ligado a esta parte invariante. Si expresamos el Hamiltoniano en
términos de los invariantes Hy y m, la primera parte nos queda

: omr? 1 (dU\?.
—Hi+P-#=—Hyt + — — — [ =) 4
e o 2m<dt)

El primer término es una derivada total y se puede suprimir, el segundo es el que da lugar a
la variacion gauge de la Lagrangiana, y el tercero es necesariamente invariante Galileano.

Por lo que representa al espin con respecto al centro de masa S¢y, definido en (2.49), es
necesario saber como transforman k =U /m y W,

' dk

k= Rpk, —-=Rp_. W =RupW

lo que nos lleva a que

v = R(p)Soum
y por lo tanto S’QCM = SZ,s, es una propiedad constante e invariante entre observadores, es
decir es un numero o propiedad intrinseca de la particula. La Lagrangiana de una particula
con espin dependera de forma explicita de estos dos invariantes m y Scypy.

No podemos decir lo mismo del espin con respecto al centro de carga S = u x U + W que
transforma en la forma:

S =u' xU +W'=(R(p)u+v) x R(p)U + R(p)W = R(n)S +v x R(p)U,

y por lo tanto su moédulo depende de v y no es por lo tanto una propiedad intrinseca.
El centro de masa transforma como 7:

q' (1) = R(p)q(7) + vi(1) + a.

Esto no va a ser asi en el caso relativista y el centro de masa no transforma como la posicion
del punto.
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2.2.4. Particula Galileana con espin (anti)orbital

Para analizar la estructura del espin de una particula elemental vamos a ver ejemplos en
los que las dos contribuciones asociadas a las funciones U y W, aparecen por separado:

Consideremos una particula elemental Galileana cuyo espacio cinematico sea X = G/SO(3),
de tal forma que cada punto x € X estéa caracterizado por las siete variables x = (t,7,u), u =
dr/dt, que se interpretan como tiempo, posicion y velocidad de la particula, respectivamente.
En este ejemplo no tenemos variables de orientacion. Como la Lagrangiana depende de las
derivadas de estas variables, serd también funciéon de la aceleracion.

Debido a la invariancia por rotacion y traslacion, esto implica que L serd funciéon solamente
de u?, (du/dt)® y w-du/dt = d(u*/2)/dt. Este altimo término es una derivada total, por lo
que puede ser descartado.

A partir de la condicion (2.51), U ~ u, y por otra parte U = mk, pero k es la posicion
relativa del punto r con respecto al centro de masa, con lo que en este movimiento k tiene
direccion opuesta a la aceleracion de r, porque si no el punto r se separaria del q, de ahi que el
término U - & ~ —u®. Como por otra parte la expresion Tt + R -7 = —H{t + P -7 nos produce
el término gauge dependiente de la masa, esto sugiere que debe ser de la misma forma que en
el caso de la particula puntual.

Supongamos pues que nuestra particula elemental viene dada por la siguiente Lagrangiana,
que en términos de los tres grados de libertad r y sus derivadas, se escribe:

m (dr\®> m [dr\’

El pardmetro m es la masa de la particula ya que el primer término es variante gauge con la
misma funcién gauge (2.38) que depende de esta constante m, mientras que el parametro w
de dimensiones de tiempo~! representa una frecuencia interna constante e inmodificable. Es
la frecuencia del zitterbewegung. Los parametros m y w serian las propiedades intrinsecas de
esta particula.

En términos de las variables cinematicas y de sus derivadas, y en términos de un parametro
de evolucion 7 arbitario, la Lagrangiana se reescribe

pomr_muw (2.55)

donde el punto significa derivada con respecto a 7. Si consideramos que el pardmetro de evo-
lucién es adimensional, entonces todos los términos en la Lagrangiana tienen dimensiones de
accion. Por ser la Lagrangiana una funcion homogénea de grado uno en términos de las deri-
vadas de las variables cinematicas, L puede escribirse como

L=Ti+R-#+U-u, (2.56)

donde las diferentes funciones que aparecen estan definidas por

oL m (dr\?> m [(d®r\®
T = — = —— | — + — [ — ,
ot 2 \ dt 2w? \ dt?

oL dr
T 2
gy - 9L_ _mdr (2.58)

o w? dt?’
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Las ecuaciones dindmicas que se obtienen de la Lagrangiana (2.54) son:

1 dr N d*r 0 (2.59)
w2 dtt A2 '
cuya solucion general es:
r(t) = A+ Bt + C coswt + D sinwt, (2.60)

en términos de 12 constantes de integracion A, B, C' y D.
Al aplicar el teorema de Noether al grupo de Galileo, las correspondientes constantes del
movimiento se pueden escribir en la forma:

au
Momento temporal H = —-T —u- o (2.61)
aUu aU
Momento lineal P = R—-— =mu— —, (2.62)
dt dt
Momento cinematico K = mr — Pt—-U, (2.63)
Momento angular J = rx P+uxU. (2.64)

Es precisamente la presencia de la funcion U lo que distingue a esta particula de la particula
puntual. Encontramos en este ejemplo més simple que el momento lineal tampoco tiene la
direccion de la velocidad w, y la estructura del espin estd ligada con la dependencia de la
Lagrangiana con la aceleracion.

Si sustituimos la solucion general (2.60) en (2.61-2.64) vemos que las constantes del movi-
miento se pueden escribir en términos de las constantes de integracién,

2

H = %BQ - %(02 + D?), (2.65)
P = mB, (2.66)
K = mA, (2.67)
J = AxmB—-mwC x D. (2.68)

El momento cineméatico K en (2.63) difiere del de la particula puntual (2.13) en el término
—U, de tal manera que si definimos el vector k = U /m, con dimensiones de longitud, entonces
K = 0 nos lleva de (2.63) a la ecuacion:

d(r — k)

dt
y q = r — k, define la posicion del centro de masa de la particula, que es un punto distinto de
r y que usando (2.58) viene dado por

P=m

1 d*r
w? d?’
Tiene la forma que poseia el centro de masa en términos del centro de carga en el analisis
hecho en el predmbulo de estas notas.

Las ecuaciones dinamicas (2.59) se pueden reescribir en la forma:

1
q:'r—EU:'rjL (2.69)

d*q
d2
T4 WP(r—q) =0, (2.71)

dar?
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donde (2.70) es (2.59) después de derivar dos veces (2.69), y la ecuacion (2.71) es (2.69)
habiendo puesto todos los términos en el lado izquierdo.

A partir de (2.70) vemos que el punto g se mueve en linea recta y a velocidad constante,
mientras que el movimiento de r, dado en (2.71), es un movimiento armonico isétropo de
pulsacion constante w, alrededor del punto q.

El espin de la particula con respecto al centro de masa, Sy, se define como

1
Scw=J-gxP=J- —KxP, (2.72)

que al quedar escrito en términos de constantes del movimiento, es claramente otra constante
del movimiento. Su magnitud S? es una propiedad constante e invariante para todos los ob-
servadores inerciales, por lo que serd una propiedad intrinseca que caracteriza a la particula.
En términos de las constantes de integracion se expresa como

Scy = —mwC x D. (2.73)

A partir de su definicion, obtenemos

d dk
SCM:uxU—l—k:xP:—m(r—q)xE(r—q):—kaE, (2.74)

y aparece como un momento angular (anti)orbital del movimiento relativo del punto 7 alrededor
del centro de masa g en reposo, de tal manera que el momento angular total, se escribe

J=qxP+Scy=L+ Scu. (275)

Es la suma del momento angular orbital L asociado al movimiento del centro de masa y de la
parte del espin S¢ys. Para una particula libre, ambos L y S¢j son separadamente constantes
del movimiento. Usamos el término (anti)orbital para sugerir que si el vector k representa la
posiciéon de un punto de masa m, el momento angular de este movimiento tiene la direccién
opuesta a la del observable espin. Pero como veremos en seguida, k no representa la posicion
de ninguna masa sino que se trata de la posicion relativa del centro de carga de la particula,
con respecto al centro de masa.

2.2.5. Interaccién con un campo electromagnético externo

Si q representa la posicion del centro de masa, entonces jqué posicion representa el punto r7
El punto 7 representa la posicion de la carga de la particula. Esto lo podemos ver considerando
una cierta interacciéon con un campo externo. La homogeneidad de la Lagrangiana en términos
de las derivadas de las variables cinematicas sugiere una Lagrangiana de interacciéon de la
forma:

Ly = —eg(t,7)i + eA(t,r) -7, (2.76)

lineal en las derivadas de las variables t y r y donde los potenciales externos son solamente
funciones de ¢t y r. Podriamos haber considerado otros términos de interaccion de la forma
N (t,r,u) - u, y que también las funciones ¢ y A dependieran de w y w. Sin embargo, si la
Lagrangiana de interacciéon depende de u esto implica que la interaccion modifica la definicion
del observable U = mk el cual define el espin. Pero si la particula es elemental, sus propiedades
intrinsecas no pueden cambiar de tal manera que (2.76) es el término de interaccion mas general.
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Es lo que se denomina el acoplamiento minimo, entre la corriente asociada al movimiento de
la carga j, con los potenciales externos en la forma j, A", donde la corriente j, se refiere al
movimiento de la carga asociada al punto r, como veremos a continuacion. Por lo visto en la
seccion 2.1.1, ni ¢ ni A seran funciones de u, por lo que (2.76) es la interaccién més general.
Las ecuaciones dinamicas que se obtienen de L + L; son

1 d'r d*r e

———+—=—(E{t,r)+uxB(t,r)), 2.77

e+ = S (Bt (t,) (277
donde el campo eléctrico E y el campo magnético B se expresan en términos de los potenciales
en la forma habitual, E = —V¢—0A/0t, B =V x A. Las ecuaciones dinamicas (2.77) pueden
ser separadas en la forma

d2

d—t‘j - % (E(t,7) +u x B(t,r)), (2.78)
d’r )

e + wi(r—q)=0. (2.79)

El centro de masa q satisface ecuaciones Newtonianas bajo la accion de la fuerza de Lorentz
externa, mientras que el punto r sigue satisfaciendo el mismo movimiento armonico is6tropo
de pulsacion constante w alrededor de q. Pero la fuerza externa y los campos estan definidos
en el punto 7 y no en el punto q. Ademas, es la velocidad uw del punto r la que aparece en el
término magnético de la fuerza de Lorentz. El punto r representa claramente la posicion de la
carga de la particula.

Figura 2.1: Movimiento de la carga e¢ > 0 en el sistema del C.M. El momento magnético
tiene sentido contrario al espin y el momento dipolar eléctrico d = ek, es perpendicular
al espin.

Esta carga efectia un movimiento oscilante de muy alta frecuencia w, que en el caso del
electron relativista es w = 2mc?/h ~ 1,55 x 10?'s~1. El valor medio de la posicién de la carga
es el centro de masa pero este movimiento relativo da lugar al momento magnético p de la
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particula, dibujado en la figura en sentido opuesto al espin, en el supuesto de que la carga e > 0
y ortogonal al plano del zitterbewegung. Su valor es, de acuerdo con su definicion clasica: 3

1 e dk e
,u:§/r><jd3r:§k><az—%SCM, (2.80)
donde j = ed*(r — k)dk/dt es la corriente asociada al movimiento de la carga e localizada en
el punto k.

La particula también posee un momento dipolar eléctrico oscilante d = ek, perpendicular a
py por lo tanto a Sy para el observador del centro de masa, tal que para tiempos superiores
a su periodo natural, su valor medio temporal es cero.

A pesar de ser éste un ejemplo no relativista, por (2.80) vemos que posee una relacion
giromagnética g = 1. Sin embargo, es importante ver que contiene un nimero importante de
detalles que aparecen cuando Dirac hace el andlisis del electron relativista 4, donde ambos mo-
mentos p v d aparecen, dando lugar a dos posibles términos de interaccion en el Hamiltoniano
de Dirac. Regresaremos a este anélisis cuando analicemos el electron relativista.

2.2.6. Particula Galileana con orientacion

Otro ejemplo simple de particula con espin es aquél en el que el espin esta relacionado con
las variables de orientacion.

Desde el punto de vista matemaético, el espacio cinematico es el X = G/R3 donde R3 =
{R3,+} es el sugbrupo Abeliano de las transformaciones Galileanas puras con velocidad cons-
tante. De esta forma, las variables cinematicas son = = (¢, 7, p), que se interpretan como el
tiempo, la posicion y la orientacion, respectivamente.

Una Lagrangiana para este espacio cinematico tiene la forma general

L=Ti+R-7+W - w.

Debido a la estructura del exponente (2.177), la funcion gauge es la misma que en los ejemplos
anteriores. La relacion general (2.51) nos lleva a que W x w = 0, ya que la Lagrangiana
es independiente de %, y por lo tanto W y w son colineales. De acuerdo con la forma de
transformar de la Lagrangiana, el término W - w es invariante Galileano y como W y w son
colineales, podemos tomar W ~ w y una posible Lagrangiana puede ser de la forma:

L=——+>=—. (2.81)

Las diferentes constantes del movimiento Noetherianas son

m (dr\® I
H=—(— - P=
2<ﬁ>'+2 ’ s
K=mr—Pt, J=rxP+W,
donde u = dr/dt es la velocidad del punto 7, y £ = w/t is la velocidad angular en términos de

la evolucion temporal, frente a la w que representa la velocidad angular pero no con respecto
al tiempo sino con respecto al pardmetro de evolucién arbitrario 7. El punto r se mueve

3 J.D. Jackson, Classical Electrodynamics, John Wiley & Sons, NY (1998), 3rd. ed. p.186.
4 P.A.M. Dirac, The Principles of Quantum mechanics, Oxford Univ. Press, 4th ed. (1967).
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con velocidad constante y representa tanto la posicion del centro de carga como la posicion
del centro de masa. El espin es el observable S = W que satisface la ecuacién dinamica
dS/dt = w x S =0, y por lo tanto, el sistema cartesiano local asociado al punto r rota con
velocidad angular constante €2.

El espin toma el valor constante S = I€2, y cuyo valor absoluto es independiente del
observador inercial. El parametro [ juega el papel de momento principal de inercia, lo que
sugiere una proporcionalidad directa entre el espin y la velocidad angular, lo que corresponde
a un sistema mecanico con simetria esférica. Podriamos asociar un cierto tamaio a la particula
ya que sugiere que posee un radio de giro Ry, relacionado con los otros parametros por I = mRz.

Este modelo corresponderia clasicamente a un solido rigido con simetria esférica (los tres
momentos principales de inercia iguales) de tal manera que las variables de orientacion p
describen la orientacion de sus ejes principales de inercia. Es una particula de seis grados de
libertad. Tres representan la posicion del centro de carga 7 y los otros tres p, la orientacion de
un sistema cartesiano, comévil, ligado al punto r. Como no hay dependencia de la Lagrangiana
de la aceleracion los centros de carga y masa, son el mismo punto.

Para el observador del centro de masa no existe corriente asociada la movimiento del centro
de carga, por lo que no es posible asociarle ni momento magnético ni momento dipolar eléc-
trico. Por lo visto en los ejemplos anteriores, las propiedades magnéticas de la particula estan
asociadas con la parte del espin relacionada con el zitterbewegung, y estan ausentes en este
modelo de tipo solido rigido.

Particulas Relativistas

2.3. Particula puntual relativista

El grupo cinematico asociado al Principio de Relatividad Restringido es el grupo de Poin-
caré. Ver el Apéndice al final del capitulo sobre el grupo de Poincaré para la notaciéon y
propiedades que vamos a usar en este capitulo.

Consideremos un espacio cineméatico caracterizado por las variables (¢, 7) = x, con dominios
t € R, » € R3, similares a los parametros del grupo b y a, respectivamente. Este espacio
cinematico es la estructura cociente X = P/L, donde P es el grupo de Poincaré y el subgrupo
L es el grupo de Lorentz. Supondremos que son funciones de un cierto parametro de evolucién 7
y que en cualquier instante 7 de la evolucién dos observadores inerciales cualesquiera relacionan
sus medidas espacio-temporales mediante la accion del elemento del grupo g = (b, a, v, u) € P,
dada por:

(1) = (1) +y(v- R(p)r(r))/c* +b, (2.82)
: 05
r'(r) = R(p)r(r) +vi(r) + (H_—W(U - R(p)r(r))v + a, (2.83)

Estas variables se interpretan como el tiempo y la posicion de la particula. Si el parametro
de evolucion 7 es invariante bajo el grupo tomando las derivadas con respecto a 7 de(2.82) y
(2.83) obtenemos la ley de transformacion de las derivadas de las variables cineméticas

t'(r) = Al(r)+ (v Rp)i(r))/c, (2.84)

)" (v - R(p)ir(1))v. (2.85)

(1) = R(u)r(t)+yvi(r) + W
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No existen ligaduras entre estas variables y solamente la homogeneidad de la Lagrangiana
en términos de las derivadas de las variables cinematicas nos reducen de cuatro a tres el nimero
de grados de libertad de la particula. Esta homogeneidad nos lleva a la forma general:

L=Ti+R-¥, (2.86)

donde T = OL/dt y R; = OL/d7; son todavia funciones desconocidas de las variables cinema-
ticas y de sus derivadas. Ademas, son funciones homogéneas de grado cero de las derivadas de
las variables cinematicas.

Como la Lagrangiana es invariante bajo P, las funciones 1"y R transforman bajo P en la
forma:

T" = T —v(v-R(p)R), (2.87)

2
R = R(uR—~yvT/3+ 117(1) -R(p)R)v/c*. (2.88)
Donde vemos que, al no depender estas ecuaciones de by a, las funciones 7'y R son invariantes
bajo traslaciones y, por lo tanto, independientes de ¢ y de 7. B

Los momentos conjugados de los grados de libertad ¢; = r; son p; = 0L /07, y las constantes
del movimiento Noetherianas (1.34), se calculan de forma similar al caso Galileano. La tnica
diferencia es que ahora la funcion gauge es nula, por lo que para el cilculo del momento
cinemético tenemos que las variaciones son 6t = r-dv/c?, M; = r;/c* and dr = tdv, M;; =ty
por lo que obtenemos:

Momento temporal H = -T, (2.89)
Momento lineal P = R =p, (2.90)
Momento cinemético K = Hr/c* — Pt, (2.91)
Momento angular J = 7 x P. (2.92)

La energia (momento temporal) y el momento lineal transforman como:

H'(r) = ~H(r) + (v R(p)P(7)), (2.93)
2
v 2
P (r) = R(p)P(7)+ §H(T) + m(v -R(p)P(7))v. (2.94)
Es decir, como las componentes de un tetravector contravariante P* = (H/c, P). Los
observables cK y J son las componentes esenciales del tensor antisimétrico J* = —J"* =

ot PY — iL‘VPM, CKi = Jio y Jk = GkilJil/Q.

Tomando la derivada 7 del momento cinematico, K = 0, obtenemos que P = Hr/c* =
Hu/c?, donde u = 7/t es la velocidad de la particula y el punto r representa tanto la posicion
de la carga como el centro de masa.

Las seis condiciones P =0y K = 0, implican w = 0 y » = 0, de manera que la particula
esté en reposo y localizada en el origen del sistema de referencia, como en el caso no relativista.
Denominamos a estos observadores las clase de observadores del centro de masa.

De (2.93) y (2.94) vemos que la magnitud (H'/c)2—P"* = (H/c)?>— P? = m*c* es invariante
Poincaré y ademdas una constante del movimiento. Como P? = (H/c)?>u?/c?, con u < ¢, esto
implica que este invariante sea definido positivo y lo escribamos como un cuadrado (mc)?.
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Esto define una magnitud constante, la masa de la particula que la tomamos como el niimero
positivo m. Si usamos que P = Hu/c?, obtenemos

H = +mc*(1 —u*/?)71/2

Vamos a ver que el signo de H, que puede ser positivo o negativo, es otra propiedad invariante
Poincaré.

Para el observador del centro de masa, P = 0, por lo que H = +mc?. Si H > 0 para el
observador del centro de masa, entonces de (2.93) se tiene que para cualquier otro observador,
H =~H > H >0, pues v > 1. Si H < 0, entonces también H' = vH < H < 0. El signo de H
es otra propiedad invariante entre observadores.

La velocidad u < ¢, porque en caso contrario H seria imaginario. Si u > c el invariante
(H/c)> — P2 < 0y no esposible definir la masa en reposo de la particula. Si sustituimos
las expresiones de 7'y R en (2.86), obtenemos dos posibles Lagrangianas para una particula
puntual de masa m, caracterizadas ademas, por el signo de H

L = FmeV 2i2 — i, (2.95)

La particula que describe la Lagrangiana (2.95) con el signo +, posee un momento temporal
H < 0, y la de signo —, H > 0. Particulas y antiparticulas aparecen de forma mas simétrica
en la formulacion relativista. Si desarrollamos la Lagrangiana al orden mas bajo en u/c, en el
caso H > 0, obtenemos )
L= —mc*t + m r—.,
2t
por lo que el primer término —mc?t es equivalente al término Galileano —Hyt de (2.17). La
Lagrangiana con H < 0 posee como limite de baja velocidad —(m/2)7?/{ que no aparece
descrita como un posible ejemplo en el caso Galileano.
El espin se define similarmente al caso no relativista

2

SEJ—qu:J—%KxP:(), (2.96)

es nulo, por lo que la particula puntual relativista no posee espin.

2.4. Particulas relativistas con espin

Los espacios homogéneos de mayor dimensiéon de P, pueden ser parametrizados por las
variables (¢,7,u, p), donde el parametro velocidad w puede ser u < ¢, u = ¢, o bien u > ¢,
por lo que el grupo de Poincaré describe tres tipos maximales de particulas con espin. Las
denominaremos, de acuerdo con el valor de este parametro, por los nombres siguientes: al
primer grupo, en el que la carga de la particula se mueve con u < ¢, le llamaremos bradidn, a
partir del griego Spadvs que significa lento. Los bradiones son por lo tanto aquellas particulas
elementales cuya posicion de la carga r nunca alcanza la velocidad de la luz. A la segunda
clase de particulas con (u = ¢) las denominaremos luxones puesto que el punto r se mueve
siempre a la velocidad de la luz para todo observador, y finalmente, a las del tercer grupo que
como u > ¢, las llamaremos taquiones, a partir del griego Tayvs, rapido.

Para el segundo grupo hemos usado el nombre latino de luxones en vez del griego fotones,
porque en este grupo, ademés de describir fotones clasicos con espin también vamos a encontrar
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la descripcion clasica del electron. Esta clase de particulas relativistas y los taquiones no poseen
equivalentes no relativistas

La primera clase corresponde a particulas cuyo espacio cinematico es todo el grupo de
Poincaré y produce modelos que van a tener correspondencia, en el caso de baja velocidad
frente a ¢, con los modelos que se analizan en el caso Galileano. En estas notas vamos a pasar
directamente al estudio de los luxones. Quienes quieran analizar otros ejemplos relativistas
pueden consultar el libro del autor.

2.5. Luxones

Consideremos aquellas particulas elementales cuyo espacio cinemético esta generado por las
variables (t,7,u, p) de dominios t € R, » € R?, p € R?, y u € R? pero con u = ¢. Como u = ¢
vamos a denominar a esta clase de particulas con el nombre de Luxones. Esta variedad es un
espacio homogéneo del grupo de Poincaré P. En efecto, consideremos el punto de esta variedad
x = (0,0,u,0). El grupo que lo deja invariante (the little group) es el subgrupo uniparamétrico
V, de transformaciones de Lorentz puras en la direccion del vector u. Entonces X ~ P/V,,
resulta ser un espacio homogéneo de dimensiéon nueve.

Para estas particulas, las variables t, r transforman de acuerdo con (2.82) y (2.83), respec-
tivamente. Sus derivadas como en (2.84) y (2.85). Para la velocidad u la forma de transformar
se obtiene de (2.188) y resulta ser

T R

Y1 +v- R(p)u(r)/c?)

R(p)u(r) +yv +

w/(r) = (2.97)

De aqui obtenemos que

, u? — 2

2 _ . _ &2

v (1+v-Ru/c?)
por lo que si u = ¢ para un observador, esto implica ' = ¢, para todos por lo que la variedad-
dada es un espacio homogéneo de P.
La forma general de transformacion de las variables de orientacion p, se obtienen de (2.189)

pero ahora las funciones F' y G, que involucran factores y(u), se hacen infinitas en el limite
u — ¢, pero se cancelan en ambos miembros y nos llevan finalmente a

iy Bt p(m) —pxp(r)+ Fe(v, p;u(r), p(7))
P = o) + Gl (), p(r) (298)
donde las funciones F'. y G. vienen dadas por:
Fivasiup) = Gy lux ot ulon ) + ol p
+ ux(vxp)+(uxp)xv +(u-p)(vxup)
+ (uxp)(v-p)+(uxp)x(©xp), (2.99)
Golw.piunp) = vt w0 x ) v (u x p)

L+ ()
— (u-p)(v- )+ (ux p)- (v x ). (2.100)
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Como u' = u = ¢, el valor absoluto de la velocidad es invariante lo cual significa que u’ puede
ser obtenido a partir de © mediante una rotacion:

u' = R(¢p)u, (2.101)
donde el pardmetro que caracteriza a esta rotacion ¢ es

_ p+ Fe(v, piu(r),0)

= T Gu(o, mu(n).0) (2.102)

¢

Entre las variables cineméaticas existen las ligaduras u = 7 /.
La ecuacion (2.98) corresponde a

R(p") = R(p)R(p), (2.103)

con la misma ¢ en ambos casos, como en (2.102).

Puesto que la variable u(7) = ¢, durante toda la evolucion y para cualquier observador,
podemos encontrar dos tipos distintos de particulas. En efecto, si derivamos con respecto a 7
la expresion de u? = 2, obtenemos que u(7) - u(7) = 0, es decir, particulas para las cuales
siempre %(7) = 0 que como veremos son particulas sin masa, y particulas para las que @ (7) # 0
pero es siempre ortogonal a w. Estas particulas corresponden a objetos con masa cuya carga
se est4 moviendo siempre a la velocidad constante ¢, y cuyo centro de masa se va a mover con
velocidad inferior a c. Este tipo de particulas son consistentes con lo analizado en el preAmbulo,
para objetos elementales cuyo centro de carga y centro de masa son puntos diferentes.

2.5.1. Particulas sin masa. (El fot6n)

Si uw = 0, u es constante y la particula sigue una trayectoria rectilinea con velocidad
constante. Por lo tanto las variables cinematicas se reducen a (¢, 7, p) con los mismos dominios
y significados habituales de tiempo, posicion y orientacion, respectivamente. Las derivadas  y
7 transforman como (2.84) y (2.85) y, en vez de la variable p vamos a utilizar la variable w
definida en (2.34) y que transforma bajo P:

w'(1) = R(@)w(T), (2.104)
donde de nuevo, ¢ viene dada en (2.102).

En efecto, a partir de (2.103), como @ = 0, si tomamos la derivada 7 de ambos miembros,

y la matriz antisimétrica 2 = R(p)RT(p) posee por componentes esenciales las componentes del

vector velocidad angular w,
0 —w, Wy
Q=| w, 0 —w: |. (2.105)

—Wwy Wy 0
Podemos ver que transforma
Q' = R(pR"(p') = R R(p)R" (p)R" (¢) = R($)QR" (¢).

y esta transformaciéon de la matriz conduce a que sus componentes esenciales transformen de
acuerdo con (2.104).
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Para esta particula no existen ligaduras entre sus variables cinemaéticas, y como w = 0, la
forma més general de su Lagrangiana utilizando la homogeneidad, es

L=Ti+R-7+W -w. (2.106)

Las funciones T = OL/di, R; = OL/97, W; = OL/Ow', seran funciones de (¢, 7, p) y funciones
homogéneas de grado cero de las derivadas de las variables cineméticas (¢, 7, w). Como f # 0 las
podremos expresar en términos de u = 7/t y de © = w/%, que son efectivamente la velocidad
y velocidad angular de la particula, respectivamente.

Debido a la invariancia de la Lagrangiana bajo P, nos lleva a que estas funciones transfor-
men bajo P:

T'=~T —~(v- R(p)R), (2.107)
R = R(u)R — T/ + (13—7)02(” - R(p)R)w, (2.108)
W' = R(¢p)W. (2.109)

Son invariantes por traslacion y por lo tanto independientes de t and r. Son por lo tanto
tnicamente funciones de (p,u,Q), con la ligadura v = ¢. La invariancia bajo rotacion nos
prohibe la dependencia explicita de p, de tal manera que la dependencia en las variables p y
p, lo es a través de la velocidad angular w.

El teorema de Noether nos da lugar, como anteriormente, a las siguientes constantes del
movimiento:

Momento temporal H = =T,
Momento lineal P = R,
Momento cinemético K Hr/c* — Pt —W xu/c,
Momento angular J = rx P+ W.

En este caso no existe el zitterbewegung, porque la Lagrangiana no depende de la u. La
particula, localizada en el punto 7, se mueve en linea recta a la velocidad de la luz, por lo que
no es posible encontrar un observador inercial que la vea en reposo. Para cualquier observador
inercial P # 0. A pesar de no existir el observador del centro de masa, definimos el espin como
el momento angular de la particula con respecto al punto r, mediante la misma expresion:
S=J—-rxP=W.

Si tomamos en (2.113) la derivada con respecto a 7, obtenemos dS/dt = P x u. Como Py
u son dos constantes del movimiento, entonces el espin tiene una derivada temporal constante.
Representa a un sistema mecanico con un espin que crece continuamente. Esto no es lo que
entendemos por un sistema elemental salvo que esa constante sea cero y dS/dt = 0. Entonces
el espin es constante y como P y u son vectores no nulos, deben ser necesariamente vectores
colineales. El momento lineal tiene la direcciéon de la velocidad, aunque no sabemos todavia su
expresion.

El momento temporal y el momento lineal son las componentes de un tetravector y junta-
mente con el espin transforman como

H' = yH +~(v- R(p)P), (2.114)

72

P = R([,L)P +’YUH/C2 + W(

v- R(p)P)v, (2.115)
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S' = R(¢)S. (2.116)

La relacion entre Py w se obtiene a partir de (2.112), tomando la derivada con respecto a 7
y con la condicion de que el espin, que se reduce a W, es constante, K=0= Hi/c? — Pt,
es decir, P = Hu/c?. Tomando ahora el producto escalar de esta expresion con u obtenemos
que H =P - u.

A partir de (2.114) y (2.115), la magnitud (H/c)> — P* es una propiedad invariante y
constante del movimiento, que debido a la relacion entre sus términos, es idénticamente nula.
La particula es de masa nula. Para esta particula, ambos observables H y P son siempre no
nulos para todo observador inercial. En caso contrario, si se anulan para un observador se
anulan para todos. Por (2.116), S? es otro invariante y constante del movimiento, por lo que
juntamente con la masa nula es otra propiedad intrinseca de la particula.

La primera parte de la Lagrangiana Tt + R -7 = —Ht + P - 7, puede ponerse como
—(H — P -u)t =0, por lo que es idénticamente nula. La Lagrangiana se reduce solamente al
tercer término que es de la forma S - w.

Vemos a partir de (2.101) y (2.116) que la magnitud adimensional ¢ = S - u/Se, es otro
invariante y constante del movimiento, y lo que esperamos es que la Lagrangiana sea una
funcion explicita de él y de S. Teniendo en cuenta la forma de transformar bajo P de w,
w y S, dadas en (2.101), (2.104) y (2.116) respectivamente, resulta que el espin debe ser
necesariamente funcion vectorial de u y w.

Si el espin no es transversal, como ocurre con los fotones reales, entonces S = € Su/c con
€ = %1, por lo que la Lagrangiana queda finalmente:

L= (f) rw. (2.117)

c t

Para esta Lagrangiana, el momento temporal es H = —85/825 =8-Q, donde 2 = w/t es
la velocidad angular de la particula. El momento lineal es P = dL/0r = ¢ S§/c, y como Py
u son paralelos, €2 y u deben ser también paralelos. Si H es positivo, entonces = eQu/c.

Esto significa que la energia H = S(). Para fotones sabemos que S = h, y por lo tanto
H = hQ) = hv. De esta forma la frecuencia de un foton es la frecuencia de su movimiento de
rotacion alrededor de la direccion de su movimiento, en el mismo sentido si € = 1 y en sentido
contrario si € = —1. Vemos que el espin no es finalmente funcion de la velocidad angular,
aunque para particulas con H > 0 tienen la misma direcciéon. Conviene observar que no hay
dependencia entre ellos, porque S es invariante bajo P mientras que €2 no lo es. Al cambiar de
observador el espin permanece el mismo, pero la frecuencia sufre el denominado efecto Doppler.

Decimos que la Lagrangiana (2.117) representa a un foton de espin S y polarizacion e. Un
conjunto de fotones de esta clase, todos de la misma polarizacion, corresponden a luz polarizada
circular, como se ha comprobado midiendo el momento angular que llevan estos fotones °.
Fotones polarizados a izquierda o derecha corresponden a € = 1y € = —1, respectivamente. La
energia esta relacionada con la frecuencia angular H = A}, y el momento lineal con el ntimero
de onda P = hk, que resulta estar relacionado con la velocidad angular por k = €2/c. Si
pudieramos hablar de la longitud de onda de un solo fotén, ésta seria la distancia recorrida en
el tiempo en que tarda en dar una vuelta.

5 R. A. Beth, Phys. Rev. 50, 115 (1936).
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2.5.2. Particulas con masa. (el electréon)

Si consideramos ahora la otra posibilidad, & # 0 pero ortogonal a u, entonces las variables
t y 7 transforman como en el caso anterior (2.84) y (2.85), pero para @ y w tenemos que:

W = R(p)u+ R(¢)u, (2.118)
w = R(P)w + wy, (2.119)

donde el parametro de rotacion ¢ es el mismo de (2.102) y el vector wy es:

_yRuxwv— (v = DR(u x 1) + 27*(v - R(u x 4))v/(1 + 7)02‘

2.120
We v(c2 +v - Ru) ( )
La expresion (2.118) es la derivada 7 de (2.101) y se puede escribir en la forma:
Rlb)
i = (P)u (2.121)

V(1 +wv- R(p)u/c?)

la expresion (2.119) viene de R(p') = R(¢p)R(p), que tomando la derivada con respecto a 7,
R(p') = R(¢)R(p) + R(¢)R(p), debido a que el parametro ¢ depende de 7 a través de la
velocidad u(7), y por lo tanto

O = k()R (p') = R($)QRT($) + R(®)RT ().

R(¢)UR” () corresponde a R(¢p)w y la matriz antisimétrica Q, = R(¢)RT(¢) tiene por
componentes esenciales el vector wg, es decir, la ecuacion (2.120).
La condicién de homogeneidad de la Lagrangiana conduce a la forma general

L=Ti+R-7+U-u+ W w, (2.122)

donde T = OL/di, R; = OL/9i, U; = OL/0u' y W; = OL/0w', y el teorema de Noether nos

produce las siguientes constantes del movimiento:

Momento temporal H = —T — (dU/dt) - u, (2.123)
Momento lineal P = R — (dU/dt), (2.124)
Momento cineméatico K = Hr/c® — Pt— 8 xu/c?, (2.125)
Momento angular J = rx P+ S. (2.126)

En este caso el espin S, es decir el momento angular con respecto al punto r, se define como

en el caso Galileano, por
S=uxU+W=2Z+W. (2.127)

Las expresiones (2.123, 2.124) implican que H/c y P transforman como las componentes
de un tetravector, como en (2.93-2.94), y definen un invariante y constante del movimiento
(H/c)> — P? = m?c, que lo expresamos en funcién de un pardmetro positivo m, que se
interpreta como la masa de la particula.

El observable S transforma como:

2

S'(r) = RWS(7) — 50 RS+ (0 x Ru)(S(r) x w),  (2.128)
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una expresion que corresponde a la transformacion de un tensor antisimétrico S* con compo-
nentes estrictas S% = (8 x u)i/c, y SY = €9k S,.
Si definimos el vector, con dimensiones de longitud, k = S x u/H, el momento cinemético
(2.125) se puede reescribir como
K = Hq/c* — Pt,

donde g = r — k, representa la posicion del centro de masa de la particula.
El espin con respecto al centro de masa se define como es habitual mediante

2
SCM:J—qu:J—%KxP, (2.129)

y es una constante del movimiento. Toma la forma
1
SCM:S+I<:><P:S+E(S><u)><P. (2.130)

La helicidad S¢p- P =S - P = J - P, es también una constante del movimiento. Podemos
construir el tetravector constante de Pauli-Lubanski

wH = (P . SCM,HSCM/C), (2131)

con —ww, = m?c*S?, en términos de las propiedades invariantes m y S de la particula, siendo
S el modulo de S¢ys o bien el modulo del momento angular S medido por el observador del
centro de masa.

Si tomamos en (2.125) la derivada con respecto a 7 y el producto escalar con la velocidad
u obtenemos la expresion invariante Poincaré:

1 du
H=P u+-8 (& . .
u+C2S (dtxu> (2.132)

De esta forma, el momento temporal o Hamiltoniano de Dirac, se escribe como la suma
de dos términos, uno de tipo traslacional asociado con P y que es nulo para el observador
del centro de masa, y otro rotacional relacionado con S y que no se anula nunca. En el caso
cuantico va a dar lugar a H = cP - a + mc?, en términos de las matrices hermiticas de
Dirac, a y (3. Puesto que para Dirac ca se interpreta como el operador velocidad local w del
electron 6, tenemos H = P - u + fmc? y esta relacion sugiere que

1 du
b= —45 | —xu].
mc dt
Volveremos a esta relacion cuando cuanticemos el sistema.

El observador del centro de masa se define por las condiciones P = K = (. Para este
observador S = Scyy es constante, H = £mc? y de (2.125) obtenemos

1

Esta ecuacion es la dinamica del punto r y este movimiento interno tiene lugar en un plano
ortogonal al espin constante S. El producto escalar con w nos lleva a r-dr/dt = 0, por lo que el

6 J.J. Sakurai, Advanced Quantum Mechanics, Addison-Wesley Reading, MA (1967).
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radio del zitterbewegung es constante. Tomando la derivada temporal de ambos miembros de
(2.133), obtenemos mc*u = £(S xdu/dt), debido a que el espin es constante en este referencial,
con lo que u y S son ortogonales. Si volvemos a derivar esta expresion concluimos que du/dt
y S son también ortogonales. Si introducimos en (2.133) la expresion de u y tenemos presente
la ortogonalidad entre el espin y la aceleracion, tanto para la particula como la antiparticula,

se llega a

r mc?

—+wr=0 w=—. 2.134
"t S (2:134)
que es exactamente la misma ecuacion del preambulo (2) y de la particula no relativista (2.69)
cuando el centro de masa esta en reposo. Haciendo en (2.133) el producto vectorial con w y

usando la ortogonalidad del espin con la velocidad a
S =+mu x 7. (2.135)

Como S y u = ¢ son constantes, el movimiento armonico es un circulo de radio Ry = S/mc.
Para el electron tomaremos al cuantizarlo S = 1/2, y el radio resulta ser i/2m.c = 1,93 x 1073
m, la mitad de la longitud de onda Compton del electrén. La frecuencia de este movimiento en
el sistema de referencia del C.M. es v = 2m.c*/h = 2,47x 10" s, y w = 27 = 1,55 x 10*! rad
s~!. La relacion de este radio con el denominado radio clasico del electron R, = 2 /8megme.c? =
1,409%x 107'° m, es precisamente R, /Ry = ¢?/2eqhc = 1/136,97 = «, la constante de estructura
fina. El radio del electrén, estimado a partir de la colision e—e a alta energia en los experimentos
desarrollados en el LEP del CERN, arrojan un valor R, < 1071 m.

Lo que vemos es que hay dos tipos diferentes de particulas en cuanto al signo de H. En
ambos, la energia es mc®. A la particula con H > 0 se le denomina materia y antimateria a la
de H < 0. Esta tiene una cinemética opuesta a la otra. Movimientos de este tipo de particulas
que se mueven a la velocidad de la luz, ya han sido considerados en la literatura posterior
a la publicacion de la ecuacion de Dirac, cuyo andlisis de la cineméatica del electron sugeria
que éste se movia precisamente a la velocidad de la luz. Sin embargo, en estos trabajos, la
distincion entre el movimiento del centro de carga y del centro de masa, no esta suficientemente
clara > 8. Parte de la dificultad estriba en que cuando un punto se mueve a la velocidad de la
luz, a la particula se le asocia una masa nula. Esto es correcto si el punto representa lo que
denominariamos el centro de masa, pero no es el caso cuando el punto representa al centro de
carga.

En el modelo que estamos analizando, parece que el electron tiene un tamano del orden
del radio del zitterbewegung, o que la carga se mueve en una region del tamano de la longitud
de onda Compton de la particula. Sin embargo la idea de tamano no es necesaria desde el
punto de vista dindmico ya que todo el interés se centra en describir la trayectoria de un
punto, el centro de carga, a partir de la cual determinaremos el resto de las propiedades del
electron. La ecuacion dinamica (2.133) para el caso de la particula (H > 0), se representa en
la figura 2.2, que es la figura de la portada, donde hemos separado las dos contribuciones al
espin S = Z + W que estan relacionadas con el movimiento orbital Z y el movimiento de
rotacion W,

Vamos a encontrar la expresion general del espin y de la posicion del centro de masa, en
términos de la cinemética del centro de carga. La ecuacion de transformacion del espin S,

7 M. Mathisson, Acta Phys. Pol. 6, 163 (1937); 6, 218 (1937)
8 M.H.L. Weyssenhof, Acta Phys. Pol. 9, 46 (1947). M.H.L. Weyssenhof and A. Raabe, Acta Phys. Pol. 9,
7 (1947); 9, 19 (1947).
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w
m
T
u
sY ¢
r=Sxu/mc?
S=Z+W Z

Figura 2.2: Movimiento del centro de carga del electréon en el sistema de referencia del
centro de masa.

(2.128) se puede escribir también
S =~v(1+v-R(p)u/*)R($)S, (2.136)

y teniendo presente como transforma @ dado en (2.121), se tiene que S -4 = S’ -4 y de
(2.101) S"- v = y(1 + v - R(p)u/c*)S - u. Puesto que el espin es ortogonal a w y i, para
el observador del centro de masa, resulta ser siempre ortogonal a w y u para cualquier otro
observador inercial.

Un método alternativo para ver esto es tomar la derivada temporal en (2.125) y (2.126), y de

aqui
Hu—cQP—ﬁxu—Sxd—u:O7
dt dt
como s
E:PXU,
es decir,
d
Sxd—’l;:(H—u~P)u.

y un producto escalar con S, conduce a (H —u-P)u-S = 0. El factor entre paréntesis no se anula
puesto que el invariante H?/c? — P2 = m?2c? es definido positivo y si resultase que H = u - P,
entonces (u - P)?/c> — P? con u < c¢ seria negativo, lo que es una contradiccion. Por lo tanto
S -u = 0. Si ahora tomamos la derivada temporal de esta expresion, sabiendo que dS/dt is
ortogonal a u, obtenemos S -4 = 0. El observable S tiene siempre la direccion del vector no nulo
4 X u para las particulas (H > 0) y en sentido contrario para las antiparticulas (H < 0).

Si tomamos la derivada temporal del momento cinematico de la particula libre (2.125),
obtenemos



2.5. LUXONES 69

Teniendo presente que dS/dt = P x u y haciendo el producto vectorial con du/dt, obtenemos

H—u-P\ du
S = (W) o X (2.137)

yq=1— S xu/H conduce a que la posicion del centro de masa se escribe

O (Hu P du (2.138)
T="" g\ (duja? ) at '

El centro de masa, con respecto al centro de carga, esta en la direccion de la aceleracion. El
punto 7, como en el caso no relativista, efectia un movimiento central alrededor del centro de
masa. El espin con respecto al punto r también puede ponerse como:

§=5la-r)xu,
que refuerza la idea de su caracter antiorbital con respecto al centro de masa.

Vemos que la particula tiene masa y espin, el centro de carga se mueve en circulos a la velo-
cidad de la luz en un plano perpendicular al espin. Todas estas propiedades son independientes
del tipo de Lagrangiana de la forma (2.122) que consideremos.

Para terminar esta seccion, y teniendo en mente este modelo de electron, vamos a repasar los
aspectos mas salientes del analisis que hace Dirac ?, cuando trata de determinar la cinematica
del electron libre en su formulacion cuantica. Para Dirac, si el punto r representa a las variables
espaciales de las que depende el espinor (¢, r), entonces cuando calcula la velocidad de este
punto 7, Dirac llega a:

a) La velocidad w = i/h[H, r] = ca, queda expresada en términos de las matrices o, cuyos
valores propios son +1 y escribe ‘... una medida de cualquier componente de la velocidad de
un electrén libre debe conducir de forma precisa al valor £c’.

b) El momento lineal no tiene la misma direccion que la velocidad de este punto u, sino que
esta relacionado con un cierto valor medio de la misma: ... ‘la componente x, de la velocidad,
coy, tiene dos partes, una parte constante de valor ¢*piH~!, y ligada con el momento lineal
por la expresion relativista habitual, y una parte oscilante, cuya frecuencia es por lo menos
2mc?/h, ...

¢) Acerca de las componentes del vector de posicion r: ‘La parte oscilante de 1 es pequena,

., es del orden de magnitud de h/mc, ...

d) En el articulo original de 1928, '* cuando analiza la interaccion del electréon con un
campo electromagnético externo, después de hacer el cuadrado del operador de Dirac, obtiene
dos nuevos términos en el Hamiltoniano de interaccion:

eh 1eh

—>> - B4+ —a-F 2.1
2me + 2mca ’ (2.139)

y donde el espin del electron aparece escrito como S = hX¥/2, siendo

o 0
0 o
9 P.A.M. Dirac, The Principles of Quantum mechanics, Oxford Univ. Press, 4th ed. Oxford (1967).

10 P A.M. Dirac, Proc. Roy. Soc. Lon. A117, 610 (1928). La traducciéon que ofrecemos en las notas es del
autor.
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una matriz 4 x 4 expresada por bloques en términos de las matrices o de Pauli. Los campos E' y
B son los campos eléctrico y magnético externos, respectivamente. Entonces dice, ‘El electréon
se va a comportar como si tuviera un momento magnético (eh/2mc) ¥ y un momento dipolar
eléctrico (ieh/2mc) a. El momento magnético es el mismo que el del modelo de electrén con
espin’ (modelo de Pauli). ‘El momento dipolar eléctrico, como es imaginario puro, podemos
esperar que no aparezca en el modelo.’

Sin embargo, en nuestro modelo clasico, y para el observador del centro de masa, existe un
momento dipolar eléctrico instantaneo y un momento magnético, dados por

d=ck=—1Sxu, polex®__ gy (2.140)
mc 2 dt 2m

donde S es el espin total y Z = —mk x dk/dt, la parte del espin que proviene del zitterbewe-
gung, o movimiento orbital de la carga. El valor medio de d es cero, y el valor medio de p es
el vector constante p.

Este modelo clasico produce una prediccion cinemética. Si la carga de la particula es ne-
gativa, la corriente de la misma Fig.2.2 produce un momento magnético que tiene la misma
direccion que el espin. Todos los experimentos realizados para medir de forma precisa la rela-
cion giromagnética, estan basados en la determinacion de frecuencias de precesion del espin,
las cuales son independientes de la orientacion del mismo. El hecho de que sea dificil separar a
los electrones en dos haces en un experimento de tipo Stern-Gerlach, esté sugiriendo realizar
experimentos de polarizacion a la hora de determinar la orientacion relativa entre el espin y el
momento magnético. Hemos sugerido recientemente, un par de experimentos para encontrar
c6mo es esta orientacion relativa 1.

Otra consecuencia del modelo clasico es que refuerza el que la interacciéon con un cam-
po externo sea del tipo del denominado acoplamiento minimo, de la forma j, A", entre la
corriente asociada al movimiento de la carga y los potenciales externos. Las propiedades mag-
néticas del electron provienen de esta corriente y no de ninguna distribucion de momentos
dipolares magnéticos, de tal manera que la Unica interacciéon posible entre un punto cargado
r, y un campo externo, es el de la corriente j, asociada al movimiento del punto =, con los
potenciales externos.

2.6. La ecuaciéon dindmica del electrén con espin

Hemos visto que las particulas relativistas que satisfacen © = ¢ y w perpendicular a 1, el
vector de posicion r se mueve en circulos de acuerdo con la ecuacion dindmica (2.133) y para
el observador del centro de masa el movimiento armonico (2.134), como vemos dibujado en
la figura 2.2. Pero esta solucion es independiente del tipo de la Lagrangiana particular que
escojamos, como funciéon invariante Poincaré de las variables cineméticas y sus derivadas, y
que satisfaga la condicién de ortogonalidad w - & = 0. En esta seccién vamos a ver en qué se
transforma esta ecuacion dinamica de la evolucién de la carga, para un observador arbitrario.
12

Como se menciona en el Preambulo, sea r(t), t € [t1, t5] la trayectoria que sigue el punto para
un observador arbitrario. Cualquier otro O’, la describe mediante el correspondiente cambio

M. Rivas, Are the electron spin and magnetic moment paralle]l or antiparallel vectors?, Ar-
Xiv:physics/0112057.

12M. Rivas, The dynamical equation of the spinning electron, J. Phys. A, 36, 4703, (2003),
ArXiv:physics/0112005.
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del grupo cinematico

t/ = T(tar(t);gla <o 7g7“)7 ,,J = R(tar(t);gla <. 7g7“)7

donde las funciones 7'y R definen la accion sobre el espacio-tiempo del grupo cinematico G, de
parametros (g1, . .., g,). Entonces, eliminando ¢ como funcion de ' de la primera y sustituyendo
en la segunda, obtenemos

') =7t 91,0 90)- (2.141)

Como O’ puede ser cualquier observador, la ecuacion (2.141) representa a la familia completa
de todas las trayectorias del punto para todos los observadores inerciales. Esta familia esta
parametrizada por los pardmetros del grupo g;. Si eliminamos los parametros g; entre la funciéon
r'(t') y sus sucesivas derivadas temporales, obtendremos la ecuacion diferencial invariante que
satisface la trayectoria del punto, para cualquier observador inercial. Que es invariante se ve
por construccion ya que es independiente de los pardmetros del grupo. Vamos a considerar a
continuacion que G sea el grupo de Poincaré y obtendremos la ecuacion diferencial invariante
relativista.

2.6.1. El electron relativista con espin

Supongamos el modelo relativista de electron. Como la carga se mueve con la velocidad
¢ = 1 para el observador del centro de masa O*, se mueve también con ¢ = 1 para cualquier
otro observador O. La relacion de sus medidas viene dada por

ttsg) = v +v-Rla)r’(t)) + 0,

72

r(t*59) = R(a)r(t") +yvt* + T (v R(a)r*(t")) v + a.

Si usamos las siguientes abreviaturas para las diversas expresiones que aparecen:

dr(t) dK  dV

K (") = Rl)r'(t'), V(') =Rl@)— —=— —-=-K
dB dA
B{t"Y=v-K, A({t")=wv V—%, dt*__B
obtenemos
PO = ;(V+L(1+7+7A)v>, (2.142)
1+ A) 1+~
1 Y
@ - _— - [ —1+AK+B - B 2.14
T 72(1%4)3((+) +V+1+7v, (2.143)
1
)=~  (—3B1+AK —(1+A—-3B>V
r 73(1+A)5( (1+A)K —(1+ )V +
i 2
—L (A1+ A B .
A+ )+ 350 ) (2144
1
W=~ ((1+A)(1—-24—-3A4%2 _15B)K—
= e (0 A 34° ~155%)
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B(7+4A - 3A% —15B*)V —

% (1—84—94%— 1532)Bv) . (2.145)
De éstas se obtiene

(PO pM) = 1 (W) =y, (2.146)
(r® . r®) = (00 = i i o (2.147)
(r® . ¢®) = _% (r® . @) = %ffl)ﬁ’ (2.148)
(r® . rB)) = m (1-A*+3B%), (2.149)
(r@.r@) = m (-1+24+34%+9B%), (2.150)
(r® . r@) = m (1+A+3B%)4B. (2.151)

A partir de las ecuaciones (2.147)-(2.149) podemos expresar las magnitudes A, B y 7 en
términos de los productos escalares entre las diferentes derivadas temporales (r® - »0)). La
ligadura de que la velocidad es 1, implica que estos productos escalares y los sucesivos para
derivadas de orden superior, se pueden expresar solamente en términos de tres de ellos. Si
resolvemos las tres ecuaciones (2.142)-(2.144) en términos de las incognitas v, V 'y K y lo
sustituimos en (2.145), obtenemos que la ecuacion diferencial invariante que satisface la posicion
del centro de carga, es

RO 3(r@ . rB) ) (2(7~(3) @) 3(r@ . pO)2

ORI - _(r@ . p@Y1/2) p@)
(r® r@) (r® @) 4(r@ . p@)2 (r= ) )"“ 0. (2.152)

Es una ecuacién diferencial de cuarto orden que contiene como soluciones trayectorias descritas
a la velocidad de la luz. En efecto, si (r(!) - 1)) = 1, entonces por derivaciones sucesivas
obtenemos que (r(V)-r?) = 0 y volviendo a derivar (r® . 7))+ (r(V.73)) = 0. Teniendo esto
presente y haciendo el producto escalar de (2.152) con (Y, obtenemos (r().r®)43(r2).90)) =
0, que es otra de las relaciones entre las derivadas como consecuencia de que || = 1. Esta
ecuacion diferencial describe un movimiento helicoidal ya que carece del término en la primera
derivada ™. Por supuesto, si escogemos como condiciones de contorno para resolver esta
ecuaciéon una con la condicion |r™M(0)| # 1, esta ecuacién diferencial contiene soluciones en las

que el punto r no se mueve con velocidad constante. Pero si |r(1)(0)| = 1, entonces siempre
[P (1) = 1.

2.6.2. El centro de masa

La posicion del centro de masa se define por

g=r+ (2.153)

(r(2) . r(2))3/2 =+ (r(3) . fr(3)) —
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Podemos verificar que tanto g como g'") se anulan para el observador del centro de masa.
De esta forma, la ecuacion de cuarto orden para la posicion del centro de carga se puede
reescribir como un sistema acoplado de ecuaciones de segundo orden para las dos posiciones g

yr
2 _ 1— q(l) . rr(l)
r = 2
(g—r)
un movimiento libre para el centro de masa y una especie de movimiento central alrededor del
centro de masa para el centro de carga.
Para el caso del electrén no relativista, en el caso de bajas velocidades, g — 0, |g—7| =1,

y obtenemos las ecuaciones del caso Galileano

q® =0, (q—7), (2.154)

g2 =0 r®=q_r (2.155)

un movimiento libre para el centro de masa y un movimiento armonico isétropo alrededor de
q para el centro de carga, de pulsacion w = 1, en estas unidades naturales.

2.6.3. Interaccién con un campo externo

La ecuacion libre para el centro de masa ¢® = 0, representa la conservacion del momento
lineal dP/dt = 0. Pero el momento lineal se escribe en términos de la velocidad del centro
de masa como P = m~y(q™")q"", de manera que la ecuacion libre (2.154) en presencia de un
campo externo debe ser reeemplazada por

dP

. o 1—qV.r0
a7 N

(q—r)?

donde F es la fuerza externa y la segunda ecuacion permanece inalterada, ya que la estructura
interna de una particula elemental no es modificada por la interaccion.

dP
dt

(g—7), (2.156)

=my(¢")g® +my(¢")* (g - ¢*))q"W

y obtenemos
my ()3 gV - q?) = F - ¢V

por lo que despejando la derivada de orden superior ¢ en el primer miembro, obtenemos

las ecuaciones diferenciales que describen la evolucion de un electron relativista con espin en
presencia de un campo electromagnético externo:

(&

2 1 1 1 1
mq® = ) [E—i—r”xB—q“([E—kr“xB]-q( ))}’ (2.157)
1_q(1).rr(1)
@ —
r = — 1 — (qg-71). 2.158
@-rp 47" 2

2.7. Apéndice: Grupo de Galileo

El grupo de Galileo es el grupo de transformaciones del espacio-tiempo caracterizadas por
los diez parametros g = (b, a, v, ). La accion de g sobre un punto del espacio-tiempo = = (¢, r)
viene dada por 2’ = gz, y la vamos a considerar hecha de la siguiente forma:

t' = exp(bH)exp(a - P)exp(v - K)exp(a-J)x
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como la accién de una rotacion, seguida de una transformacion Galileana pura y finalmente
una traslacion espacial y temporal. De esta forma, todos los pardmetros que definen cada sub-
grupo uniparamétrico son parametros normales, y se puede utilizar la aplicacién exponencial.
Explicitamente,

' = t+b, (2.159)
r = R(a)r+wvt+a, (2.160)

y la ley de composicion del grupo ¢” = ¢'g es:

b// — b/ + b,
a" = R(d&)a+v'b+d,
v = R(a)v+v,

R(a") = R(d)R(a).

Para las rotaciones vamos a usar dos parametrizaciones diferentes. Una es la normal o
canodnica en términos del vector a« = am, donde m es un vector unidad a lo largo del eje
de rotacion, y el angulo girado a € [0, 7] en radianes, se interpreta como positivo si tiene la
orientacion de las agujas de un reloj, cuando miramos en la direccién que marca el vector n.
Otra parametrizacion, que tiene ventajas algebraicas, es expresar cada rotaciéon por el vector
p = mntan(a/2), con @ y i como en el caso anterior.

La matriz de rotacion R(a) = exp(a-J) se expresa en términos de los pardmetros normales
a; v de la representacion matricial de los generadores J;, que aparecen como

0 0 O 0 0 1 0 -1 0
J=100 -1}, o= 0 0 0}, Js=1 0 0],
0 1 O -1 0 0 0 0 0

y satisfacen las reglas de conmutacion [J;, Ji| = €5, de tal manera que si definimos el vector
a = an, se puede poner, en la representacion activa,

R(a);; = 0;5cosa +nynj(l — cosa) — €pngsine, 4,7,k =1,2,3. (2.165)

En la parametrizacion g = ntan(«/2), la matriz de rotacion es

1

= r,u? ((1 — /LZ)(SU + 2/~Li,uj - 26ijk,uk) y ’i,j, k= 1, 2, 3. (2166)

R(p) i

En esta parametrizacion es especialmente sencilla la ley de composicion de rotaciones, y la
rotacion compuesta R(p”) = R(p')R(p) es equivalente a

/ !/

pr = BT XE G tiva) (2.167)
IL—p'-p

Esto se puede ver de forma sencilla usando el homomorfismo entre el grupo de rotaciones y el
grupo unitario SU(2). Los generadores matriciales de SU(2) son J = —io /2 en términos de las
matrices de Pauli o, y en la representacion activa verifican las mismas reglas de conmutaciéon
[Ji, Jk] = €iriJ;. En la parametrizacion normal una matriz de SU(2), exp(a- J) = exp(—ic -
o /2) se puede poner en la forma

R(a) = cos(a/2)] — i(n - o) sin(a/2).
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Si definimos p = ntan(a/2), en esta parametrizacion la matriz anterior queda
1 :

—— (I—ip-o),

V1+p?

donde I es la matriz unidad 2 x 2, y a partir de esta representacion, multiplicando matrices,
podemos encontrar la ley de composicion (2.167) '3,

R(p) = (2.168)

Si la rotacion es de valor 7, entonces las ecuaciones (2.165) o (2.166) conducen a
R(’I’L, 7T)7;j = —(51']' + 2nmj

Si las dos rotaciones R(p) y R(p') que aparecen en (2.167) fueran de valor w, aunque tan(n/2) =
00, esta expresién no es singular sino que posee como limite:

nxn

n” tan(a” /2) = .
n(a/2) = 0

El valor absoluto de esta relacion implica que tan(a’/2) = tan, es decir, o’ = 260, donde 0 es el
angulo entre los dos vectores unidad n y n/. Obtenemos el resultado conocido de que cualquier
rotacion de valor « alrededor de un eje caracterizado por el vector unidad n puede obtenerse por
la composicion de dos rotaciones de valor 7 alrededor de dos ejes perpendiculares a n y separados
por un angulo a/2.

Como toda transformacion Galileana la vamos a considerar un cambio de sistema de refe-
rencia, es necesario que para las rotaciones utilicemos la representacion pasiva, tanto para la
modificacion de las variables » y w como de las variables de orientacion p. La diferencia entre
la representacion activa y la pasiva corresponde a un simple cambio de signo en el parametro,
o bien cambiar los generadores por sus opuestos. De esta forma, las reglas de conmutacion de
los generadores son las opuestas y la ley de composiciéon de las rotaciones en la representacion
pasiva queda:

/ /
n__ H TH X
l’l' — / °
l—p' - p

Vamos a usar como notaciéon para las variables de orientacion las primeras letras griegas,

a, 3, ... cuando utilicemos la parametrizaciéon normal, mientras que en la parametrizacion

tan(a/2) usaremos letras griegas intermedias p, v, p, ... . En esta notacion, las ecuaciones de
transformacion (2.161-2.164) deben ser reemplazadas por

(pasiva) (2.169)

o= o+, (2.170)

a’" = R(pha+v'b+d, (2.171)

v = R(p)v+7, (2.172)
’ .

l_,l,” — I’l’ + u u X l’l" (2‘173)
IL—p' - p

El elemento neutro del grupo de Galileo es el (0,0,0,0) y el inverso de todo elemento es
(b,a,v,a)”t = (=b, —R(—a)(a — bv), —R(—a)v, —).
Los generadores del grupo en la realizacion (2.159, 2.160) son los operadores diferenciales
H=0/ot, P,=0/0r;, K;=t0/0r;, Jy=ewird/or; (2.174)

13 D. Hestenes, Space-time algebra, Gordon and Breach, NY (1966).
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y las reglas de conmutacion del dlgebra de Lie del grupo de Galileo en la representacion pasiva
son

[H,P] =0, [H,K] = P, [P,P| =0, [K,K] =0, [K,P] =0, (2.176)
Salvo que se indique de forma expresa, vamos a utilizar en estas notas, una notaciéon abreviada

para los conmutadores de los diferentes operadores, considerados como escalares y trivectores,
que los representaremos en caracteres en negrita:

[A,B] = C, = [A; Bj]=¢€;iCh,
[A,B] = C, = [A;, B;]=0;C,
[A,B] = C, = [A;,B]=C;
[B,A] = C, = [B,A]=C0C;,

donde d;; = 9;; es la delta de Kronecker y ¢, es el tensor completamente antisimétrico, de tal
forma que los indices latinos casen a ambos lados de los conmutadores.

La accion del grupo (2.159)-(2.160) representa la relacién que existe entre las medidas de
las coordenadas (t,7) de un cierto acontecimiento espacio-temporal medido por un observador
inercial O y las correspondientes coordenadas (¢, 7') del mismo acontecimiento medidas por
otro observador inercial O'. Los diez parametros del grupo tienen el siguiente significado: Si
consideramos el acontecimiento de coordenadas (0,0) medidas por O, por ejemplo la emision
de un haz de fotones desde su origen cuando su reloj marca t = 0, para O’ valen (b, a), donde b
es el parametro que representa la traslacion temporal y a la traslacion espacial. El parametro
v, con dimensiones de velocidad, representa la velocidad del origen del sistema cartesiano de O
medido por O', y finalmente los parametros a, o R(a), representan la orientacion del sistema
cartesiano de O medido por O'. Los diez parametros (b, a, v, &) representan la descripcion del
sistema cartesiano de O, medido por O'.

El grupo de Galileo posee exponentes no triviales dados por '

(g, 9)=m <%v2b' +v- R(a)a’) : (2.177)

Estan caracterizados por el parametro no nulo m.
La extension central del grupo de Galileo ! es un grupo de 11 parametros con un generador
adicional I que conmuta con todos los otros diez

[[,H|=[I,P]=[I,K]=[I,J]=0, (2.178)

y el resto de las reglas de conmutacion son las mismas del propio grupo de Galileo (2.175,
2.176), salvo la ultima que queda

habiendo usado nuestra notaciéon abreviada, y en términos del parametro no nulo m. Si defi-
nimos los siguientes operadores, funciones polindémicas de los generadores del algebra de Lie,

1 1
W=IJ-—KxP, U=IH—-—P? (2.180)
m 2m

14V, Bargmann, Ann. Math. 5, 1 (1954).
15 J.M. Levy-Leblond, Galilei Group and Galilean Invariance, in E.M. Loebl, Group Theory and its applica-
tions, Acad. Press, NY (1971), vol. 2, p. 221.
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vemos que U conmuta con todos los generadores del grupo de Galileo extendido, y el W
satisface las reglas de conmutation:

W, W]=—IW, [JW]=-W, [W,P]=[W,K|=[W,H]=0.

De esta forma, W? también conmuta con todos los generadores. Resulta que el grupo de
Galileo extendido posee tres operadores de Casimir funcionalmente independientes. En aquellas
representaciones en las que el operador I resulte ser un miultiplo del operador unidad, por
ejemplo en las representaciones irreducibles, esos tres invariantes se interpretan como la masa,
M = mlI, la energfa interna Hy = H — P?/2m, y el valor absoluto del espin.

2
S? = (J Lk« P) : (2.181)
m

El operador espin S en aquellas representaciones en las que I = I, satisface las reglas decon-
mutacion:

1S,8]=-S, [J,8]=-8, [S,P]=[S, H =[S K|=0,

es decir, es un operador momento angular, transforma como un vector bajo rotaciones y es
invariante bajo traslaciones y transformaciones de Galileo puras, respectivamente. Queda re-
ducido al operador momento angular total J en aquellos sistemas de referencia en los que
P = K = 0, es decir, para los observadores del centro de masa.

2.8. Apéndice: Grupo de Poincaré

El grupo de Poincaré es el grupo de transformaciones del espacio-tiempo de Minkowski,
que dejan invariante a la separacion espacio-temporal entre dos acontecimientos proximos
ds* = n,dr*dz”. Consideramos un punto del espacio tiempo de componentes contravariantes
x# = (ct,r), y ' = gx se expresa como z'" = A¥, 2”4+ a*, en términos de una matriz constante
4 x 4, A y de un tetravector constante de traslacion a* = (cb, a). Las componentes covariantes
del tensor métrico del espacio de Minkowski son 7, = diag(1l, —1,—1,—1). Entonces dz'" =
A, da” y ds?* =, da'"dr’ = n,,dx°dz” implica que la matriz constante A, debe satisfacer

anA'LLUAVp = MNop- (2182)

Las relaciones (2.182) representan diez condiciones entre las 16 componentes de la matriz A,
de tal manera que de las 16 componentes solamente seis son parametros esenciales. En estas
notas, tres de esos parametros representan la velocidad relativa v entre observadores inerciales
y las otras tres la orientacion relativa o de sus ejes espaciales cartesianos, que lo expresaremos
en cualquiera de las parametrizaciones del grupo de rotaciones, como en el caso Galileano.
Entonces, todo elemento del grupo de Poincaré P, se representard, como en el caso Ga-
lileano, por los diez parametros ¢ = (b,a,v,a) y la accion del grupo sobre un punto del
espacio-tiempo = = (¢, ) se va a interpretar de la misma manera, es decir, ¥’ = gx:

t' = exp(bH)exp(a - P)exp(B - K)exp(a - J)z, (2.183)

como la accion de una rotacion, seguida de un boost Lorentziano, o transformaciéon de Lorentz
pura, y finalmente una traslacion espacial y temporal. Viene explicitamente dado por:

t = yt+v(v-R(p)r)/c* +b, (2.184)
v = R(pu)r+yvt+~*(v- R(p)r)v/(1+7v) +a. (2.185)
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El parametro B en (2.183) es el parametro normal de las transformaciones de Lorentz puras
(boosts), el cual se expresa en términos de la velocidad relativa entre observadores v como
B/Ftanh 8 = v/c, como veremos. Las dimensiones y dominios de los parametros b, a y p son
las mismas que en el caso del grupo de Galileo, y el parametro v € R?, posee por limite superior
v < ¢, tiene también dimensiones de velocidad. El significado fisico de estos diez parametros, es
exactamente el mismo que en el caso Galileano. El parametro v es la velocidad del observador
O, medida por O, y R(u) representa la orientacion del sistema cartesiano de O relativa a O’,
una vez que O’ ha sido lanzado con velocidad v. El factor y(v) = (1 —v?/c?)~V/2.

La ley de composicion del grupo de Poincaré se obtiene a partir de la composicion z” =
Nz’ +d = N(Ax + a) + d' que identificando con 2”7 = A"z + a” se reduce a A" = A'A
y @’ = Na+ d, es decir, la ley de composicion de las transformaciones de Lorentz, que la
veremos en la seccion siguiente, 2.8.1, y una transformacion Poincaré (A’;a’) del tetravector
a*. En esta parametrizacion g” = ¢'g, resulta ser: 16

b = b+ (0 R(pa)/E+1, (2.186)
2
a’ = R(u)a++v'b+ W(UI ‘R(p)a)v' +a’, (2.187)

2
/ 1oyl v ! /
o R(p)v ++'v' + 157 (v R(p')v)v 158
a Y1 +v - R(w)v/c?) ’ '
. / o F(v. u
A T /u X p+ /('v,,u,v,u), (2.189)
l—p/ - p+ G,y v, p)

donde F(v', p/,v,u) y G(v', i/, v, ) son las funciones reales:

vy

Pl pom) = i male < el ) oo p)

+ vx (U xp)+(wxp)xv + (v-p)(vx )

+ (xp)(v )+ (v x p) x (v x p)], (2.190)
G\ v.) = i alo o o () £ (o

= () )+ (v xp) - (v x )] (2.191)
El elemento unidad del grupo es (0,0,0,0) y el inverso de cualquier elemento (b, a, v, ) es

,Y2

m(” ca)v), —R(—p)v, —p).

(=0 +v-a/c®, —R(—p)(a — yvb +

Los generadores del grupo en la realizacion (2.184, 2.185), y en términos de los parametros
normales (b, a, 3, ), son

H= (‘9/815, R = 8/87"1-, I(Z = Cta/aﬁ + (Ti/C)a/at, Jk = €kli7"la/87“i.
Por lo tanto, K y J son adimensionales y las reglas de conmutaciéon resultan

[J,J]=—J, [J,Pl=-P, [J,K]=-K, [J,H =0, [H P] =0, (2.192)

16 M.Rivas, M.Valle and J.M.Aguirregabiria, Eur. .J. Phys. 6, 128 (1986).
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[H,K]=cP, [P,P]=0, [K,K|]=J, [K,P]=—HJc. (2.193)

Si, como es habitual, llamamos z° = ct, p° = H/c, p' = P, and K; = Jy; = —Jio v
Jp = —%eklrJlr, z, =nwa’, n=0,1,2,3y 0, =0/0z", 0,2, = 1Nye, entonces,

Pp=0u, Jp=—dyu=2,0,— 2,0,

En notaciéon covariante las reglas de conmutacién aparecen como:

[p/upu] = O,
[J,uwpa] = —NuoPv + NvoPus
[J;wa Jpo] = _n,u,pJVcr - nuajup + T/l/pJua + ,r],LLO'Jl/p'

El grupo de Poincaré tiene dos operadores de Casimir funcionalmente independientes. Uno
se interpreta como el cuadrado de la masa del sistema,

P'pu = (H/c)? — P? = m*¢, (2.194)

y el otro es el cuadrado del tetravector de Pauli-Lubanski, w*, definido mediante

1
wh = 55“”” pdoy=(P-J HI/c— K x P)= (P -Scy, HScu/c), (2.195)
en términos de constantes del movimiento, y el cual es por construccion ortogonal a p,, es
decir, w"p, = 0.
Se relaciona con el espin con respecto al centro de masa S¢y/, a través de la relacion:

Scvr=J—qx P, HScyjc=HJ/c— K x P, (2.196)

habiendo reescrito K = Hq/c — Pt, de manera que su componente temporal w’ = P - S =
P-J = P-Scypy, es la helicidad de la particula, y la parte espacial es el vector (2.196). De
esta forma, el otro operador de Casimir es

whw, = (P-J)? — (HJ/c— K x P)* = (P - Scu)? — H*SZ,, /¢ = —m*2S?, (2.197)

el cual depende del valor S?, el valor absoluto al cuadrado del espin con respecto al centro de
masa, y de la masa de la particula. Vemos que en el caso relativista, los dos parametros m y
S son las propiedades intrinsecas de toda particula elemental. En el caso cuantico, las repre-
sentaciones deben ser irreducibles, y S? = s(s + 1)h?, para todo s = 0,1/2,1,.. ., dependiendo
del valor cuéntico del espin de la particula, pero en el caso clasico, el valor S? puede tomar
cualquier valor.

Los operadores w* satisfacen las reglas de conmutacion:

[w/l7 wz/] — €uuaﬂwapp’ (2.198)
habiendo tomado el tensor €"% = 41, y
(", w"] =0, (s Wo] = —NpoWy + NyoW,,. (2.199)

El grupo de Poincaré no posee exponentes, de tal manera que las funciones gauge sobre sus
espacios homogéneos son nulas. Las Lagrangianas de estos sistemas pueden tomarse estricta-
mente invariantes.
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2.8.1. Grupo de Lorentz

El grupo de Lorentz L es el subgrupo de transformaciones de la forma: (0,0, v, p), y toda
transformacion de Lorentz A(v, p) se va a interpretar siempre en la forma A(v, u) = L(v)R(w),
como se ha mencionado anteriormente, donde L(v) es un boost o transformacion de Lorentz
pura y R(p) una rotacion espacial. Las expresiones (2.188, 2.189) vienen de A(v”, p") =
AV, p)A(v, p). La expresion (2.188) es la composicion relativista de velocidades, ya que

L")R(p") = L()R(p)L(v)R(p)
= L )R(p)L(v)R(—p)R(1) R(p),

pero el conjugado de un boost mediante una rotacion R(p')L(v)R(—p') = L(R(p')v) es otro
boost

L") R(u") = L) L(R(H o) R(u') R(1).
L(v'

El producto L(v')L(R(p')v) = L(v")R(w) donde v” es la composicion relativista de las velo-
cidades v' y R(p')v, y R(w) es la rotacion de Thomas-Wigner asociada a los boosts L(v') y

L(R(p')v).
Por lo tanto, la expresion (2.188) es equivalente a

L(v") = L(v)L(R(p')v)R(—w), (2.200)

y (2.189) es
R(p") = R(w)R(p)R(p) = R($)R(p). (2.201)

La matriz de rotacion de Thomas-Wigner, R(w) es:

1 21— 21—+
R('w)” = 52’]’ + (1—2 ( ’Y) UZ/-U;- + Z—2 ( 7 ) R;kka;lvl

L4497 L+ L4y
2_2/(.1 DI
Yy, ., ! o 27"y (UkRklUl) I

y el factor
v - R(p)v
c
La matriz R(w) se escribe en términos del parametro vectorial w, el cual es funcion de v’, p'

y v, dada por
F(v',0,R(p)v,0)

= 2.202
W= T G0, 0, R(w)v, 0)’ (2.202)
y el parametro ¢, tal que R(¢p) = R(w)R(p') es
/ F / / O
p=ET W', 1,0, 0) (2.203)

1+ G, pw,v,0)

Si cualquiera de las dos velocidades v o v’ se anulara, R(w);; = 0;;.

La ley de composicion del grupo de Lorentz se obtiene del homomorfismo entre el grupo de
Lorentz L y el grupo SL(2,C) de matrices 2 X 2 complejas, de determinante +1. El algebra de
Lie del grupo, posee por generadores J = —io /2 and K = /2, donde o; son las matrices de
Pauli.
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Una rotacion de angulo « alrededor de un eje caracterizado por el vector unidad n esta
dada por la matriz unitaria 2 x 2, exp(a - J),

R(a) = cos(a/2)og —in - o sin(a/2). (2.204)
En términos del vector g = tan(a/2)n,

1

N T

R(p) = (2.205)

donde o0 es la matriz unidad 2 x 2.
Una transformacion de Lorentz pura de parametros normales (3;, se representa por la matriz
hermitica exp(3 - K). Esta matriz es:

o-3

L(B) = cosh(3/2)oq + sinh(3/2). (2.206)

En términos del parametro velocidad, teniendo en cuenta las relaciones entre ambos cosh 3 =
v(v), sinh 3 = yv/cy las relaciones trigonométricas cosh(3/2) = /(cosh 8+ 1)/2 y tanh(3/2) =
sinh 3/(1 + cosh 3), la matriz se puede reescribir como

L(v) = @ (00 + ﬁ”;”) . (2.207)

Asi, todo elemento de SL(2,C) queda parametrizado por seis niumeros reales (v, ), y lo
interpretamos en la forma

A(v,pu) = L(v)R(p). (2.208)

Toda matriz compleja 2 x 2 de determinante unidad, A € SL(2,C) puede ser escrita en
términos de un tetravector complejo a* y de las cuatro matrices de Pauli 0,. Si ponemos
A = ato,, como detA =1 nos lleva a a*a, =1 0 (a°)? — a® = 1. La forma general de (2.208)

es
1+~ NTRRT) u+uxXpu
A =1 1— N RN a 2.2
(v, 1) 2(14‘#2){00( z1+fy>+a( T in )|, (2.209)

done el vector adimensional u = v(v)v/c.

Reciprocamente, como Tr (0,0,) = 20,,, obtenemos a* = (1/2)Tr (Ao,). Si expresamos
(2.209) en la forma A(v, u) = a*o,, podemos determinar p y v, y por lo tanto u, a partir de
las componentes del tetravector complejo a* como:

po= _;:HT(ZO))’ (2.210)
u = 2[Re(a”)Re(a)+ Im(a’)Im (a) + Re(a) x Im (a)], (2.211)

done Re (a*) y Im (a*) son la parte real e imaginaria de las correspondientes componentes del
tetravector a”. Cuando Re (a®) = 0 la expresion (2.210) est4 definida y representa una rotacion
de valor 7 alrededor de un eje en la direccion del vector Im (a).

Si representamos toda transformacion de Lorentz en términos de un boost seguido de una
rotacion, es decir en la forma contraria, A(v, u) = R(u)L(v), entonces la expresion general de
A es la misma que en (2.209) pero con un cambio de signo en el producto vectorial w x . Por
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lo tanto, la descomposicion es también unica. La rotacion R(p) es la misma que antes pero el
boost viene expresado en términos de las variables a* por

u =2 [Re (a”)Re (@) + Im (a”)Im (@) + Im (a) x Re (a)] .

Obsérvese la diferencia en el tercer término el cual es el opuesto cuando se compara con (2.211).

En la representacion matricial 4 x 4 del grupo de Lorentz sobre el espacio-tiempo de Min-
kowski, un boost se expresa como L(8) = exp(8 - K) en términos de los parametros normales
y adimensionales [3; y de los generadores de los boosts K;, dados por las matrices 4 x 4,

01 00 0 010 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 O
B=1lg o000l ™= {1000 000 o0
0 0 0 O 0 0 0 O 1 0 0 0
Si llamamos B = 8- K =) . 3;K;, tenemos
0 61 B2 B3 3? 0 0 0
B— i 0 0 0 B2 _ 0 Bif BB BiBs
B O 0 O | 0 BB BB Bofs |’
Bz 0 0 0 0 B361 B3P [sfs

con 32 = 3% + B2 + B2 y B® = (3°B, de tal manera que las deméas potencias de B se pueden
expresar en términos de éstas, obtenemos que la expresion final de L(3) = exp(3 - K) es

c (61/)S (62/5)8 (65/)8
(B/B)s 1+ 05 C - BRe-ny AR -
(B/B)s  BHC -1 1+ 2RO -1 BR(O -
(B/g)s  Bgie-1  PRe-n 1 Ppe-

donde se ha abreviado S = sinh § y C' = cosh 3. ; Cuél es el significado fisico de 3;? Supogamos
dos observadores O y O’ que relacionan sus medidas espacios-temporales x y 2’ mediante /" =
L(B)" x”. El observador O emite en el instante ¢ y en el instante posterior ¢ + dt dos sefiales
luminosas desde el origen de su sistema cartesiano de referencia. Estas dos senales medidas
por O’ tienen lugar en los puntos ' y 7’ + dr’ y en los instantes ¢’ y ¢’ + dt’, respectivamente.
Estan dadas por

cdt = Loedt,  da’* = Ligedt

ya que para O, dz* = 0. El cociente dz”* /dt’ es precisamente la velocidad de la fuente emisora
v*, es decir la velocidad del origen del sistema de referencia de O medido por O'. Esta velocidad
es v’ = cLy/L% = ¢(B;/B)S/C, de tal manera que la relacion entre los parametros normales
y las componentes de la velocidad relativa entre observadores es

Y _ P b
C

g
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por lo que tanh 3 = v/c. La funcion cosh 3 = v(v) = (1—v?/c?)~"/? y cuando la transformacion
la expresamos en términos del parametro velocidad toma la forma de la matriz simétrica

gl Yz Tuy/ ¢ s/ ¢
Um P)/ vay a UgUy _ 7Y
Yuzfc 1+ 7+1 02 KR Jo |
L(v) = / vyvx K 1Y 72 VU, 2 : (2.212)
e T2 7T 27;1 & 7+21

V2 Vg ’Y UVy 7o 1+
2 y+1 c 7+l 7—1

'YUZ/C

La transformacion inversa es L™!(v) = L(—wv). Una matriz de rotaciéon en la forma 4 x 4
aparece escrita por bloques como

R(p) = ((1, ﬁ&) > : (2.213)

donde R(p) es la matriz ortogonal 3 x 3 dada en (2.165). Cuando la transformacion general
de Lorentz se expresa en la forma A(v, u) = L(v)R(p), entonces por construccion, la primera
columna de A(v, ) es precisamente la primera columna de (2.212) donde estan definidos los
parametros de velocidad v. Por lo tanto, a partir de una transformaciéon de Lorentz general
A(v, u), su primera columna nos suministra los valores de los parametros v y se puede cons-
truir la transformacion L(v). Para calcular la rotacion que esta contenida en ella, basta hacer
L(—v)A(v, p) = R(p). Si se expresase en sentido contrario A(v, u) = R(p)L(v), entonces es
la primera fila de A la que coincide con la primera fila de (2.212). En este caso cualquier trans-
formacion general de Lorentz A(v, p), se puede siempre escribir de forma tnica mediante las
dos expresiones A(v, u) = L(v)R(p) = R(p)L(v') donde la rotacion es la misma en ambos tér-
minos (2.210) y L(v') = R(—p)L(v)R(p) = L(R(—p)v), es decir, la velocidad v/ = R(—p)v
es la rotada de la v.

La matriz A puede ser considerada como una tetrada, es decir, un conjunto de cuatro
tetravectores ortonormales, uno de ellos de caracter temporal (de norma +1) y los otros tres
de carécter espacial (de norma —1) asociados al observador inercial O por el observador O'.
De hecho, si la transformacion la consideramos compuesta en la forma A(v, p) = L(v)R(p),
entonces la primera columna de A es precisamente la tetravelocidad del origen del sistema
cartesiano de O y las otras tres columnas son los tres vectores unidad del sistema de referencia
de O, rotados con la rotacion R(u) y luego 'boosteados’ con la matriz L(v).
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Capitulo 3

Cuantizacion de los modelos

La cuantizacion de los sistemas Lagrangianos generalizados va a sugerir que las funciones
de onda que describen los estados cuanticos de las particulas elementales deben ser funciones
complejas, de cuadrado integrable, ®(x), definidas sobre el espacio cineméatico.

Vamos a usar el método de Feynman de cuantizaciéon, para encontrar como es la funcion
de onda de una particula elemental y ver como transforma bajo el grupo cinemético. Una vez
que hayamos encontrado como es el espacio de Hilbert de los estados puros, encontraremos
como se representan los generadores de las transformaciones cineméticas, como operadores
autoadjuntos. El resto del anélisis se realiza por los medios habituales de la mecanica cuantica,
es decir, clasificando los estados mediante la correspondiente eleccion del adecuado conjunto
completo de observables que conmutan. Haremos especial énfasis en la estructura del operador
de espin, que aparece como un operador diferencial que deriva a la funcion de onda con respecto
a las variables cineméticas compactas. Su estructura cuantica nos recuerda a su estructura
clasica, por lo que podremos plantear una especie de ‘receta’ de correspondencia, entre los
observables clasicos y cuanticos.

La estructura del espin depende de las variables cineméticas compactas y de como éstas
transforman bajo rotaciones. Puesto que estas variables son la velocidad w y la orientacién
a, tanto en el caso relativista como en el no relativista, la estructura del operador espin es la
misma en ambos formalismos. En realidad, el operador espin depende solamente de la parte
compacta de la variable velocidad w, que es su direccion, dada por los dos angulos cenital 6 y
acimutal ¢, y sobre las tres variables que caracterizan a la orientacion del sistema cartesiano
local asociado al punto.

La aparicion de espines semienteros depende de que el operador espin contenga operadores
de derivacion con respecto a las variables de orientacion. La razén es que cuando los operadores
de momento angular actiian sobre una variedad de dimension dos, como es la superficie de la
esfera unidad, no obtenemos todas las representaciones del grupo de rotaciones sino solamen-
te las correspondientes a los valores enteros. En este caso los vectores propios se reducen a
los armonicos esféricos. Es necesario que el grupo de rotaciones actiie sobre si mismo, como
variedad tridimensional, para obtener todas las representaciones finitas, incluidas las de espin
semientero.

Los modelos clasicos que poseen entre sus variables cinematicas la velocidad w y la orien-
tacion «, tienen la peculiaridad de que su centro de masa y su centro de carga son puntos
diferentes. Las propiedades magnéticas estan relacionadas con la corriente, es decir con el mo-
vimiento de la carga y por lo tanto con la parte del momento angular debido al zitterbewegung.
Es la existencia de otro momento angular no ligado con el momento magnético, el que nos va

85
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a producir el concepto de relacion giromagnética.

La ecuacion de Dirac la vamos a obtener al cuantizar el sistema clasico relativista, en el
que la carga se mueve en circulos a la velocidad de la luz alrededor de su centro de masa. En
este caso, los operadores que caracterizan a su orientaciion, completamente reproducen todo
el algebra de observables internos, todo el dlgebra de Dirac.

3.1. cuantizacion Feynman de los sistemas Lagrangianos

Consideremos un sistema Lagrangiano generalizado, del tipo de los descritos en los capitulos
anteriores, cuya evolucion tiene lugar entre los puntos x; y x2 de su espacio cinemético.

Para cuantizar este tipo de sistemas Lagrangianos generalizados, seguiremos el método de
cuantizacién de Feynman, de integrales sobre todos los caminos !. El principio de cuantizacion
de Feynman consiste en que frente a la idea clasica de que dados los puntos extremos x1 y x», la
trayectoria clasica entre ellos es el camino que hace extremal a la accién, como desde el punto
de vista cuéntico no es posible medir qué camino sigue realmente el sistema, entonces todas las
trayectorias x(7) entre ambos puntos, son posibles. Ademas van a ser todas ellas igualmente
probables. Se trata por lo tanto de definir una probabilidad P[z(7)], para cada posible camino.
El principio variacional ya no funciona y es sustituido por un principio de cuantizacion que
admite que todas las trayectorias son equiprobables.

Esta probabilidad se va a definir como el valor absoluto al cuadrado de un nimero complejo
¢[z(7)] asociado a cada camino, llamado amplitud de probabilidad. De esta forma

Plz(r)] = |gla(T)]], Va(r), 0<Plx(r)] <1

Si todos los caminos son igualmente probables, entonces estos complejos son todos del mismo
valor absoluto distinguiéndose unos de otros solamente en su fase. La virtud de Feynman es
como define esa fase. Esta fase va a ser el valor de la acciéon del sistema entre los puntos z; y
x9, en unidades de A, a lo largo del correspondiente camino z(7), es decir,

¢lz(T)] = Nexp {% / L(z(r), f(T))dT} — Nexp {% Ap) (:El,xg)} : (3.1)

siendo N un factor constante de normalizacion, el mismo para todos los caminos. La fase
App)(21,72) es la accion a lo largo de ese camino, dividida por h. La amplitud de probabilidad
¢[z(7)] es un funcional sobre todos los caminos posibles, y por eso, la representamos con
paréntesis cuadrados, pero que una vez realizada la integral (3.1) en vez de ser un niimero
complejo es una funciéon compleja de las variables extremas x y x».

En este método estadistico de Feynman, la existencia de alternativas o caminos indepen-
dientes no produce la suma de las correspondientes probabilidades. Este tipo de estadistica la
vamos a denominar estadistica interfiriente. La probabilidad de un proceso completo en el
que existen varias alternativas independientes, se determina calculando primero la amplitud de
probabilidad de todo el proceso sumando las amplitudes de probabilidad de las alternativas, y
después tomando su valor absoluto al cuadrado. Esto produce el efecto de que el valor abso-
luto de una suma de nimeros complejos puede ser menor que el valor absoluto de cualquiera
de ellos, por lo que se puede dar la situaciéon de que la suma de procesos alternativos puede

! R.P. Feynman and A.R. Hibbs, Quantum Mechanics and Path Integrals, MacGraw Hill, NY (1965), p. 36.
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producir una probabilidad nula para el proceso global. Se ha producido una interferencia. La
mecdanica cuantica, segin Feynman, es una teoria estadistica de tipo interfiriente.

La amplitud de probabilidad total de que el sistema llegue al punto z- saliendo de z1, lo
que se denomina el Kernel de Feynman K (z1,x3), se obtendra como la suma, o més bien la
integracion sobre todos los caminos posibles, de términos de la forma (3.1). Feynman lo escribe
como

Klovm) = [ " ple(n)D(a(r)).

donde por D(x(7)) quiere indicar una medida sobre la clase de caminos que unen z; con xs.

El kernel de Feynman K (x1,xs), serd en general una funcion compleja definida sobre la
variedad X x X. Mas propiamente es una funcién generalizada o distribucién, debido
a la forma especial de construirla sumando o integrando sobre una infinidad de caminos.
Si pudiéramos a su vez sumar (o integrar) diferentes kérneles K (zi,z), todos ellos con el
mismo punto final x, pero diferentes puntos iniciales x1, lo que obtendriamos es la amplitud
de probablidad de que nuestro sistema mecénico estuviera en x, proviniente de algunos puntos
iniciales, pero desconocidos, es decir, la interpretacion habitual de la funcion de onda ®(z) de
dicho sistema al ser cuantizado. Las diferentes funciones de onda o estados, se obtendrian de
las diferentes formas de sumar los kérneles de Feynman sobre todas las posibilidades de sus
puntos iniciales y de los correspondientes caminos de llegada.

Por este razonamiento, llegamos a la conclusion de que al cuantizar por el método de
Feynman cualquier sistema Lagrangiano, los estados cuanticos del mismo quedan descritos por
funciones complejas de las variables cineméticas, y de cuadrado integrable. Solamente funciones
de las variables cineméticas y no de otras variables ni siquiera del espacio de configuracion, del
espacio de fase o del espacio de configuracion ampliado. El espacio de Hilbert de los estados
es el espacio L%(X). Lo que el formalismo no fija es como es la medida sobre X, para realizar
las integraciones.

Vemos que el método de Feynman realza el papel de las variables cineméticas para carac-
terizar el estado cuantico del sistema, frente a otras variedades, como por ejemplo la de los
grados de libertad independientes. Consideramos que es ésta una de las razones del por qué las
variables cineméticas debian jugar también un papel crucial en la formulacion clasica. Queda
asi justificado el que la definicion de particula clasica se haya hecho dotando de propiedades
exclusivas al espacio cinematico, haciendo que sea un espacio homogéneo del grupo cinemético.

En mecéanica cuantica estamos acostumbrados a que la funcion de onda ®(x), en vez de
ser una sola funciéon compleja, sea una funciéon multicomponente, es decir un conjunto de n
funciones complejas de las variables t y 7, ¥;(t,r), i = 1,...,n formando una especie de vector
columna, que puede ser considerado como un objeto de un espacio de Hilbert n—dimensional.
En general, esta descomposicion finita en componentes, transforma con una representacion
irreducible del grupo de rotaciones, con lo que cada una de las componentes v; hace referencia
a una posible orientacion del espin. La cuantizacion a lo Feynman hace que nuestra funcion
de onda ®(x), sea solamente una funcion, pero del conjunto de variables cinematicas, es decir
de mas variables que tiempo y posicion. Una vez que definamos el conjunto completo de
observables que conmutan, al encontrar una base del espacio de Hilbert de los estados, nos
va a permitir buscar funciones en variables separadas, de tal manera que ®(z) se va a poder
escribir en términos de una parte espacio temporal ¢(t,7), dependiente de las variables ¢ y 7,
y de otra parte Y, que va a depender del resto de las variables cineméticas, invariantes por
traslacion. Diremos que la funcion de onda ha quedado descompuesta en su parte espacio-
temporal ¢ y en su parte interna y. Es esta descomposicion la que va a dar lugar a la aparicion
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de las diferentes componentes de la funcién de onda. En el caso de las particulas elementales,
las variables adicionales van a ser la velocidad u y la orientacion o, y los operadores de espin
van a derivar con respecto a estas variables.

3.1.1. Transformacion de la funcién de onda

Para calcular como transforma la funcién de onda entre observadores inerciales, sean éstos
O y O’ de tal manera que las variables cinemaéticas transforman con un elemento g € G, del
grupo cinematico GG, en la forma:

' = fi(z, g). (3.2)

Si para el observador O la particula sigue el camino z(7), entonces para O’ sigue el camino
(1) = f(z(7), g). Como la Lagrangiana entre observadores transforma de acuerdo con (1.37),
la amplitud de probabilidad para el observador O’ es

¢'[z'()] = Nexp {% / L(Z (1), ;&I(T))df}

~ Nexp {ﬁ / Z(:c(f),é:(f))df} exp {g / 72 wd} |

l

o10'(r)] = olar)] exp { 1 (a(gi) — algian)}.

es decir,

donde el ultimo factor de fase es independiente del camino de integracion z(7). Si ahora su-
mamos todas las amplitudes de probabilidad escritas en esta forma, para todos los posibles
caminos, resulta que el kernel de Feynman transforma como:

7

/(2 24) = K (a1, 5) oxp {ﬁ (alg;5) — alg: :m))} | (33)

Si la informacion relativa al punto inicial x; se pierde, por ejemplo si hacemos la correspondiente
suma sobre diferentes puntos iniciales, entonces la funcién de onda transforma como la parte
relacionada con las variables del punto 9, hasta tal vez una funcion arbitraria sobre G,

¥ (0/(0) = ¥ (g0) = D(a)exp { 3 (algi) + )}, (3.0

o en términos de las variables sin primar x,

V(o) = 0l s)exp { 1 (algig™0)+0(0) | (35)

donde 6(g) es una funcion arbitraria definida sobre G pero independiente de x.

Como nuestra particula se encuentra en alguna parte del espacio cinemético X, la pro-
babilidad de encontrarla en alguna parte debe ser 1. Tenemos que definir la forma de sumar
probabilidades en puntos x € X. Si definimos una medida sobre X, p(z), tal que du(x) es
el elemento de volumen en el espacio X y |®(x)|*du(x) se interpreta como la probabilidad de
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encontrar a la particula dentro del volumen du(x) alrededor del punto x, entonces la probabi-
lidad de encontrarla en alguna parte, en cualquier instante ¢ y para cada observador inercial,
debe ser uno, es decir

/X () Pdp(a) = 1, (3.6)

donde la integral estd tomada a ¢t =constante. Como a partir de (3.5)
[@(2)]* = |@(2) P, (3.7)

entonces para que la probabilidad se conserve entre observadores inerciales, es suficiente admitir
que la medida p(x) es invariante bajo las transformaciones del grupo. En ese caso, la ecuacion
(3.7) implica también la conservacion local de la probabilidad entre observadores inerciales.
Esto va a tener consecuencias fuertes en el formalismo, ya que va a poder definir otro tipo de
transformaciones de simetria: la invariancia del formalismo bajo cambios arbitrarios de fase de
la funcion de onda. Pero la fase es en general funcion de x y la podemos cambiar de forma
arbitraria en cada punto. Admitir una medida invariante nos lleva a que el formalismo es
también invariante bajo cambios de fase locales, es lo que se denomina la invariancia gauge
local.

Conviene observar que el cambio arbitrario de fase 5(x) que da lugar a esta nueva simetria,
no es solo una fase definida sobre el espacio-tiempo, sino sobre todo el espacio cinemaético.
Frente a lo que se suele admitir en teoria cuantica de campos, tenemos la posibilidad de analizar
simetrias mas generales que actiian sobre una variedad méas amplia que el espacio-tiempo.

3.1.2. Espacio de Hilbert de las amplitudes de probabilidad

La funciéon compleja ®(z), si se interpreta como la amplitud de probabilidad de encontrar
a nuestra particula en el punto 2 € X, habiendo venido de alguna otra parte, satisface (3.6).
Esto significa que ®(x) es una funcion compleja de cuadrado integrable definida sobre el es-
pacio cineméatico. Como las amplitudes de probabilidad se pueden sumar para definir nuevas
amplitudes de probabilidad, convenientemente normalizadas, el conjunto de la posibles funcio-
nes ®(x) tiene estructura de espacio vectorial complejo, ya que la suma y/o posterior producto
por nimeros complejos, produce nuevas funciones complejas con el significado de describir
amplitudes de probabilidad.

En consecuencia, el espacio de Hilbert H, cuyos rayos unidad representan los estados puros
del sistema es un espacio de funciones de cuadrado integrable I.?( X, 1) definidas sobre el espacio
cinemético X. La medida p(x) es una medida invariante, de tal manera que el producto escalar
en H se define mediante

< BT 5= /X O (2) 0 (2)dpu(), (3.8)

donde ®*(x) representa la funcion compleja conjugada de la ®(x). Hay una arbitrariedad en
la eleccion de la medida invariante p(z), pero a esta altura del formalismo esto se hara por
argumentos fisicos. De todas formas, el que la medida sea invariante restringe fuertemente el
tipo de medidas que pueden utilizarse.

El valor absoluto del anterior producto escalar (3.8), | < ®|¥ > |, representa la probabilidad
de que habiendo preparado al sistema en el estado ¥(x), lo encontremos en el estado ®(x), y
reciprocamente, ya que | < ®|¥ > | = | < U|d > |.
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3.1.3. Representacion de los Observables

El teorema de Wigner 23, sobre simetrias de un sistema cudntico, implica que para toda
simetria ¢ € G de un grupo continuo que transforma z’ = gz, existe una aplicacion uno a uno
de los rayos unidad en los rayos unidad sobre H, que viene inducida en el espacio de Hilbert 'H
por un operador unitario U(g) definido salvo una fase. Este operador transforma una funcion
de onda definida en x en otra funciéon de onda arbitraria del rayo unidad imagen definido en
el punto z’.

El principio de Relatividad restringido es una simetria fuerte de los sistemas fisicos. Define
la equivalencia de un conjunto de observadores que estan definidos por céomo relacionan entre
si las medidas de acontecimientos espacio-temporales. Esta relacion viene caracterizada por el
grupo cinematico G. Si interpretamos que ®(x) es la funcion de onda que describe al estado
de la particula para el observador O y que ®'(z) es como la describe O', entonces, el teorema
de Wigner implica

Ula)ole) = ¥'() = 0(g~*a) exp { galig o) +6(0) | 39)

Como la funcion 0(g) da lugar a una fase constante, independiente de x, la podemos eli-
minar, y tomar como definiciéon de la representacion unitaria del grupo G sobre el espacio de
Hilbert 'H

¥(0) = U(g)b(o) = o5 0)exp { palaia o)} (3.10)

Las funciones gauge satisfacen (1.17), por lo que el término de fase se puede reemplazar
por

algig'a) = —alg™hx) + a(0;2) +&(g,971) = —alg @) +((9), (3.11)

va que las funciones gauge pueden escogerse de tal manera que «(0;x) = 0, y como la funciéon
C(g) = &(g,97 ") da lugar a otra fase constante, la podemos suprimir. Definimos la transforma-
cion de la funcion de onda mediante:

¥ (o) = Ulg)b(e) = (g 0)exp { ~ g™} (3.12)

SI el operador unitario lo representamos en términos del generador infitesimal autoadjunto del
algebra de Lie en la forma

U(g) = exp {—% g"Xa} : (3.13)

entonces, para una transformacion infinitesimal de parametros d¢°, la transformacion inversa
tiene por parametros infinitesimales —dg?, por lo que a primer orden en dg°

? l

U(0g)®(x) = (]I — hég”Xo) O(z) = P(x) hég”Xg d(x),

mientras que

- _ . 00(x)
B(dg ) = B(f(2,0971)) = @) — dg7ul (1) 5 -
2 E.P. Wigner, Group theory and its application to the quantum mechanics of atomic spectra, Acad. Press,

NY (1959).
3 V. Bargmann, J. Math. Phys. 5, 862 (1964).



3.1. CUANTIZACION FEYNMAN DE LOS SISTEMAS LAGRANGIANOS 91

exp {—%a(égl;x)} =1- %a(ég’l;x).

Como «(0;z) =0,
o - )

—8g°),
yo L 709%)
y sustituyendo en (3.12) los términos anteriores y después de identificar los términos de primer
orden en d¢?, resulta que los generadores X,, al actuar sobre las funciones de onda tienen la
representacion diferencial

ho 0
= — ) _
X, - ul () 57 vy (), (3.14)
done 0f'(x,9) dog; )
. i(z,g a(g; @
J = — —_ > 7
UO.(.T) ago g:07 Uo'(x) ago- g=0. (3]‘5)

Si nos restringimos a transformaciones del espacio de configuracion ampliado (¢,¢q;) que
pueden extenderse a la totalidad del espacio cinemético = = (t, g;, - . . ,qgk_l)), entonces, usando
la misma notacion que en (1.20)-(1.23), si la transformacion infinitesimal la escribimos en la
forma

t'=t+ M,09°, q. = qi + M, 097, ... ,q’(kfl) = qi(k_l) + Mi(f_l)ég",

)

los generadores toman la forma:

h 0 0 1) O
X, == | M=+ Myy—+ ...+ M, - . 1
. Z( v T Mo+ My a@’“”) Ve (i) (3.16)

Cuando los comparamos con las constantes del movimiento Noetherianas (1.30) escritas en la

forma
—Ng = —H M, +pz(s+1)M¢(;) - BU(ZL’), (3'17)

vemos que podemos enunciar una especie de receta de correspondencia. Si nos restringimos
a los grupos cineméticos, las funciones B,(x) de (1.30), se obtienen a partir de las funciones
gauge Lagrangianas a(g; z), mediante (1.16), es decir, de la misma forma en que obtenemos las
funciones v,(x) en (3.15). Identificando los observadores clasicos y momentos generalizados en
(3.17) con los correspondientes operadores diferenciales (3.16) que multiplican a las funciones
correspondientes Mi(j), obtenemos: El Hamiltoniano generalizado H = pés)qgs) — L, que multi-
plica en (3.17) a la funcion M,, se identifica con el operador i40/0t que multiplica a su vez

a la funcion M, en (3.16). Andlogamente, el momento generalizado p’tsﬂ), que multiplica a la

funcién Mi(;), se identifica con el operador diferencial —ih@/aqi(s), for s=0,...,k—1, ya que

las funciones v, (z) = By(z), son las mismas.

Receta: Conviene recordar que como variables pés +) Y ql(s)

son canoénico-conjugadas. En-
tonces, cada momento generalizado pésﬂ) queda reemplazado por (h/i) multiplicado por el
operador diferencial que deriva con respecto a la variable canénico-conjugada de ese momento

qis), y el Hamiltoniano generalizado H, por el operador diferencial :h0/0t.

‘ h 0 0
i S H-—ih—.
Pls+1) = 5 o P
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En el caso de las particulas elementales, como las variables cinematicas son t,r,u, &, como
coordenadas generalizadas solo tenemos las 7,4 y p y de momentos conjugados respectivos,
los P, U y V, éstos apareceran representados por
h o h 0 h 0

U =

0
P=—-—— -——, V=—-——  H=1ih—. 3.18
i Or’ i Ou’ i 0p’ ot (3.18)
En vez del momento V' = 8Z/Gp, hemos utilizado la funcion W = GZ/&.J, que da lugar a
la parte rotativa del espin, la cual se expresard finalmente en términos de las derivadas con
respecto a p, en la forma en que se describe en el apéndice sobre espinores 3.3, al final de este
capitulo.

h
WZQ—Z,{Vp-i-pXVp-i-p(p-Vp)}, (3.19)

donde hemos puesto V, = 0/0p. La representacion de los momentos (3.18) es valida incluso
cuando la particula elemental esté sometida a una interaccion.

Sabemos que V; = 0L/dp; y W; = OL/0w; = OL/8p; 8pi)dw; = Vipi/dw;. Como en la
representacion activa

. . . 1
(pi + €ijrpipr), pi= 3 (wi — €injprw; + pi(p - w)),

w; =

1+ p?

= —(0i; — €ikj ipi), W;=1V; =— | 7 +€ikpiz— iPim—
B 5 (0ij = €injpr + pip;) 1= Vige, = 2 \ap; Tmrig,, Tririg,

es decir (3.19).

ap 1 8p; h(& b a)

La representacion de Heisenberg es aquella representacion en la que la dependencia temporal
de la funcién de onda ha sido eliminada haciendo en cada instante una transformaciéon unitaria
dependiente del tiempo. Entonces, la nueva funcién de onda depende de las variables cinemé-
ticas pero con el tiempo excluido, es decir depende solamente de las coordenadas generalizadas
qi(r), r=0,...,k—1. Por lo tanto, cuando actuan sobre la funciéon de onda en la representacion
de Heisenberg 1(q;, ql-(l), o ,qz-(kfl)), los observables qzm
de conmutacion

y p{s) satisfacen las relaciones canonicas

(0", 9l 1)) = i85

Si las funciones v, (z) en (3.14) fueran nulas, los generadores X, satisfacen las reglas de
conmutacion del dlgebra de Lie del grupo G. Pero si algunas de las funciones v, (x) # 0, entonces
los generadores X, no satisfacen las reglas de conmutacion del algebra de Lie de G, sino de
una extension central de G. La representacion del grupo no es una verdadera representacion
sino una representacion proyectiva de G, como ha demostrado Bargmann *.

En efecto, a partir de (3.10) obtenemos

U(g)®(x) = B(g7 1) exp{ ralor o7 )}

y si actuamos ahora por la izquierda con U(gs),

U(g2)U(90)2(r) = Ulg2)0(g7 ") exp{ (g 07 )}

4 V. Bargmann, Ann. Math. 59, 1 (1954).



3.2. PARTICULAS NO RELATIVISTAS CON ESPIN 93

= ®((gag1) ') exp{%a(gz; 95 ')} eXp{%Oz(gl; (9201) @)}, (3.20)

mientras que si actuamos sobre ®(z) con U(g2g1),

U(g291)®(x) = ®((g201) ') exp{%a(gzgl; (9201) ')} (3.21)

Si definimos (gog1) ' = grtgy ' = 2, entonces g1z = g, 'x vy debido a que las funciones
gauge satisfacen (1.17), podemos escribir

a(ga; g12) + alg1; 2) = a(g291; 2) + &(g2, 91), (3.22)
que comparando (3.20) con (3.21), y teniendo presente (3.22), obtenemos

U(2)U(0:)(x) = Uga00) () expl 1 £(g: 1) (3.23)

Como la funcion ®(x) es arbitraria, obtenemos una representacion proyectiva unitaria del grupo
G, caracterizada por el exponente no trivial (g, ¢').

Para las particulas elementales Galileanas y Poincaré el espacio cinematico es la variedad de
dimension diez, constituida por las variables (¢, 7, u, ), donde t es el tiempo, 7 la posicion de
la carga, u la velocidad de ésta y a la orientacion de la particula. Por lo tanto, en el formalismo
cuantico, la funciéon de onda mas general que representa los estados de una particula elemental
es una funcion de cuadrado integrable ®(t,r,u, ) de estas variables cineméticas. Para las
particulas puntuales el espacio cinemético es solamente el espacio-tiempo cuatridimensional,
de tal manera que las funciones de onda son solamente funciones del tiempo y de la posicién,
pero para particulas con espin la funcion de onda debe depender de las variables cinematicas
adicionales, como velocidad y orientacion. La estructura cuantica del espin, lo mismo que en
el caso clasico, va a depender de estas nuevas variables.

3.2. Particulas no relativistas con espin

3.2.1. Particulas no relativistas con espin. Bosones

Vamos a aplicar este formalismo al caso interesante, pero sencillo, de particulas no relati-
vistas con espin de tipo (anti)orbital. Esto corresponde al ejemplo cléasico en el que el espacio
cinemético es X = G/SO(3) y por lo tanto las variables cineméticas son tiempo, posicion y
velocidad. Un ejemplo particular es el descrito en el Capitulo 2, Seccién 2.2 y dado por la

Lagrangiana libre
p_m dr\>  m [(du)’ (3.24)
2\ dt 2w2 \ dt )’ '

con u = dr/dt. Para la particula libre, el centro de masa ¢ = » — k se mueve en linea recta
mientras que el vector de posicion relativa k describe una trayectoria, en general eliptica, de
frecuencia w alrededor del centro de masa. El espin es producido por este movimiento y se
expresa como S = —mk x dk/dt.

Las variables cineméaticas transforman bajo el grupo de Galileo G de la forma:

t'(r) = t(r)+0b, (3.25)
(1) = R(a)r(r)+vt(r)+a, (3.26)
u' (1) = R(a)u(r)+w. (3.27)
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las funciones de onda son funciones complejas sobre X y por lo tanto, funciones de las variables
(t,r,u). Sobre este espacio cinematico, la funcion gauge es la misma que en (2.38), donde m
define la masa de la particula. Si tomamos en cuenta la receta de correspondencia desarrollada
anteriormente, el Hamiltoniano es H — ihd/0t, y el primer momento generalizado p, = P —
—1hV y el otro momento generalizado p, = U — —ihV,,. Los generadores de la representacion
proyectiva estan dados por

H:ihg, P = EV, K:mr—tEV—EVu, (3.28)
ot ) ) 7
R h

donde V es el operador gradiente con respecto a las variables g, = r y V,, es el operador
gradiente con respecto a las variables g, = w. Conviene resaltar que esta representacion de
los generadores es independiente de la Lagrangiana particular que hayamos considerado. Solo
depende de las variables cinematicas (¢,7,u), y de la funcion gauge habitual, del grupo de
Galileo.

Escribimos para el momento angular relacionado con el Zitterbewegung, Z =u x U y
veremos mas adelante que cuantiza solamente con valores enteros.

Si definimos g = r — k = (K + Pt)/m, satisface las reglas de conmutacion con P,

[Qi, Pg] =ih 5ij7

que resultan ser las reglas can6nicas de conmutacion entre el momento lineal y la posicion de
una particula puntual. Por lo tanto, las reglas canénicas de conmutaciéon entre el momento
lineal total y la posicion del centro de masa de una particula con espin, estan ya contenidas en
las reglas de conmutacion del algebra de Lie extendida del grupo cinemético. Es por eso que

el operador
h

g=1r——V,, (3.30)
m
puede ser interpretado como el operador de posicion del centro de masa. Una discusion ge-
neral sobre otras posibilidades de definir el operador de posicion del centro de masa, pueden
encontrarse en el libro del autor.
En esta representaciéon, un operador de Casimir es la energia interna H — P*/2m. Vemos
que el espin con respecto al centro de masa se define como habitualmente

1 h h h
Sev=J——KxP=uxU+kxP=ux-V,+—V, x =V,
m i m 1

que aparece escrito en términos de dos operadores que no conmutan, y que satisface
[Scm, Sem) =ihScm,  [J,Scm] =ihScm, [Scm, P) = [Scm, H| = [Scm, K] =0,

es decir, es un operador momento angular, transforma como un vector bajo rotaciones y es
invariante bajo traslaciones espaciales y temporales y bajo boosts Galileanos, respectivamente.
La segunda parte del operador espin es del orden de A% por lo que tinicamente produce una
correccion a la parte Z.

Los operadores Z satisfacen las reglas de conmutacion

(Z,Z)=inZ, [J,Z)=ihZ, |Z,P]=[Z H]=0,
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(Z, K] = —ihU = —h*V,,

lo que indica que Z es un operador momento angular, transforma como un vector bajo rota-
ciones, es invariante bajo traslaciones espaciales y temporales, pero no lo es bajo los boosts
Galileanos. Se le suele considerar habitualmente como el operador espin, aunque lo que repre-
senta es el momento angular con respecto al centro de carga.

Vemos pues que, el operador momento angular total J se descompone en dos términos que
conmutan r X Py Z. Ambos conmutan con H, pero el primero no es invariante bajo trasla-
ciones. Como los operadores Z son operadores de momento angular que Gnicamente derivan
la funcion de onda con respecto a las variables de velocidad, y en consecuencia conmutan con
los operadores H y P, aunque no representan al operador momento angular con respecto del
centro de masa, podemos usarlos para encontrar vectores propios comunes a los tres operadores
que conmutan H — P2/2m, 7%y Zs. Como resulta que los operadores Z tnicamente afectan
a la funcién de onda en su dependencia en las variables u, podemos escoger las funciones de
onda con las variables separadas en la forma ®(t,r,u) = ). ¢;(t,7)x;(u) de tal manera que

(H - P2/2m)wi<t7 T) = Ewi(ta ’I‘), (331)
Z*xi(u) = z(z + 1)R%x;(u), (3.32)
Zsxi(u) = mohyx;(u). (3.33)

Cada parte espacio-temporal de la funcion de onda v;(t,r), satisface la ecuacion de Sch-
roedinger y esté desacoplada de la parte del espin x(u).

Debido a la estructura de Z2 en términos de las variables u, que resulta ser la misma que la
del momento angular orbital de una particula puntual en términos de las variables de posicién
T, la parte del espin de la funcién de onda es en realidad de la forma

x(w) = f(w)Y;™(0,¢), (3.34)

donde f(u) es una funcion arbitraria del modulo de w y Y (6, ¢) son los arménicos estéricos
en la direccion 0, ¢ del vector u.

Para el observador del centro de masa, Scy; = Z y ambos momentos angulares son el
mismo. Pero para un observador arbitrario, los operadores Z no conmutan con los generadores
de los boosts K, por lo que el valor absoluto de Z? no es invariante Galileano, mientras
que SQCM si lo es. De todas formas, la descomposicion de la funcién de onda en una funcién
multicomponente que refleja la estructura de su espin es una propiedad intrinseca que se puede
poner de manifiesto en cualquier sistema de referencia.

Cuando la particula interacciona con un campo electromagnético externo, la ecuacion (3.31)
se debe satisfacer para las partes mecanicas H,, = H—e¢y P,, = P—eA por lo que obtenemos
la ecuacion habitual del acoplamiento minimo

(P —eA)?

2m

(H —ep — ) Ui(t,r) = Evi(t,r), (3.35)

para cada parte espacio-temporal.
En este formalismo, cuando el espin es de naturaleza (anti)orbital, no conduce al cuantizar
a espines semienteros. Estos modelos de particulas solamente sirven como modelos de bosones.
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3.2.2. Particulas no relativistas con espin. Fermiones

Otro ejemplo de particula no relativista con espin es aquél en el que las variables de orien-
tacion son variables cinematicas y la particula clasica posee velocidad angular. Por ejemplo,
si X = G/R3, siendo R? el subgrupo {R? +} de transformaciones Galileanas puras o boosts,
entonces el espacio cinematico es el que generan las variables (¢, 7, a). Un ejemplo de este tipo
corresponde al modelo descrito por la Lagrangiana

dr\®> I
L= % (d—’;) 5wt (3.36)

La particula libre viaja con velocidad constante y rota con velocidad angular constante. El
espin clasico es S = [w, y el centro de carga y el centro de masa son el mismo punto.

Para describir la orientacion de una particula hagamoslo definiendo tres ejes unidad orto-
gonales e;, © = 1,2, 3 ligados al cuerpo como formando un sistema cartesiano comoévil, analo-
gamente a como describimos la orientacion de un soélido rigido. Si los tomamos inicialmente
paralelos a los correspondientes ejes cartesianos del observador inercial, entonces sus nueve
componentes nos definen una matriz ortogonal de rotacion R;;(a) que describe como rotar el
sistema de referencia inercial para llevarlo a coincidencia con los ejes del cuerpo. Describe por
lo tanto la evolucion de esta triada, con la condicion inicial R;;(t = 0) = &;;.

Las variables cineméticas ¢, r y p transforman bajo G en la forma

t'(r) = t(r)+0b, (3.37)

(1) = R(a)r(7)+vt(r) + a, (3.38)
iy ) +pxp(r)

pl(r) = e (3.39)

Sobre el correspondiente espacio de Hilbert, los generadores Galileanos estan dados por:

H:ihg, P:EV, K:mr—tzv, (3.40)
ot 1 i
h h
J:?rxV+Z{Vp+p><Vp+p(p~Vp)}:L+W, (3.41)

donde V , representa al operador gradiente con respecto a las variables p y en la parametrizacion
p del grupo de rotaciones.

La parte W resulta del anélisis general del grupo. Los generadores del grupo en esta
parametrizacion X; se obtienen a partir de (3.39) y de acuerdo con (1.40) y (1.42). Se obtiene

COo1mo
op'*
Xi - -

X:vp—l’vap"_p(p'vp)

k )
pn=0 %

que escritos en notaciéon vectorial

Satisfacen las reglas de conmutacion

[Xi, Xi) = —2e X
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y por lo tanto los operadores W = %Xk, que en notacion vectorial aparecen como

h
W:%{vp"‘vap"‘P(P'vp)]H (3.42)
satisfacen las reglas de conmutacion del momento angular
(W W] =ihW. (3.43)

De esta manera, como L y W conmutan entre si, obtenemos que [J,J| = ihJ.

En este ejemplo, el centro de masa y el centro de carga son el mismo punto, L = r X P
es el momento angular orbital del movimiento del centro de masa y W = S es el operador
espin. El operador espin conmuta con H, Py K por lo que la funcién de onda puede escribirse
en variables separadas como ®(t,r, p) = >, ¥;(t,7)xi(p) lo que nos lleva a las ecuaciones de
valores propios

(H — P?/2m)y;(t,r) = Evy(t,r), (3.44)
S*xi(p) = s(s + VI*xi(p), (3.45)
Ssxi(p) = mshxi(p). (3.46)

Bopp y Haag ® encontraron soluciones con s = 1/2 para el sistema de ecuaciones (3.45) y
(3.46). Estas soluciones reciben el nombre de funciones de Wigner 5. Las soluciones de (3.45)
para cualquier valor de s no son méas que una coombinacién lineal de las componentes de la
representacion irreducible matricial de dimension (2s 4 1) x (2s + 1), del grupo de rotaciones,
resultado que se obtiene a partir del teorema de Peter-Weyl sobre representaciones finitas de
grupos compactos ~%9. Analizaremos las soluciones correspondientes a las funciones de onda
de s = 1/2 en la Seccion 3.3 del Apéndice, donde se van a obtener de forma explicita ademés
de analizar una introduccion al teorema de Peter-Weyl.

Para describir fermiones, las particulas clasicas deben necesariamente tener como varia-
bles cinematicas, variables compactas del tipo de orientacion. En caso contrario no es posible
obtener una descripcion de objetos de espin 1/2 si solamente el espin esta asociado con el
zitterbewegung. Las particulas de espin 1/2, desde el punto de vista clasico, rotan.

3.3. Apéndice: Espinores

En esta seccion de contenido puramente matematico, revisaremos las propiedades principa-
les de los espinores, en particular las relacionadas con las posibles representaciones del grupo
de rotaciones que describen objetos de espin 1/2. Vamos a encontrar estas representaciones a
partir de funciones propias de los diferentes operadores de espin que conmutan. Pero conviene
resaltar que ademaés de tener operadores de espin referidos al sistema de referencia del observa-
dor inercial, u observador del laboratorio, también tenemos operadores de espin referidos a los
ejes ligados a la particula, ya que, en general, las particulas que analizamos poseen orientacién

> F. Bopp and R. Haag, Z. Naturforschg. 5a, 644 (1950).

6 L.C. Biedenharn and J.D. Louck, Angular Momentum in Quantum Physics. Theory and Application,
Cambridge U. P., Cambridge, England (1989).

" A.R. Edmonds, Angular Momentum in Quantum Mechanics, Princeton U. P., Princeton NJ (1957).

8 N. Ja. Vilenkin, Fonctions spéciales et Théorie de la représentation des groups, Dunod, Paris (1969).

9 A.O. Barut and R. Raczka, Theory of group representations and applications, PWN, Warszawa (1980).
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como variables cinematicas y por lo tanto podemos asignarles un triedro cartesiano comovil,
que rota. Esto nos va a producir el resultado de que una particula de espin 1/2, su funcion de
onda posee cuatro componentes.

La funcién de onda més general de una particula elemental es una funcién compleja de las
diez variables cinematicas, ® (¢, r,u, p), y la parte del espin esté ligada con la dependencia de
las variables invariantes por traslacion w y p y viene dado por el operador

S—uxU+W=Z+W, (3.47)

donde Z y W estan dados por los operadores

h h

Estos tltimos se expresan en la representacion tan(a/2) del grupo de rotaciones, como se ha
expresado en las secciones anteriores. V,, y V, son respectivamente, los operadores gradiente
con respecto a las variables u y p. Estos operadores conmutan entre si y conmutan con los
operadores H = ihd/0t y P = —ihV. Son por lo tanto operadores invariantes por traslacion.
Esta caracteristica nos permite separar la funcién de onda mas general en términos de funciones
de variables espacio-temporales y de funciones de las variables velocidad-orientacion, donde
estas tultimas nos describirdn las propiedades invariantes por traslacion de la particula.
Los operadores de espin satisfacen las reglas de conmutacion

Z,Z] =ihZ, W W]|=ihW, [Z,W]=0, (3.49)
y por lo tanto
(S, S] = ihS.

Como estamos describiendo la orientacion de la particula colocando un conjunto de tres
vectores unidad ortogonales e;, cuya orientacion espacial viene dada en términos de las variables
P o0 a, entonces, si escogemos que en el instante inicial 7 = 0, estos ejes coincidan con los del
laboratorio, las componentes de los vectores e; en cualquier instante, vienen dados por

(€i); = Rji(a) = 6 cos v + nyjn; (1 — cos o) — €;ipny sin a, (3.50)

en la parametrizaciéon normal, y en la parametrizaciéon p por

1

T 112 (1= p*)8ji + 2051 — 2¢jinpr). (3.51)

(€i); = Rji(p)
Las componentes cartesianas del vector unidad que define el eje de rotacién n son:
ny = sinf cos ¢, Ny = sin 6 sin ¢, ng = cosf, (3.52)
donde 0 es el angulo polar y ¢ es el angulo acimutal. Explicitamente:

e;; = cosa+ sin?fcos? p(1 — cosa),
e1o = cosfsina + sin?6sin ¢ cos ¢(1 — cos ),

e13 = —sinfsin¢sina + sinf cosb cos p(1 — cos a),
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€21
€29

€23

€31
€32

€33

en la representacion normal o = an, o parametrizacion normal del grupo de rotaciones.
parametrizacion p = tan(a/2)n

— cos fsin a + sin? @ sin ¢ cos p(1 — cos @),

cos o + sin? @ sin? ¢(1 — cos a),

sin @ cos ¢ sin « + sin 0 cos 6 sin (1 — cos «v),

sin # sin ¢ sin « + sin 0 cos 0 cos ¢(1 — cos a),

— sin 6 cos ¢ sin « + sin 0 cos 6 sin (1 — cos «v),

cos a + cos® f(1 — cos a),

€11
€12

€13

€21
€22

€23

€31
€39

€33

, resulta ser

= (1+n
= (2p1p2+2p3) /(1 + p*),
= (2p1p3 — 2p2)/(1 + p°),

—p3— p3)/(1+p%),

(2p2p1 — 2p3) /(1 + p),

S

—pi 45— p3)/(L+p?),

(2p2p3 + 2p1)/ (1 + p%),

= (2p1p3 +2p2) /(1 + p?),
= (2p3p2 —2p1)/(1 + p),

(1

donde p? = p? + p3 + p3 = tan®(a/2).

Ademas de los operadores que definen las diferentes componentes del espin S;, Z; y W, en
el sistema de referencia del laboratorio, podemos encontrar otro conjunto de operadores de
espin. Estos son las proyecciones de los operadores de espin en los ejes del cuerpo e;, es decir,

los operadores R; = e; -
operadores de espin T}, recolectando los términos de (3.51) y

k=3

S,Mi:

T = Z(ei)ka

k=1

I
T =—
2i Ve

221—1—,0 kz;

(o

que después de algunas manipulaciones toman la forma vectorial

Opr,

— 0

e-ZyTl =e-

—p3+p3) /(1 + p%),

=3

0
+€klrplap +p(p-V )>

—pxV,+p(p-V,)}.

zk + 2/)sz

99

En la

W, respectivamente. En particular, los
(3.48), tienen la expresion

(3.53)

Vemos, por inspeccion, que este resultado puede también obtenerse de la expresion de W
n (3.48), sin méas que reemplazar p por —p, seguido de un cambio global de signo. Esto es
asi porque nosotros describimos la orientaciéon de la particula por el vector p en el sistema
de referencia del laboratorio, pero desde el punto de vista activo, es decir, con los ejes del
laboratorio fijos y lo que gira son los ejes del cuerpo. Sin embargo la orientacion con respecto
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a los ejes del cuerpo se hace describiendo el movimiento de los ejes del laboratorio, cuya
orientacion con respecto a los del cuerpo es —p, y el cambio global de signo de los operadores
proviene de cambiar la interpretacion activa por la pasiva.

Satisfacen las reglas de conmutacion

[T, T) = —ihT, [T,W]=0.

donde el signo menos de los primeros conmutadores frente a las relaciones de conmutacion
de los momentos angulares, realzan el hecho de que son operadores de una representacion
pasiva. En general todos los operadores de espin proyectados en los ejes del cuerpo, R;, M;
y T;, conmutan con las correspondientes proyecciones en el laboratorio S;, Z; y W;. Esto es
conforme al principio de indeterminacion, ya que componentes del espin con respecto a sistemas
de referencia diferentes, son observables compatibles y por lo tanto conmutan.

Para encontrar las funciones propias de los operadores de espin tenemos que resolver ecua-
ciones de la forma:

S*x(u, p) = s(s + 1)I*x(u, p),  Ssx(u, p) = mhx(u, p).

Pero como también tenemos operadores de espin proyectados en los ejes del cuerpo que con-
mutan con los anteriores, podemos ampliar el conjunto de operadores que conmutan. Podemos
exigir, por ejemplo, que las funciones anteriores sean también vectores propios de T3,

T3x(u, p) = nhx(u, p),

de tal manera que el conjunto completo de observables que conmutan también incluye proyec-
ciones del espin en los ejes del cuerpo.
El operador espin al cuadrado

S?=Z*+W?*4+2Z - W, (3.54)

se expresa segun (3.49) como la suma de tres operadores que conmutan, por lo que sus vectores
propios se escogeran como vectores propios simultaneos de los tres operadores de la derecha
de (3.54). Los operadores Z y W derivan la funcién de onda con respecto a a las variables u
y p. Podemos separar cada x(u, p) en la forma

x(w, p) = D Us(u) Vi(p), (3.55)

donde la suma va sobre un rango finito, y donde U;(u) seran funciones propias de Z%y Vi(p)
de W2, respectivamente.

Las funciones U;(u) son multiplos de los armonicos esféricos definidos sobre la orientacion
del vector velocidad u, ya que el operador Z tiene la estructura de un momento angular orbital
en términos de las variables w. Sus valores propios son enteros. El factor global es una funcién
arbitraria del valor absoluto de la velocidad, u.

En efecto, si la velocidad la expresamos en cordenadas polares esféricas, u = (u, 0, ¢),

Uy = usinfcos ¢, u, =usinfsing, u,=ucosb,

las componentes del momento angular Z; aparecen como:

, . .0 cosf 0 , 0 cosf . 0O .0
Z1 = ih (Sm ¢% + g~ cos (bf)_gb) , sy = —ih <cos gzb% ~ no sin (/58_@5) , 3= —zha—¢,
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(3.56)

Zizzliiz2=heﬂ¢{ia , cos0 0 }

00 sinf 0¢
Vemos que son independientes de la variable u, ya que en realidad el grupo de rotaciones sobre
R? lo que hace es transformar puntos de la superficie de una esfera en puntos de esa misma

esfera, es decir, actiia de forma transitiva sobre las esferas centradas en el origen.
El operador Z2 que conmuta con los tres Z;, toma la forma

0% cosf 0O 1 0?
ZQZ_ 2 7 . — .
h [862 T Sne 96 " smZe a¢2]

(3.57)

Podemos por lo tanto buscar funciones propias comunes a Z2 y Z, en la forma f(u)G(0, ¢),
con f(u) arbitraria y respecto de la parte que depende de las variables angulares

Z2Y™(0,6) = U1+ DRY™(0,0),  Z.Y™(0,¢) = mhY"(0, ).

Solo existen soluciones de este sistema de ecuaciones diferenciales para valores enteros de [ y
con m = —I,—l+1,...,l. Las funciones |[,m >= Y;"(0, ¢), definidas sobre la esfera unidad,
reciben el nombre de arménicos esféricos. Son ortogonales respecto del producto escalar
hermitico definido mediante

27 ™
<l,m|s,n >= / dgb/ sin0do Y, (6, )Y (0, ¢) = dpmndis,
0 0

es decir respecto de la medida sobre la esfera unidad sin #dfd¢. La solucion del sistema consiste
en buscar las funciones de la forma Y}'(, ) en variables separadas Y}'(0, ¢) = A;(0)Bi(¢),

Zy A(0)Bi(¢) =0,  Z.Ai(0)Bi(¢) = IRA(0)Bi(9),
es decir,
Aj —l(cosf/sinh)A, =0, —iB, =18,

que resultan ser proporcionales a las funciones A4;(0) ~ sin'@ y Bj(¢) ~ exp(il¢). Como

sobre la superficie de la esfera el punto (0,¢) es el mismo que el (6,¢ + 27), resulta que

exp(ilg) = exp(il(¢ + 27)), lo que implica que necesariamente [ debe ser un ntimero entero.
Estas funciones, una vez normalizadas se pueden escribir como

Y0, 6) = (—1)1\/(%; D 2;2(?")2 sin' 06719, (3.58)

y el resto se obtienen de éstos mediante la accion reiterada sobre ellos de Z_. No existen vectores
propios correspondientes a valores propios semienteros, ya que la superficie de la esfera no es el
espacio homogéneo de mayor dimension. Podemos ver que Y;* = (—1)™Y,”™, y los primeros
armonicos normalizados en la unidad son:

|0,0 >=1/V4m,

3 - 3 3 ,
11,1 >= —\/—Sinﬁew, 11,0 >=4/——cosf, |1,—-1 >:\/—sin06_z¢,
8T AT 8
15 , 15 - 5
12,2 >= \/3Tsin2062’¢, 12,1 >= —4/ 8—sin¢9003962¢’, 12,0 >= \/F(3C0829 —1).
s s s

Para obtener la forma mas general de un espinor hay que encontrar también la parte V;(p),
que depende de las variables de orientacion. Esto lo haremos a continuacion tras el anélisis de
la accion del grupo de rotaciones sobre si mismo, como grupo de transformaciones.
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3.3.1. Representaciones espinoriales sobre SU(2)

Vamos a describir en detalle la parte de la funcion de onda ligada con la orientacion, V(p).
Si no existiera contribucion al espin proviniente de la parte del zitterbewegung Z, el operador
espin (3.47) se reducirfa al operador W dado en (3.48). Para obtener las ecuaciones de valores
propios vamos primero a escribir estos operadores en coordenadas esféricas.

Si representamos el vector p = tan(a/2)n = rn, en coordenadas esféricas como (7,6, ¢),
siendo r = |p| = tan(a/2) y € y ¢ los dngulos polar y acimutal del vector unidad m, respecti-
vamente, entonces el vector unidad n tiene por componentes cartesianas las dadas en (3.52).
Si a partir de ahora tomamos h = 1, los operadores de espin (3.48) quedan representados por
los operadores diferenciales

1 9\ . 0 1 ) 0 sing  cosf cosp\ O
Wl—% {(1—1—7’)Sln6008¢ar+<rcosﬁcos¢ sm¢> 50 (rsinﬁ p—; 95|
1 o\ . ) 0 1 , 0 cosfsing cosgp \ O
Wz—% [(1+r)s1n981n¢ar—l—(TCOSQSlnqb—i—cosqb) 50 ( -~ rsin@) 8¢]’

W3:%|:(1+T2)COSG————+_:|.
i

El operador de Casimir del grupo de rotaciones W? es:

1+ 72
4

wW?=— ik S
or? T or r?

(1+r2)8_2+2(1+7’2)8 1 8_2+00862+ 1
902 T sin006 " smZo0e2 [ |

Los operadores de espin de subida(up) y bajada(down) definidos como habitualmente por
Wi = Wi £1iW,, son

et ) cosf +ir\ O rcosf —i\ O
- 11 Nginh — U7 ) o =2/ Ty D
W 2i {( +T)Sm98r+( r ) a0 ( rsinf )8@5]’

e o . 0 cos —ir\ 0 rcosf +1i\ 0
W-= 2i [(1+T)Sm9§+( r )@_< rsin @ )(‘37251

Satisfacen las reglas de conmutacion

Wy, Wy =W, [Ws,W.]=-W_, [W,, W._]=2W;.

Podemos verificar que (W;)* = =W, y que W, = —(W_)*, donde * significa tomar el complejo
conjugado del correspondiente operador.
Si F™(r,0,¢) es una funcion propia de W?2 y W, satisface las ecuaciones diferenciales:

W2E™(r,0,¢) = s(s + 1)E™(r,0,¢), WsF™(r,0,¢) = mEF™(r,0,0).

Para obtener soluciones de este sistema, vamos a proceder de la siguiente manera. Primero
vamos a calcular las funciones propias de la forma F?. Sobre ellas el operador W, nos produce
WLF? =0y después, actuando sucesivamente con el operador W_ obtendremos las restantes
funciones propias F!" de la misma representacion irreducible caracterizada por el parametro s
y para —s < m < s. El objetivo es encontrar primero las funciones F.
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Consideremos que podemos escribir las funciones F; en variables separadas en la forma

F3(r,0,¢) = A(r)B(0)C(¢). Entonces
WsA(r)B(0)C(¢) = sA(r)B(0)C(¢)

da lugar a

in 6

(1+7%) cosA'BC — MY AB'C + ABC' = 2isABC

r
donde A’ es la derivada de A y asi con las demaés, y dividiendo ambos lados por ABC' llegamos
a
A'(r)  sinf B'(9) N C'(9)
A(r) v B(#)  C(9)
El tercer término de la izquierda debe ser constante, ya que los demés términos son indepen-
dientes de ¢. Este término lo ponemos como C’(¢)/C(¢) = ik y por lo tanto C(¢) = €i*¢, salvo
un factor constante arbitrario. Como C(¢ + 2m) = C(¢) implica que la constante k debe ser
un entero. Las otras dos funciones satisfacen:

= 218

(1+7%) cosd

r(1+7%) cos0A'B — sinAB' + ir(k — 2s)AB = 0. (3.59)

Si existen soluciones con funciones reales A y B, entonces necesariamente k = 2s de tal manera
que el valor propio s puede ser un entero o un semientero, y la ecuacion (3.59) se puede separar
en la forma:

A'(r)  sind B'(0)
A(r) — cosf B(6)

cuya soluciéon general, salvo un factor global constante, es

r(1 4 7?)

= p = constante, (3.60)

A@«):( Tz )p/z, B(6) = (sin0)”.

14 r2

Si actuamos sobre esta solucion F? = A(r)B(6)C(¢), con W, como debe ser W, F? = 0,
nos produce:

r(1+1r%)sin? 0A’'B + (sinf cos § + irsin ) AB’ — 2s(ir cos§ + 1)AB = 0.

Dividiendo ambos miembros por AB, teniendo en cuenta (3.60), obtenemos para los parametros
la condicion (p—2s)(1+ir cosf) = 0. Entonces existen soluciones reales en variables separadas,
para todo p = 2s = k. Vienen dadas, salvo un factor global constante, por:

2

F{(r,0,¢) = (117&) (sin 0)* ™. (3.61)

Para s = 1/2 y después de la accion con W_ obtenemos los dos vectores ortogonales

1/2 r . ib 1/2 _1/2_7”(3089—1'1:
Wl/z——msmﬁe , I/V_\Ifl/z—\lll/2 ——m ,
que producen una representacion bidimensional del grupo de rotaciones. Podemos verificar que
W_w,? =0
Del analisis de la estrucutra de los operadores W, si tomamos el complejo conjugado de
la expresion W, F? = 0 obtenemos —W_(F?)* = 0 y por lo tanto (F?)* ~ G;* de tal manera
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que tomando los espinores complejos conjugados de la anterior representacion, obtenemos otro
par de espinores ortogonales correspondientes a s = 1/2.

<12 rcost —i =~ 12 r ;

= \; =—— gsinfe ™
2= i 2 = Ty

Las restantes representaciones para espines superiores se pueden obtener por el mismo
procedimiento. Otra forma es obtenerlas mediante productos tensoriales de las dos representa-
ciones irreducibles bidimensionales anteriores. Por ejemplo, para s = 1 podemos obtener tres
representaciones ortogonales. Si de (3.61) con s = 1 y actuando con el operador W_ obtenemos

T2

1/2 - i
U= (U)5)? = T S0 e,
1/2y /v, —1/2 r . . i
o) = (‘I’ljz)(‘l’l/; ) = 1472 sinf (i +rcos ) €',
v o—1j2ve  (i47rcos)?

que también puede obtenerse como el producto tensorial de ¥ @ W.

Si hubiéramos trabajado en la representacion canonica, donde los pardmetros son a« = an,
esto equivale a reemplazar la variable r = tan(«/2) en términos del parametro « y expresar el
operador diferencial 9/9r en términos de 9/0a, por lo que los operadores de espin quedan

lei' QSiné’cosqbi—i— cos cos¢_sin¢ 2_ sin ¢ _i_cose cosgp) O |
24 00 tan(

Oa tan(a/2) «/2)sin 6 sin ¢
1 ) ) 0 cos 6 sin ¢ 0 cos 6 sin ¢ cos ¢ 0
Wy = — |2sind — —_— — — - —
DY { o smgbaa * (tan(a/2) cos ¢) o0 ( sin ¢ tan(a/2) sin 9) 8¢] ’
1 0 sinf 0 0
= — 2 —_— —— —_—
W 2i { cos da tan(a/2) 00 * aqﬁ] ’
W o 82+ 1 £+ 1 8_2+COS92+ 1 02
~ |0a?  tan(a/2) 0 4sin’(a/2) | 0602 sin@ 99  sin?004? [ |’
el 0 cos 0 cosftan(a/2) —i\ O
W, =—|2sinf— —— i) = — —
MDY { e T (tan(a/2) +Z) a0 ( tan(a/2) sin 6 ) 8¢] ’
e~ 9] cos 6 9, cosftan(a/2) +i\ 0
W_ = 2sin — — — i) = - —
2i [ S 9 * (tan(a/Q) 2) 06 ( tan(a/2) sin 6 ) 8@5]
y los espinores de las dos representaciones ortogonales bidimensionales se escriben como
2 _ .o @ i -1/2 _ ¢ _ianl
U,)y =isin 5 sinf e'?, W, " = cos 5 —ising cos 6 (3.62)
Y ~ a a ~ a
\Ilig =cos o+ isin 5 €08 g, \11;/12/2 = —isin 5 sinf e, (3.63)

Se ha mencionado que los anteriores espinores son ortogonales. Para dotar a este espacio
de funciones con una estructura de espacio de Hilbert es necesario definir un producto escalar,
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hermitico, definido positivo. La matriz Jacobiana de las variables p’ en términos de las variables
p dada en (3.39), posee por determinante

1% 1 2\2
det<6p): (1+p%)

op’ (I—p-p)*

y la transformacion del elemento de volumen

1 2\2
d3p/: (+lu’)4d3
(I—p-p)
A partir de (3.39) obtenemos que
(1+p?)
1407 = m(1+p2)

por lo que la medida
P ( (1—p-p) )2 (L+p2)? 5 dp
(1+p%2 N+ )1+ p?) B

A=pp) T s 2
es de hecho una medida invariante.
En coordenadas esféricas se escribe como

r?sin @
— drdfd
(1 2y drdbde

y en la representacion normal es
sin®(a/2) sin Odadfde.

Como el grupo de rotaciones es un grupo doblemente conexo, la medida anterior tiene
que estar definida sobre una variedad simplemente conexa, es decir, sobre el grupo recubridor
universal del grupo de rotaciones SO(3), que es el grupo SU(2). La variedad del grupo SU(2)
en la representacion canodnica viene dada por la esfera tridimensional de radio 27 en la que los
puntos de su superficie representan a un tnico elemento de SU(2), la matriz unitaria 2 x 2,
—I. La medida invariante y normalizada resulta ser

1
duy(a, 0, ¢) = o) sin®(a/2) sin 0 da d6 dg. (3.64)

Por lo tanto, el producto escalar hermitico queda definido como

2m T 2m
< flg >= 4_71r2/0 doz/0 dé’/o do f*(a,0,0)g(a, 8, $)sin*(a/2) sin 0, (3.65)

donde f* es la funcion compleja conjugada de la f.

Los anteriores espinores son vectores ortogonales con respecto a esta medida invariante
(3.64). En particular, los espinores normalizados correspondientes a s = 1/2 vienen dados en
(3.62)-(3.63), multiplicados por el factor v/2.

Los operadores de espin proyectados en los ejes del cuerpo e;, vienen dados en (3.53) en la
parametrizacion p, y hemos visto que difieren de los operadores W tnicamente en el cambio
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p — —p, seguido de un cambio global de signo. Esto corresponde en la parametrizacion
candnica al cambio o — —a, seguido del cambio global de signo.
Se puede verificar, como se ha mencionado anteriormente, que

[ﬂ7 Tk] = _ieikl ,I’l7 (366)

(Wi, Ty] = 0. (3.67)

Como W2 = T? podemos encontrar vectores propios comunes de los operadores W2, Wy y
T3, que los denotaremos por Dfﬁ%(a) de tal manera que

W2D () = s(s+1)Dp (ev),

W3D%) (o) = mDY)(av),
T3D$) () = nDS)(c).

Como Wg(a)D,gizl(a) = mDS{iL(a), si producimos el cambio & — —a« obtenemos que
Wg(—a)Df;zzL(—a) = mD%) (—a) y el posterior cambio global de signo lo reduce a

~Ws(—a) D) (—a) = Ty(a) D), (~a) = —mDy) (~a),

por lo que los anteriores espinores (3.62)-(3.63) son también vectores propios de T5.
Con esta notacion, los cuatro espinores normalizados, denotados por los correspondientes
valores propios |s,m,n >, son

d; = |1/2,1/2,1/2> = V/2(cos(a/2) 4 i cos O sin(a/2)), (3.68)
by = |1/2,-1/2,1/2> = iV2sin(a/2) sinfe (3.69)
Dy = |1/2,1/2,-1/2> = iv2sin(a/2) sinfe™. (3.70)
o, = |1/2,-1/2,-1/2> = V/2(cos(a/2) — icosfsin(a/2)), (3.71)

Forman un conjunto ortonormal con respecto a la medida normalizada e invariante (3.64) y
con respecto al producto escalar definido en (3.65). Podemos comprobar que los operadores
de bajada W_®; = &y, W_Py = 0, W_P3 = &y, W_d, = 0, y andlogamente T_P; = 0,
T $3=>, T Py =0, and TP, = Py, y las correspondientes relaciones cuando se actia con
los operadores que suben W, y T, respectivamente. Observar que debido al signo opuesto
en las relaciones de conmutacion de los operadores T;, los operadores T} operan en sentido
contrario.

Un aspecto importante que conviene resaltar es que para las particulas de espin 1/2; a
pesar de que las representaciones irreducibles correspondientes a s = 1/2, son bidimensionales,
para describir la parte del espin de la funciéon de onda, necesitamos una funciéon compleja de
un espacio de Hilbert de dimension cuatro, ya que para describir la orientaciéon de la particula,
tenemos que asociar a la misma un sistema de referencia local, por lo que ademas de la pro-
yeccion del espin en el sistema del laboratorio poseemos como observables las proyecciones del
espin en los ejes del cuerpo, las cuales deben ser incluidas porque son operadores que conmutan
con los anteriores.

3.3.2. Representaciéon matricial de los observables internos

La representacion matricial de cualquier observable A que actiia sobre las variables de orien-
tacion o en el espacio de Hilbert de dimensiéon cuatro generado por estos cuatro espinores de



3.3. APENDICE: ESPINORES 107

espin 1/2, ®;, se obtiene de A;; =< ®;|/AD; >, 4,5 = 1,2,3,4. Una vez que fijamos estos cua-
tro vectores basicos normalizados, cuando los operadores acttian sobre el subespacio que ellos
generan, los diferentes operadores diferenciales como W; y T;, van a tener una representacion
matricial 4 x 4 por bloques de la forma:

. _hifo 0O
sew (7 9. -
B0 T B0 h(1 0
T1_§(]I o)’ T2_§<—z’]1 0)’ TS_i(o —]1)’ (373)

donde o son las tres matrices de Pauli y I representa la matriz unidad 2 x 2. Hemos incluido
la constante de Planck en los operadores de momento angular.

Si de forma andaloga calculamos la representacion matricial de las nueve componentes, en
esa misma base, de los tres vectores unidad (e;);, 7,7 = 1,2,3 que definen la orientacion de la
particula, obtenemos las nueve matrices hermiticas de traza nula

1/0 o 1 0 i0 1o 0
e-s(0 ) eg(l 0)e=3(0 %) 3.1

Podemos verificar que T; = S'-e; = e; - S. Vemos que en general las diferentes componentes de
los vectores unidad e;, no conmutan entre si. Los valores propios de cada componente ¢;;, en
esta representacion matricial son £1/3. Sin embargo, la representacion matricial del cuadrado
de cada una de las componentes es (e;;)*> =1/3, de tal forma que la magnitud al cuadrado de
cada vector unidad es efectivamente e = >_.(e;;)* = I, la matriz unidad. Los valores propios
de los operadores (eij)2 no son los cuadrados de los valores propios de los operadores ¢;,. Esto
es debido a que en general, la funcion e;;®; no pertenece al mismo espacio que el que generan
las funciones @, £ = 1,...,4, a pesar de que este subespacio es invariante bajo los operadores
Wi y T;. De hecho, cada funcion e;;®;, es una combinacion lineal de un espinor de espin 1/2'y
de un espinor de espin 3/2.

No se entiende por qué cualquier componente del vector unidad e;; de un sistema cartesiano
puede tener como valores propios £1/3 en el caso cuéntico y su cuadrado (e;;)? = 1/3 en vez
de ser I/9.

3.3.3. Teorema de Peter-Weyl para grupos compactos

Los espinores que acabamos de obtener, pueden ser obtenidos también por medio de un
teorema importante relativo a las representaciones de grupos compactos, y que se conoce en
la literatura como el teorema de Peter-Weyl 1°. Lo vamos a enunciar sin demostracion la cual
se puede encontrar en cualquiera de las referencias citadas.

Teorema.- Sea D(S)(g) un sistema completo de representaciones unitarias no
equivalentes e irreducibles de un grupo compacto G, enumeradas por el parametro

10N, Ja. Vilenkin, Fonctions spéciales et Théorie de la représentation des groupes, Dunod, Paris (1969), p.
39.
A.O. Barut and R. Raczka, Theory of group representations and applications, PWN-Polish Scientific Publishers,
Warszawa (1980), p. 174.
F. Peter and H. Weyl, Math. Ann. 7, 735 (1927).
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5. Sea dg la dimension de la correspondiente representacion y DE;) (9), 1 <i,7 <djs
los correspondientes elementos matriciales. Entonces, las funciones

/7 ) -
dsDij (9)7 1 S (2W) S ds

forman un conjunto ortonormal completo sobre G, con respecto a una medida
normalizada e invariante py(g) definida sobre este grupo, es decir,

/ Vd, D (9) V/d, Dy (g) dpn(g) = 6 6udju. (3.75)
G

Que el conjunto es completo significa que cada funciéon de cuadrado integrable definida sobre
G, f(g), admite un desarrollo en serie, convergente en norma, en términos de las funciones

ortogonales anteriores D( )( ), en la forma
fle) =3 a Vd: Dij(9)
5,1,7

(s)

aly) = /\/_D (9)dpn(g)-

En nuestro caso, SU(2) considerado como la variedad de un grupo, es la esfera tridimensional
simplemente conexa de radio 27, con una medida normalizada e invariante dada por (3.64),

y donde los coeficientes, en general niimeros complejos a,.’, se obtienen a partir de

dun(a,0,¢) = 4_71r2 sin 6 sin(«a/2)?* dadfdg.

En la parametrizacion normal, las representaciones bidimensionales de SU(2) corresponden
a los valores propios s = 1/2 de S? y la representacion matricial esta dada por

D(1/2)(a) _ COS(Q/2)H — isin(a/Z)(u . 0')7
es decir,

(1/2) () — cos(a/2) — z’cos&sin('a/Q) —isinfsin(a/2) e~
D e = < —isin fsin(e/2) €' cos(a/2) —|—icos@sin(a/2)) ’

Si comparamos estas componentes matriciales con los cuatro espinores ortogonales dados
n (3.68)-(3.71) vemos que

DU/ () = % (_‘1)53 —;?) (3.76)

En la representacion tridimensional de SO(3), considerada como una representacion de SU(2)
Dg;)(a) = 05 cos a + u;u; (1 — cos ar) + €pjup sina = e,

obtenemos otro conjunto de nueve funciones ortogonales. Multiplicadas por v/3 forman otro
conjunto ortonormal ortogonal al conjunto anterior de cuatro espinores. Resulta un buen ejer-
cicio el verificar esta ortogonalidad, realizando las correspondientes integrales por medios ma-
nuales o haciendo uso de algin programa de calculo algebraico.
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3.3.4. Espinores generales

En el caso de que la parte del zitterbewegung no sea nula, podemos obtener también
espinores de espin 1/2 como parte de las representaciones irreducibles contenidas en el producto
tensorial de los estados de espin 1 y espin 1/2, de las funciones U(u) y V(p), respectivamente,
en que se descompone la funcion de onda méas general (3.55).

El espin total de la particula es de la forma

S=uxU+W=Z+W,

donde Z = —ihu x V,, y W viene dado en (3.48). Las proyecciones del espin en los ejes del
cuerpo, es decir los operadores T; = e; - W, vienen descritos en (3.53). Satisfacen las reglas de
conmutacion:

(Z,Z)=iZ, [W,W]=iW, [T,T]=iT,
(Z,W]=0, [Z,T]=0, [W,T]=0.

Estas reglas de conmutacion son invariantes bajo el cambio p por —p en la definicién de los
operadores W y T', puesto que se intercambian uno en otro. Finalmente, la expresion de los
vectores unidad ligados a la particula e; vienen dados en (3.50) y (3.51).

Podemos ver que estas componentes de los vectores unidad y los operadores W; y Tj,
satisfacen las siguientes propiedades:

1) ejj(—a,0,0) = —e; (., 0,0).

2) e; - W = Zj Gijo = T;

3) 2 eT,=W.

4) Para todo i, j, la accién Wje;, = 0, sin suma sobre el indice 1.

5) Para todo 7, j, la accion Tie;; = 0, sin suma sobre el indice 1.

6) Para todo 7,7, k, con i # j, tenemos que Wiey; + Wier; = 0, y en el caso de que i = j,
nos lleva a la propiedad 4.

7) Para todo 4,j,k, con i # j, tenemos que Tie;, + Tje;, = 0, y andlogamente al caso
anterior, cuando ¢ = 7 nos lleva de nuevo a la propiedad 4.

Esto implica que e; - W = W - e; = T;, debido a la propiedad 4, cuando actia sobre una
funciéon arbitraria f,

(W-e)f = Z‘%(eijf) = fZWj(eij) + Zeijo(f) =T;(f),

debido a que > _; Wje;; = 0.

De la misma manera . e;7; =5, Tje; = W,

Fijemos ahora el valor del espin. Podemos describir particulas de cualquier valor de su
espin. Consideremos sin embargo los espines de valor méas bajo. Para particulas de espin 1/2,
si tomamos por simplicidad las funciones propias V(p) de W? correspondientes al valor propio
1/2, como el espin total debe ser 1/2, la parte orbital Z debe contribuir solamente con los
armonicos esféricos de valor z =0y z = 1.

Si no hay contribucion de la parte del zitterbewegung, z = 0, las funciones de Wigner
se pueden escoger como funciones propias simultdneas de los tres operadores que conmutan
W2 Ws, y T3, y los correspondientes vectores normalizados |w,ws, t3 > vienen dados por las
funciones (3.68-3.71).
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Si tenemos una contribucion del zitterbewegung correspondiente al valor z = 1, entonces
las funciones U(u) son los armonicos esféricos

Y0,4) = |1,1 >= —sin(f)e" 83, (3.77)
m

Y20,6) = 1,0 >—cos(é)\/%, (3.78)

Y7 0,4) = |1,—1 >=sin(f)e " 8% (3.79)

normalizados con respecto a la medida invariante

/0 " / " in(6)dAdd,

Se representan en la forma de funciones propias |z, z3 > de Z® y Z3, donde las variables 0y ¢
representan la orientaciéon del vector velocidad w.

La representacion producto tensorial del grupo de rotaciones contruida a partir de las
dos representaciones irreducibles, la 1 asociada a los armonicos esféricos (3.77)-(3.79) y la
representacion 1/2 dada en (3.68)-(3.71) se descompone en la suma directa de representaciones
irreducibles 1 ® 1/2 =3/2 ¢ 1/2.

_Las siguientes funciones de las cinco variables compactas 0, b, o, 0y ¢, donde las variables 0
y ¢ son las mismas que las de los armonicos esféricos Y™, y las restantes «, 6 y ¢, provienen de
los espinores ®;, representan funciones normalizadas de espin 1/2, |s, s3,t3 > que son vectores
propios de los operadores S?, S5 y T}

U= [1/2,1/2,1/2> = % <Y10¢>1 - \/§Y11<I>2) , (3.80)
U, = |1/2,-1/2,1/2> = % (—YP% + \/§Y;1c1>1) : (3.81)
Uy = [1/2,1/2,-1/2> = % <Y10<I>3 - \/§Y11<I>4) , (3.82)
U, = [1/2,-1/2,-1/2> = % (—chm + \/§Y;1q>3> . (3.83)

Podemos verificar que Wy = S_W; y andlogamente Wy = S_ W3, y en otra direccion Wy =T Wy,
y Uy = T _W¥,. No son vectores propios del operador W3, a pesar de que generan un espacio
vectorial invariante para los operadores S?, S3 y T3. En esta base (3.80)-(3.83) formada por
los vectores ortonormales W;, la representacion matricial del espin es

h(fo 0
sozew (5 9) s

mientras que la representacion matricial de Z y de W es

2h (o 0 —h (o 0
Z =— = — .
3(0 0')’ =% (0 0')’ (3.85)
los cuales no satisfacen las reglas de conmutacién de un momento angular debido a que el
espacio sobre el que actiian no es un espacio invariante para estos operadores Z y W.



3.4. RESUMEN DE M. CLASICA Y CUANTICA 111

La proyeccion del operador de espin W sobre los ejes del cuerpo, es decir, los operadores
T, toman la misma forma que en el caso anterior (3.73)

h(0 1 h( 0 il h(T 0
Tl_ﬁ(]l 0)’ T2_§<—z']1 0)’ T3_§(0 —]1)’ (3.86)

va que las funciones Uy y Wy son vectores propios de T3 con valor propio 1/2, mientras que
las funciones W3 y Wy lo son con valor propio —1/2; y por lo tanto los espinores V; generan
un espacio invariante para los operadores .S; y Tj. En efecto, la base formada por las funciones
propias simultdneas del operador espin total S?, S5 y T3, y la representacion de los ket, es la
misma que en el caso de los ®; dados en (3.68)-(3.71).

La expresion en esta base de las componentes de los vectores unidad e; viene dada por

1/0 o 1 0 io 1/o0 0
61—_§(o_ 0)’62__5(—2'0' 0)763—_5(0 —0'>' (3-87)

3.4. Resumen de M. Clasica y Cuantica

Vamos a esquematizar aspectos generales de la descripcion de sistemas elementales clasicos
y cuanticos.

Mecanica Clasica

Estados: Cada punto z € X del espacio cinemético X.

Particula elemental: X es un espacio homogéneo del grupo cinematico G.
Observables : Toda funcion de las variables cinematicas y de sus derivadas.
Transformacion del estado: ©’' = gz = f(x,9), g € G.

Particula elemental: Ly =Ti+ R-# + U -u+ W - w.

Interaccion: L; = —eAy(t,7)i + eA(t,7) - 7.

Constantes Noetherianas (no rel.):

H:—T—u-cil—l;, P:mu—dd—[t], K=mr—Pt-U, J=rxP+uxU+W.

Constantes Noetherianas (relativ.):

H= —T—u-%, P = R—%, K = Hr/*—Pt—Sxu/c®, J=rxP+uxU+W.

Invariantes (no relativ.)

2
m, H——=0, S?;M:<J—iK><P>
m

2m
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Invariantes (relativ.)
" = (H/e)? = P2 =m?*?,  ww" = (P-Son) — (HScu/c)’ = —m?2c*S>.
Sevy=J—qxP, HScy/c=HJ/c* - K xP, K=Hq/c*— Pt

Mecanica Cuantica

Estados: Cada vector de norma unidad |¢ >, ¢(z) € L*(X) del espacio de Hilbert
L?(X).

Particula elemental: L?(X) es el espacio de una representacion unitaria irredu-
cible del grupo cinemético G.

Observables : Todo operador lineal autoadjunto sobre el espacio de Hilbert.

Transformacién del estado:

0 5= Ulg)lo > 0/(a) = U(9)o(e) = ot~ 2)exp { Fratg ) |

y los operadores unitarios y sus generadores infinitesimales

— B9
U0 = exp { T X ] Xo= T (a) - valo)

Generadores (no relativ.):

H:m%, P:E_V, K=mr—Pt-U, J=rxP+uxU-+W.
1

h h

U=-V. W=_(

Generadores (relativ.):

Vo+tpxV,+p(p-Vy), S=uxU+W.

H:ih%, P:zLV, K =Hr/c*~Pt—Sxu/c®, J=rxP+tuxU+W.
i
h h
U=-Vi, W=_(V,+pxV,+p(p-V,), S=uxU+W.
Invariantes (no relativ.)
pP? 1 2

Invariantes (relativ.)
pup = (Hfe)’ P> =m*¢@,  wut = (P - Som)’—(HSown/0)* = —m*s(s+1)R".

Ecuacion de Dirac
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Particula de Dirac

4.1. Cuantizacion del modelo uv = ¢

Consideremos el modelo de Luxones, con u = ¢y & # 0. Estamos describiendo dos tipos
de particulas con un movimiento circular del centro de carga alrededor del centro de masa, a
la velocidad c.

Para la particula (H > 0), en el sistema de referencia del centro de masa, (ver Fig.4.1) el
centro de carga describe un circulo de radio Ry = S/mc, siendo el espin constante y ortogonal al
plano de la trayectoria. Para la antiparticula, con la misma orientacion del espin, el movimiento
de la carga es en sentido contrario al de la figura.

w
m
T
u
sY ©
r=Sxu/mc?
S=Z+W Z

Figura 4.1: Movimiento del centro de carga de una particula (H > 0), para el observador
del C.M.

Si hacemos el anélisis para el observador del centro de masa, la particula se reduce a un
sistema mecénico de tres grados de libertad: las dos coordenadas x e y del centro de carga en
el plano de la trayectoria y la orientacion « del sistema cartesiano local asociado al punto y
que rota con velocidad angular w. Pero esta fase es la misma que la del movimiento orbital.

113
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Pensad por ejemplo, que el triedro local sea el triedro de Frenet-Serret. Como el movimiento
es circular de radio constante, solamente nos queda un sélo grado de libertad, por ejemplo,
la coordenada x. Para el observador del centro de masa, la particula (y la antiparticula) es
equivalente a un oscilador arménico unidimensional de pulsaciéon w = mc?/S y amplitud Ry,
pero en su estado fundamental. Es un oscilador armoénico que no admite estados excitados.
Como la energia del estado fundamental del oscilador armoénico unidimensional es hw/2,
si la identificamos con la energia de la particula en este referencial +mc?, esto implica que
el pardametro clasico S tiene que tomar necesariamente el valor S = h/2. Todos los siste-
mas Lagrangianos que posean el mismo espacio cinematico corresponden al ser cuantizados
tinicamente a particulas (y antiparticulas) de espin 1/2. Y esto es independiente del tipo de
Lagrangiana que consideremos y que esté definida en el mismo espacio cinemaético.

4.2. Ecuacion de Dirac

Las variables cineméticas de esta particula transforman bajo P de acuerdo con

t(r) = t(r) +(v- R(M)T(T))/622+ b, (4.1)
r(r) = R(w)r(r)+ot(r) + (1:—7)02(” R(p)r(r))v + a, (4.2)
) = T} 10 0 RO+ "
I e e E ooy -

donde las funciones F. y G. vienen dadas en (2.99) y (2.100), respectivamente. Al cuantizar
esta particula, la funcion de onda es una funcion ®(t, r, u, p) de todas las variables cinemaéticas.
Para el grupo de Poincaré todos los exponentes y por lo tanto todas las funciones gauge sobre
sus espacios homogéneos son nulas, por lo que las Lagrangianas se pueden escoger estrictamente
invariantes. Las representaciones proyectivas son verdaderas representaciones, por lo que los
diez generadores sobre el espacio de Hilbert, teniendo en cuenta (4.1)-(4.4) y (3.15) vienen
dados por:

0 h th 0 h 1
H—Zha, P——V K = T'Cz It tzV—gSXu, (45)
J:rxi—?V—i-S, (4.6)
1

donde el operador S, que es el momento angular con respecto al punto 7, es el operador espin
de Dirac, que va a venir dado por el operador diferencial sobre las variables wy p

h
S—ux—V+ {V +pxV,+plp-V,)}=uxU+W, (4.7)

siendo V, y V, los operadores gradiente con respecto a w y p, como en el caso Galileano. El
operador S no es una constante del movimiento, ni siquiera para la particula libre.

Para obtener el conjunto completo de observables que conmutan, empecemos por el opera-
dor de Casimir, u operador de Klein-Gordon

H? - 2 P? = m*ch. (4.8)
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Los operadores H y P tnicamente derivan a la funcion de onda con respecto al tiempo t y a
la posiciéon r, respectivamente. El operador de espin S deriva con respecto a la velocidad y la
orientacion, por lo que conmuta con el operador de Klein-Gordon (4.8). Podemos por lo tanto
encontrar funciones propias simultdneas de los operadores (4.8), S? y S3. Esto nos permite
buscar soluciones en variables separadas, de tal manera que la funcién de onda la podemos
reescribir como

O(t,r,u, p) = Zda r)vi(u, p), (4.9)

donde las ¥;(t, r) describen la parte espacio-temporal y las x;(u, p) representan a la parte que
describe la estructura del espin. En consecuencia

(H? — A P? — m*c*) yy(t,r) =0, (4.10)

cada una de las partes espacio-temporales satisfacen la ecuacién the Klein-Gordon, mientras
que las que describen la estructura interna, satisfacen

S%xi(u, p) = s(s + 1)A*x;(u, p), (4.11)

Saxi(u, p) = mshxi(u, p). (4.12)

En la Seccién 3.3 se han encontrado soluciones de estas tltimas ecuaciones. En particular,
estamos interesados en las soluciones que describan particulas de espin 1/2. Estas soluciones
son también vectores propios de la proyeccion del operador espin sobre los ejes del cuerpo T3,
por lo que la solucion general de un espinor de espin 1/2 es un objeto de cuatro componentes.

Para particulas de espin 1/2, si tomamos como funciones propias las x(p) de S? con va-
lor propio 1/2, como el espin total debe ser 1/2, la parte orbital asociada al zitterbewegung
Z = u x U solo puede contribuir con armoénicos esféricos de valores propios z = 0y z = 1. Esto
significa, que desde el punto de vista cuantico podemos encontrar hasta dos representaciones
diferentes de particulas de espin 1/2, las caracterizadas por el singlete z = 0 (;jleptones?) o por
el triplete z = 1 (jquarks?) en tres posible estados de su componente z3. Si hubiéramos deno-
minado a la parte Z del espin como el color, podriamos tener dos clases de particulas de Dirac,
las que no tienen color (leptones) y las coloreadas (quarks). Los tres colores correspondientes
a los valores propios de z3 son inobservables porque los estados ¥; (3.80-3.83) son vectores
propios de S3 y T3 pero no de z3. Sin embargo, esta interpretacion de z3 como si representara
el color como en el modelo estandar no es del todo clara.

Para z = 0, las funciones de espin 1/2 x;(p) son combinaciones lineales de las cuatro
funciones ®; (3.68)-(3.71) y en el caso z = 1 son combinaciones lineales de las cuatro ¥; de
(3.80)-(3.83), de tal manera que el factor que aparece en frente de los armonicos esféricos es 1
porque como u = ¢, resulta ser una constante. El espacio de Hibert que describe la estructura
interna de una particula de Dirac es isomorfo al espacio de Hilbert cuatridimensional C*.

Si tenemos dos direcciones arbitrarias en el espacio, caracterizadas por los vectores unidad w
y v respectivamente, y Sy, v Sp son las proyecciones del momento angular en esas direcciones,
Su=u-SySpy=uv-85, entonces S_qy = —Su, y sus conmutadores son [Sy, Sy| = ihSuxv-
En el caso del signo opuesto para las reglas de conmutacion de los operadores T;, por ejemplo,
[T, Ty] = —ihTs3, sugiere que los vectores unidad e; X es = —eg, y sus permutaciones ciclicas
1 — 2 — 3. Por lo tanto los vectores unidad e; ligados al cuerpo, no solamente poseen como
valores propios +1/3, sino que se comportan en el caso cuantico como un triedro inverso. En
este caso los vectores e; no son vectores arbitrarios en el espacio, sino vectores ligados a los
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ejes del cuerpo que giran y por lo tanto no son observables compatibles, de tal manera que la
medida de las componentes, por ejemplo de e;, producird una interaccién con el cuerpo que
enmascarara la medida de los otros.

Usaremos esta interpretacion de un triedro inverso asociado a las particulas méas adelante,
cuando analicemos la quiralidad en la seccion 4.2.4. Para las antiparticulas el comportamiento
es el contrario, como un triedro directo.

Los operadores S; y T; poseen la representacion matricial obtenida anteriormente,que es

. _hifo O
S:W_§(0 a), (4.13)
B0 I R0 il E(T 0
Tl_E(]I 0)’ T2_§(—z’]I 0)’ T3_§(o —]1)’ (4.14)

donde o representan las tres matrices de Pauli y I es la matriz unidad 2 x 2.

Anéalogamente, las representaciones matriciales de las nueve componentes de los vectores
unidad (e;);, 4,7 = 1,2,3 da lugar a dos conjuntos alternativos de representaciones, depen-
diendo de que la contribuciéon del zitterbewegung sea z = 0 o z = 1. En el primer caso,

tenemos: . ) .
0 o 0 o o 0
61_§<0_ O>’62_§(_i0' 0)783_5(0 _0_)7 (415)

mientras que en el caso z = 1 la representacion es

1/0 o 1 0 Yoz 1/ 0
61—_§(a_ 0)’62__5(—2'0' 0)763—_5(0 —0')' (4'16)

Conviene observar que las diferentes componentes de los observables e; no son, en general,
observables compatibles, puesto que vienen representadas por operadores que no conmutan.

Si finalmente escribimos la funciéon de onda para particulas de espin 1/2 en la siguiente
forma, para el caso z = 0,

Qy(t,r,u, o) = Z@blt'r i(a,0,9), (4.17)

resulta ser independiente de las variables w, y en el caso z = 1, mediante
Oy (t,r,u, o) Z@/JZ t,r) gb a,0,¢). (4.18)

donde 6 y gg representan la direccion del vector w. Por lo tanto, una vez que las funciones
®; o ¥; que describen la estructura interna quedan identificadas con las cuatro funciones
ortogonales y de norma unidad, que son los vectores unidad de una base del espacio de Hilbert
interno, C*, la funcién de onda méas general resulta ser un objeto de cuatro componentes.
Las seis componentes del espin S; y Tj, juntamente con las nueve componentes (e;);, v la
matriz unidad 4 x 4, completamente agotan las 16 matrices hermiticas 4 x 4, linealmente
independientes. Forman por lo tanto una base vectorial del algebra de Dirac. De esta forma,
cualquier otro observable que sea invariante por traslacion, y que describa por lo tanto parte
de la estructura interna, por ejemplo el operador velocidad o aceleracion, velocidad angular,
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etc., debe ser posible expresarlo en términos de una combinacién lineal real de las 16 matrices
mencionadas. Veremos en la Sec. 4.3 que la orientacion interna, caracteriza completamente la
estructura interna del electrom.

El operador velocidad en la base ¥; se calculara en funcién de sus componentes en coorde-
nadas polares esféricas

up = csinfcos ¢, wus =csinfsing, wuz = ccosé.

Su representacion matricial en esta base es totalmente nula puesto que estos vectores son
vectores propios de S?, Ss y T3 y en estos vectores el valor esperado de los operadores de
velocidad es estrictamente cero pero con una gran dispersion.

El operador espin S = u x U + W con respecto al centro de carga, que como se ve en
(3.84) y (4.13), coincide con la representacion habitual del operador espin de Dirac.

Si consideramos la expresion del momento cineméatico para las particulas con u = ¢

H 1
K:—Qr—tP——QSXu
C C

y tomamos la derivada temporal de esta expresion seguida del producto escalar con el vector
u, nos conduce a una expresion invariante Poincaré (Operador de Dirac):

1 [du

Cuando el operador de Dirac actiia sobre una funciéon de onda cualquiera ) o (1), sabe-
mos que H y P poseen la representacion diferencial dada en (4.5) y el espin la representacion
diferencial (4.7), o la representacion matricial equivalente (4.13), pero en principio no sabemos
como representar la velocidad w y el observable (du/dt) X w. Sin embargo, sabemos que para
esta particula w y du/dt son vectores ortogonales y que juntamente con el vector w x du/dt
forman un triedro ortogonal directo, y que para el observador del centro de masa el centro de
carga describe un circulo de radio Ry = ii/2mc en el plano que contiene a w y du/dt.

Consideremos en primer lugar el caso z = 0. Como u y du/dt son observables invariantes
por traslacion, son elementos del dlgebra de Dirac. De aqui resulta que podemos relacionar estos
tres vectores con los tres vectores que definen el triedro inverso que describe la orientacion eq,
ey y e en su representacion (4.15). Entonces, como se muestra en la parte (a) de la Figura
4.2 y para la particula, H > 0, tenemos que u = ae; y du/dt X u = bes, donde a y b son
nimeros constantes, reales y positivos. Por lo tanto, el tercer término del operador de Dirac

es (b/c*)es - S = (b/c*)T3, y el operador (4.19) queda

b
H—aP - e; — —QTg =0. (420)
c
Si hacemos la identificacion con la antiparticula, H < 0, la parte (b) de la Figura 4.2, la

relacion de los observables anteriores es opuesta a la obtenida anteriormente, pero ahora con
los coeficientes —a y —b, respectivamente, es decir, obtenemos

b
H+aP - e + —2T3 = O, (421)
C

la cual corresponde claramente al cambio H — —H en la ecuacion (4.20).
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(b)

Figura 4.2: Representacion de los ejes locales y diferentes observables para la solucion (a)
H > 0 y para la (b) H < 0. Esta orientaciéon nos produce una ecuaciéon de Dirac en la
representaciéon de Pauli-Dirac

Si multiplicamos (4.21) por (4.20) obtenemos una expresion que se satisface tanto para la
particula como para la antiparticula
2 272
a b*h
H?>— —P1— —1=0, 4.22
9 4ct (4.22)
¥ que es solamente una relacion algebraica entre H? y P?, independiente del espin. Si identifica-
mos esta expresion con el operador de Klein-Gordon (4.8), el cual también contiene soluciones
con H> 0y H < 0, esto conduce a a = 3cy b = 2mc*/h = ¢3/Ry y substituyendo en (4.20)
obtenemos la ecuaciéon de Dirac:

H—cP-a— mc® =0, (4.23)

donde las matrices de Dirac tradicionales o y (§ vienen dadas por

a:(g ‘(’)) ﬁ:(g _OH), (4.24)

por lo que las matrices gama de Dirac son

70552(5 _OH>, 'yzfyoa:(_oo_ g), (4.25)

es decir, hemos obtenido la representacion de Pauli-Dirac, donde 3e; juega el papel de un
vector unidad en la direccion de la velocidad. Si lo sustituimos en (4.21) corresponde a la
representacion equivalente que se produce por el cambio v* — —~*.

Esta representacion es compatible con la aceleracion du/dt a lo largo del vector e;. En
efecto, en el sistema de referencia del centro de masa y en la representacion de Heisenberg, el
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Hamiltoniano de Dirac se reduce a H = mc?, y la derivada temporal de cualquier observable
A es

dA 1 0A
— = —[H Al + —. 4.26
o = A+ & (4.26)
Para el operador velocidad u = ca,
du i 2me® (0 o c?
o ﬁ[mc B, cal = - (_w 0 ) = R_0362’ (4.27)

donde ¢*/Ry es el modulo constante de la aceleracion en este sistema de referencia, y donde
3e; juega el papel de vector unidad en esa direccion.
La derivada temporal del sistema cartesiano ligado al punto es

de 1 c

d_tl = ﬁ[ﬁﬂLCQ,el] = Eoeg, (428)
de 1 c

d_t2 = ﬁ[ﬂmCQ, ) = —Ejela (4.29)
de 1

S~ Lame, e =0, (4:30)

puesto que e es ortogonal al plano de la trayectoria y no cambia, y donde ¢/Ry = w es la
velocidad angular del movimiento interno de la carga. Esta evoluciéon temporal de los observa-
bles e; es la correcta si como hemos supuesto se trata de un triedro cartesiano inverso como se
muestra en la Figura 4.2-(a). Es por esta razon que al comienzo del capitulo hemos supuesto
que el triedro rota con la misma velocidad que la velocidad angular del movimiento del centro
de carga.

Para ser consistente con la consideracion anterior de que los vectores juegan el papel de
vectores unidad 3e;, esto implica que el espin, para el observador del centro de masa debe tener
la orientacion de 3es. Este es el caso para las componentes superiores, mientras que para las
inferiores (que en esta representacion corresponden a estados con H < 0) la orientacion es la
opuesta. Esto significa que para las particulas el correspondiente conjunto de ejes ligados al
cuerpo forma un triedro inverso, mientras que para las antiparticulas, el correspopndiente con-
junto de ejes, forma un triedro directo. Esto pone de manifiesto una diferencia en la quiralidad
entre particulas y antiparticulas, como veremos.

En general

ds i 7

= =_[H,8]=-

dt h h
no es una constante del movimiento, pero para el observador del centro de masa, el operador
espin u X U + W se reduce al espin con respecto al centro de masa S que si es constante en
este referencial:

[cP-a+pBmc*,S]=cPxa=P xu,

% - %[ﬁch, S] = 0. (4.31)

Unicamente la componente Ty del espin sobre los ejes del cuerpo permance constante mien-
tras que las otras dos componentes 77 y 75 cambian debido a la rotacion de estos ejes.

dT i c
d_tl = ﬁ[ﬁ’fﬂC{Tﬂ = R—OTQ, (432)
dT: i c
_dt2 = ﬁ[ﬁmCQ,TQ] = _R_0le (433)
dT: '

3= LIBmcA, Ty = 0. (4.34)

dt h
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Si se analiza desde un observador arbitrario, el movimiento es una hélice y la aceleraciéon no
es de modulo constante ¢2/ Ry, y el operador espin con respecto al centro de carga S no es una
constante del movimiento, ya que quien es constante es el momento angular total J = rx P+,
que se conserva.

La posible identificacion de los observables internos con las diferentes combinaciones lineales
reales de las matrices hermiticas e; conduce a diferentes representaciones equivalentes de las
matrices de Dirac, y por lo tanto a diferentes expresiones para la ecuacién de Dirac.

€7
€3

€2

(a)
(v)

Figura 4.3: Orientacion de los ejes en la representacion de Weyl.

Por ejemplo, si realizamos la identificacion que se sugiere en la Figura 4.3, u = —ae3 y el
observable du/dt X u = be; en términos de sendas constantes positivas a y b, obtenemos por

el mismo método
0 I —o 0

y asi, las matrices gama resultan ser

fyozﬁ:(g g) vzvoaz(_oa g), (4.36)

es decir, la representacion de Weyl de la ecuacion de Dirac.

Cuando comparamos ambas representaciones, vemos que la representacion de Weyl se ob-
tienen a partir de la de Pauli-Dirac si es que rotamos el sistema de ejes del cuerpo un valor
7/2 alrededor del eje es. Entonces, el operador de rotacion es el

i 1T 1 I I
R(n/2,e5) = exp(i—ige2 - S) = eXp(ﬁiTz) = /2 (]I I ) .

Podemos comprobar que R+p, R = ~l,, donde 75, v i, son la matrices gama en las
representaciones de Pauli-Dirac y de Weyl, respectivamente.
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Podemos obtener de forma anéloga la ecuacion de Dirac en el caso de que la parte del
zitterbewegung valga z = 1, utilizando el conjunto de matrices (4.16) en vez del conjunto
(4.15), ya que son miultiplos uno del otro y lo inico que puede cambiar es algiin factor constante
en los célculos intermedios.

4.2.1. Conservacién de la probabilidad

La ecuacion de Dirac se escribe:

ih%—f — Eu V& —mc?Bd =0, (4.37)
]

donde @ es el espinor (4.17) o el espinor (4.18) un espinor o vector columna de cuatro compo-
nentes,

una vez que las partes relativas a la dependencia de las variables w y a se han sustituido por
los cuatro espinores béasicos. La velocidad u = ca es el operador velocidad de Dirac escrito en
términos de las matrices hermiticas 4 x 4 de Dirac a y 3 = 7° es la matriz hermitica de Dirac.
Si ahora tomamos la compleja conjugada y traspuesta de la expresion anterior,

0d* h

+ =Vo* - u — mc*®* 3 = 0. (4.38)

ik
! ot )

Si a la primera ecuacion (4.37) la multiplicamos por el vector fila ®* por la izquierda y la (4.38)
por el vector columna ® por la derecha, y restamos la segunda de la primera, se llega a
0(P* D)
ot

+ V(®*ud) = 0,

que llamando a ®*® = > ¢*1); = p(t,r) una funcion escalar y definida positiva que se inter-
preta como la densidad de probabilidad de presencia del electron y a ®*u® = j(¢,r), como la
densidad de corriente de probabilidad, la ecuaciéon de Dirac nos produce localmente la ecuacion
de continuidad
dp
ot
Existe por lo tanto conservacion local de la probabilidad, en cada punto (¢,7) € R*, del espacio
tiempo.
La densidad de corriente j = ®*u® = cip*y%y1), que como (7°)? = I, y definiendo el espinor
conjugado como vector fila 1) = ¥*~°, nos permite escribir la ecuacion de continuidad en forma
covariante en términos del tetravector j* = ciy"1h = (cp, j),

+V-j=0. (4.39)

85" = 0. (4.40)

Si al tetravector j#, lo multiplicamos por el valor de la carga e, obtenemos el tetravector
densidad de corriente eléctrica, que también satisface la misma ecuaciéon de continuidad, por
lo que se refuerza la idea de que la distribucién dada por la funciéon de onda como funciéon de
t y r, el punto r representa la localizacién de la carga eléctrica del electron.
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Como el teravector de densidad de corriente eléctrica es j* = ecyy*1, la interaccion con
un campo externo se escribe en la forma del acoplamiento minimo en términos de potenciales
que son solamente funciones de (t,7):

7t T) AL, )

4.2.2. Invariancia PCT

Figura 4.4: La inversiéon espacial del electrén en el sistema del centro de masa es equiva-
lente a una rotaciéon de valor 7 alrededor de S.

En la Figura 4.4 representamos la inversion espacial de la descripcion del electron, con-
siderado como el luxén cuyo centro de carga se mueve alrededor de su centro de masa a la
velocidad de la luz. Bajo la inversion P y desde el punto de vista del observador del centro de
masa cambia de acuerdo con

P:A{r— —r,u— —u,du/dt - —du/dt,S — S, H — H}.

En la representacion de Pauli-Dirac (Figura 4.2), vemos que esta inversién equivale a una
rotacion de valor 7 alrededor del eje es y, por lo tanto,

P = R(m,e3) = exp(imes - S/h) = exp(inT3/h) = i,

que es una de las posibles representaciones del operator paridad +7y o bien +77,. En la repre-
sentacion de Weyl esto corresponde a una rotacion de valor 7 alrededor del eje e; con lo que
P =ivy.

En la Figura 4.5 representamos la inversion temporal, también para el observador del centro
de masa,

T:{r - r,u— —u,du/dt — du/dt,S — S, H — —H},

pero este movimiento corresponde a una particula con H < 0, tal que la orientacion relativa
entre el espin, velocidad y posicion, dados por la ecuacion (2.135), esta conforme al movimiento
descrito en esta figura.

Una particula de Dirac es un sistema mecanico cuyos atributos intrinsecos son la masa
m > 0y el espin /2. Vemos que también el signo de H es invariante Poincaré y por lo
tanto es otra propiedad intrinseca lo que establece dos clases diferentes de sistemas de la
misma masa y espin. Al sistema con H > 0 se le da habitualmente el nombre de particula
mientras que se reserva el nombre de antiparticula para el de H < 0. El valor de la masa no
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u w 7
du,/dt
T
_—
S S

Figura 4.5: La inversion temporal del electréon produce una particula cuyo momento tem-
poral H es negativo.

lo fija la teoria, hay que introducirlo a mano. Para caracterizar su interaccién con un campo
electromagnético externo, tenemos que introducir a mano otra propiedad intrinseca, la carga
eléctrica e, localizada en el punto 7. Esto implica que ademas de las propiedades mecanicas m
y S el sistema posee propiedades electromagnéticcas como la carga eléctrica e, que debido a su
movimiento a la velocidad de la luz y a su separaciéon con respecto al centro de masa produce
un momento dipolar eléctrico d y un momento dipolar magnético p, respectivamente. La carga
eléctrica puede tener ambos signos, positiva o negativa.

S S S S
m m m m
H P = H T = —H C = —H
e e e —e
p o —p p
d —d —d d

La transformacion PCT, transforma la particula en su antiparticula, y reciprocamente, man-
teniendo invariantes los atributos mecanicos m y S y los atributos electromagnéticos p y d.
La invariancia PCT de este sistema establece una relacion entre el signo de H y el signo de la
carga e, a pesar de que la indeterminacién en el signo de la carga de la particula, persiste. El
producto eH es invariante PCT.

Esto implica que la particula y la antiparticula poseen un momento dipolar magnético y un
momento dipolar eléctrico oscilante, en un plano ortogonal al espin. Una vez fijada la direcciéon
del espin, el momento magnético de ambas posee la misma orientacién relativa con respecto
al espin, bien paralelo a antiparalelo, de acuerdo con cual haya sido la eleccién del signo de la
carga de la particula. El momento dipolar eléctrico oscila hacia la izquierda para las particulas
y hacia la derecha para las antiparticulas lo que muestra una diferencia entre ambas que recibe
el nombre de quiralidad. Si como habitualmente consideramos que el electrén es la particula,
es de carga negativa, la transformacion PCT transforma la particula (a) de la figura 4.6 en
el sistema (b). Si lo que denominamos particula es de carga positiva, entonces el espin y el
momento magnético son opuestos entre si, tanto para la particula como para antiparticula.

Sin embargo, no tenemos constancia de que se hayan realizado medidas experimentales
para encontrar la orientacion relativa entre el espin y el momento magnético para electrones
y positrones libres, (y tampoco para muones) a pesar de que se han realizado medidas muy
precisas para determinar el valor absoluto de g, la relaciéon giromagnética.
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Figura 4.6: Atributos electromagnéticos 1 y d para (a) una particula de carga negativa y
su transformada PCT, (b), y la orientacién relativa con su espin, analizado todo popr el
observador del centro de masa. El momento dipolar eléctrico de la particola oscila hacia
la izquierda mientras que lo hace hacia la derecha para la antiparticula.

4.2.3. Dos experimentos plausibles

Un experimento plausible indirecto ' ha sido propuesto para medir la orientacién relativa
entre el espin y el momento magnético de los electrones externos en atomos alcalinos como el
Rb o Cs.

Los 4tomos de Rb® tienen un electron en el nivel 5s. Su nicleo tiene espin 3/2 y como el
resto de las capas electronicas estan completas, el estado fundamental del Atomo tiene un espin
total 1, por lo que el electron externo se coloca con su espin en direcciéon contraria al espin del
nicleo. El momento magnético del atomo es basicamente el del electron externo, ya que las
capas internas estan completas y el momento magnético del nicleo es mucho més pequeno, del
orden de m./87m, con respecto al del electron, siendo m, y m, las masas del electron y del
proton, respectivamente.

Atomos de rubidio Rb% muy frios, en un campo magnético externo se orientaran de tal
manera que sus momentos magnéticos apunten en la direccion del campo. Si ahora lanzamos
en la direccion del campo un haz de fotones polarizados circularmente de suficiente energia
~ 6,8GHz para producir la transicion hiperfina que nos da vuelta al espin del electron més
externo, colocando al &tomo en el estado excitado hiperfino, y por lo tanto con espin total
2, unicamente aquellos fotones cuyo espin tenga sentido contrario al de este electréon serén
capaces de hacer la transicion, y podran ser absorbidos. Fotones con su espin en la direccion
del espin del electron externo no lo producirdn. Por lo tanto, midiendo la orientaciéon del espin
de los fotones de la luz polarizada circular que produce la transicion hiperfina, sabremos que el
espin del electréon externo tiene la orientacion contraria, y como su momento magnético tiene

'M.Rivas, Are the electron spin and magnetic moment parallel or antiparallel vectors?, LANL Ar-
Xiv:physics/0112057.
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la orientacion del campo, obtenemos la orientacion relativa entre espin y momento magnético.
Ahora la tarea seria también medir la orientacion relativa para los positrones, para confirmar
esta prediccion.

Existe una indefinicion en el signo de la carga de la materia, que esta también presente en el
formalismo de Dirac. Sin embargo la prediccion que se hace es consistente con los estados ligados
formados por una particula y su antiparticula. Como ejemplo, consideremos el positronio (un
sistema ligado inestable electron-positron). Antes de aniquilarse posee un estado fundamental
de espin 0 y momento magnético 0. Esto significa que los espines de ambos electrén y positron
son opuestos y lo mismo sucede para sus momentos magnéticos. Por lo tanto, para el electron y
el positron debe existir la misma orientacion relativa entre su espin y su momento magnético.

Otro ejemplo, el pion neutro 7%, es una combinacion lineal de los estados ligados quark-
antiquark i, dd y a veces también se incluye el par s5. Es un sistema ligado que en su estado
fundamental es de espin 0 y momento magnético 0. Como cada uno de los quarks anteriores
poseen masas y cargas distintas poseen diferentes momentos magnéticos, la posibilidad de que
su combinacién lineal dé un espin 0 y momento magnético 0, es que para cada uno de los
pares valgan cero, por lo que cada quark y su correspondiente antiquark deben tener la misma
orientacion relativa entre el espin y su momento magnético.

Otro experimento que se propone es medir la direccién de precesion del espin de los e™ y
e~ o bien de los u™ and = en un anillo de almacenamiento. Si cada par e™ y e~ o bien u™
y p~ tienen la misma orientacion relativa entre el espin y el momento magnético, entonces el
momento que las fuerzas externas hacen sobre ellos por parte de un campo magnético es el
mismo

s
B=2
B dt

Sin embargo, si inyectamos estas particulas con un acelerador de tal manera que las particulas
y las antiparticulas tengan el espin en la misma direcciéon, por ejemplo hacia arriba, como las
dos clases de particulas poseen carga contraria, hay que invertir el sentido del campo magnético
del anillo, por lo que precesaran en sentido contrario. Si fuera posible detectar esta direcciéon de
precesion, confirmaria esta prediccion, pero al mismo tiempo nos daria la orientacion relativa
entre el espin y el momento magnético.

4.2.4. Quiralidad

El modelo clésico que satisface la ecuacion de Dirac cuando se cuantiza, da lugar a dos
posibles sistemas con H > 0y H < 0. Al sistema cuyo H > 0 se le suele denominar la
particula. Ambos sistemas son de energia positiva £ = |H|. Para la particula el movimiento
interno del centro de carga tiene lugar en un plano ortogonal al espin en sentido hacia la
izquierda cuando se fija la direccién del espin en el sentido positivo. Para la antiparticula, el
movimiento es hacia la derecha, para la misma orientacion del espin. Para las particulas, el
sistema local orientable de vectores unidad e; se comporta como un triedro inverso, que rota
con velocidad angular en la direccién opuesta a la del espin. Para las antiparticulas resulta ser
un triedro directo que rota en el sentido del espin.

Si hubiéramos comenzado nuestro analisis considerando en primer lugar el ejemplo de la
antiparticula, entonces a la hora de obtener la misma reprsentaciéon de Pauli-Dirac como en
el caso anterior, habriamos tenido que considerar que los ejes del cuerpo son los de la figura
4.7, es decir, en la direccion opuesta a los que escogimos anteriormente, y esto nos lleva por
los mismos argumentos que las matrices yv* deben reemplazarse por las —y*, de manera que
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€2
€z
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Figura 4.7: Orientacion relativa de los ejes del cuerpo para la antiparticula que dan lugar
a la representacion de Pauli-Dirac. Los ejes se comportan como un sistema de ejes directo
que rotan alrededor de la direcciéon del espin.

el Hamiltoniano, en el sistema de referencia del centro de masa, se reduce a —3mc?. De esta
forma, el movimiento de los ejes del cuerpo es, en vez de (4.28-4.30), el dado por

de i
—dtl = }—i[—ﬁmcz7 el] = —w62, (4:4:1)
de i
d—; = ﬁ[—ﬁmc2, 62] = weq, (442)
de i
s L et e =0, (1.43

con w = ¢/ Ry, lo cual corresponde claramente a un triedro directo que rota con una velocidad
angular en la direccion del espin.

La materia es de izquierdas y la antimateria es de derechas, por lo que respecta al mo-
vimiento y al comportamiento de los ejes del cuerpo. Materia y antimateria muestran una
diferente quiralidad.

A pesar de que el movimiento del centro de carga tiene lugar en una region del orden de la
longitud de onda Compton, es posible que esta separaciéon sea fisicamente inobservable, este
movimiento corresponde sin embargo a la oscilacion de un dipolo eléctrico instantaneo, que
oscila con una frecuencia muy alta. El sentido del movimiento de este dipolo, una vez que la
direccion del espin ha sido fijada, revela la diferencia entre particula y antiparticula.

Finalmente, si comparamos el operador espin y el vector es vemos que

S_EO’O 6_10'0
“2\0 o) P 3\0 -0/

de tal forma que las dos componentes superiores del espinor de Dirac corresponden a solucio-
nes de valor positivo de H y por lo tanto estan relacionadas con S ~ ez, mientras que las
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componentes inferiores corresponden al valor negativo de H, y para estas componentes estos
operadores se comportan como S ~ —egs, lo cual brinda una relaciéon vectorial como la que se
representa en las figuras 4.2 y 4.7, respectivamente.

4.3. Algebra de Dirac

Las tres componentes espaciales del espin S;, las tres componentes del espin en los ejes del
cuerpo 7} y las nueve componentes de los ejes del cuerpo (e;);, 4,7 = 1,2, 3, cuyas represen-
taciones matriciales vienen dadas en el caso z = 0 por (4.15) o en (4.16) en el caso z = 1,
juntamente con la matriz unidad 4 x 4, I, forman un conjunto de 16 matrices hermiticas, lineal-
mente independientes. Son por lo tanto una base del dlgebra de Dirac como espacio vectorial,
y satisfacen las siguientes reglas de conmutacion:

[Si, S]] = iheiijk, [T‘u T]] = —ihEijka, [SZ, T']] = 0, (444)

[Si, (€))r] = iheirr(€))r, [Ti, (€)x] = —iheijr (e, ), (4.45)

y los vectores reescalados 3e;, en el caso z = 0,
43
[(3€i)k, (3e;)i] = i (0ij€xtrSr — Oma€izrTy) (4.46)

mostrando que los operadores e; transforman como vectores bajo rotaciones pero no son ob-
servables que conmuten. En el caso z = 1, los vectores reescalados —9e;, satisfacen las mismas
relaciones (4.46).

Si fijamos el par de indices 7, y j, entonces el conjunto de cuatro operadores, por ejemplo,
S?%, S, T; vy (e;); forman un conjunto completo que conmutan. En efecto, las funciones ®;,
i =1,...,4, dadas anteriormente (3.68)-(3.71), son funciones propias simultaneas de S?, Ss,
T3y (e3)s con valores propios s = 1/2, y para s, t3, y ess los siguientes valores:

Oy = [1/2,1/2,1/3>,  ®y=|—1/2,1/2,-1/3 >, (4.47)
Oy = |1/2,-1/2,—-1/3 >,  dy=|—1/2,-1/2,1/3 > . (4.48)
Analogamente, los espinores ¥; de (3.80)-(3.83)
Uy = [1/2,1/2,-1/9 >, Uy = |—1/2,1/2,1/9 >, (4.49)
Uy = [1/2,-1/2,1/9 >,  Wy=|—1/2,-1/2,~1/9 > . (4.50)

Estos observables basicos satisfacen las siguientes reglas de anticonmutacion:

h2
85,95} =L, T} = 5 0L, (4.51)
h2
{S:, (3ej)} = 20417, {T;, (3ej)r} = 26 Sk, (4.53)

2 2
{(ei);, (ew)i} = § odul + einrejis(er)s. (4.54)
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Si definimos ahora las matrices adimensionales y normalizadas:

2 2
aij = 3(ei)j7 (() aij = —9(61‘)]'), S; = ﬁSZ tz = ET;7 (455)
juntamente con la matriz unidad 4 x 4, I, forman un conjunto de 16 matrices I'y, A\=1,...,16

que son hermiticas, unitarias, linealmente independientes y de determinante unidad. Son la
base ortonormal del dlgebra de Dirac como algebra de Clifford.

El conjunto de 64 matrices unitarias de determinante +1, £I"y, £:['y, A =1,...,16 forman
un subgrupo finito de SU(4). Su ley de composicion se puede obtener de:

aijar = 005l + 10in€jir Sp — 10 1€ikr tr + Eikr€jis Crs, (4.56)
Qi Sk = iEjkl a; + 5jk ti, (457)
aijty = —i€ay + Ok Sj, (4.58)
SiQj = 1€ aj+ Ol (4.59)

SiSj = i€k Sk + 0isL, (4.60)
sit; = tjsi = aj, (4.61)
ti A = —’iEijl Qi + 6ijsk, (462)
tit; = —iepty + 04l (4.63)

y analogamente podemos usar estas expresiones para obtener las reglas de conmutacion y de
anticonmutacion (4.44-4.54).

El &lgebra de Dirac es generada habitualmente por las cuatro matrices gama de Dirac «*,
w=0,1,2,3 que satisfacen las reglas de anticonmutacion:

{7} =291, (4.64)

donde n*"¥ es el tensor métrico de Minkowski.

Anéalogamente, el algebra de Dirac puede ser generada por los cuatro observables siguien-
tes, por ejemplo: Sy, Sy, 11 y 1. En efecto por (4.60) y (4.63) obtenemos los I, S5 y T3
respectivamente y mediante (4.61), los restantes elementos.

Clasicamente, la orientacion interna de un electron es caracterizada por el conocimiento de
las componentes de los ejes del cuerpo (e;);, 7,7 = 1,2,3, que en conjunto constituyen una
matriz ortogonal. Para caracterizar completamente y de forma tnica una matriz ortogonal
a partir de sus componentes, necesitamos conocer al menos cuatro de ellas. En la version
cuantica el conocimiento de cuatro de las matrices (e;); y haciendo uso algebraico de (4.56)-
(4.63), nos permite recuperar los restantes elementos del algebra de Dirac. Es en este sentido
que la orientacion interna del electron completamente caracteriza su estructura interna. El
algebra de Dirac de los observables del electron que son invariantes por traslacion, puede ser
algebraicamente generada a partir de cuatro de los operadores que describen su orientacion.

4.4. Simetrias espacio-temporales adicionales

Las variables cinemaéticas de esta particula clasica de Dirac se reducen al tiempo ¢, posicion
r, velocidad w y orientaciéon o, con la condicion de que la velocidad es siempre u = ¢, o bien 1
en unidades naturales. Si la particula tiene masa m # 0 y espin s # 0, podemos definir también
una unidad natural de longitud s/mc y una unidad natural de tiempo s/mc?. La unidad natural
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de longitud es el radio del zitterbewegung, o movimiento circular del centro de carga de la figura
4.1, y la unidad natural de tiempo es el tiempo empleado por la carga durante una vuelta,
y para el observador del centro de masa. Esto implica que para particulas con masa y espin,
todas sus variables cinematicas y sus derivadas temporales se pueden tomar adimensionales.
El formalismo es por lo tanto invariante bajo aquellas dilataciones espacio-temporales que no
modifiquen la velocidad de la luz.

Resulta de esto que, aunque hemos comenzado con el grupo de Poincaré como el grupo
bésico de simetrias espacio-temporales, las particulas con masa y espin poseen un grupo de si-
metrias mas amplio. Al menos contiene también dilataciones espacio-temporales con generador
D. La accion de esta transformacion sobre las variables cinematicas es

La nueva constante del movimiento Noetheriana toma la forma
D=tH—7r-P. (4.65)

Sea R(() una rotacion arbitraria que cambia los ejes coordenados del observador inercial.
La accion de esta rotacion arbitraria R(83) sobre las variables cinemaéticas es

¢ =t v =R(@Br, u=R@Bu, R)=RPBR)

y por esta razon los generadores J de las rotaciones involucran a operadores diferenciales que
derivan con respecto a todas estas variables cineméticas, excluido el tiempo.

La orientacion de la particula, representada por las variables a, o de forma equivalente
por la matriz ortogonal de rotaciéon R(c), se interpreta como la orientacion de un sistema
hipotético de tres ejes unidad cartesianos e;, i« = 1,2, 3, localizados en el punto r. No poseen
realidad fisica, pero pueden ser interpretados como los ejes de un sistema cartesiano asociado
a algtin observador inercial instantaneo con origen en ese punto. Pero la eleccion de este sis-
tema cartesiano ligado al punto es completamente arbitraria, de tal manera que el formalismo
debe ser independiente de sus valores reales. Esto significa que, ademés del anterior grupo de
rotaciones que modifica los ejes del observador inercial, debe existir otro grupo de rotaciones,
de elementos R(7), que modifica a las variables de orientacion a, pero sin modificar al resto
de las variables T y wu, es decir, una rotacion local del sistema de ejes del cuerpo:

t'=t, r=r u=u R()=R(H)R(a), (4.66)

Los generadores de este nuevo grupo de rotaciones, que afecta solamente a las variables de
orientacion, seran la proyeccion de los operadores de momento angular W proyectados sobre
los ejes de la particula. Es claro que estas dos operaciones de rotacion de los ejes del observador y
de los ejes de la particula, conmutan entre si. Estas tultimas rotaciones representan rotaciones
activas de los ejes de la particula. A partir del teorema de Noether, los nuevos observables
conservados seran:

donde e; son los tres vectores unidad ortogonales que definen los ejes de la particula.

Si R(ex) es la matriz ortogonal de rotacion que describe la orientacion de la particula, si
la consideramos por columnas, estas columnas describen las componentes de los tres vectores
unidad ortogonales e;, i = 1,2,3. Las Ecuaciones (4.66) corresponden a la transformacion
e; = R(7)e; de los ejes de la particula.
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Los operadores W;, representan a las componentes de los operadores de momento angular
asociados al cambio de orientaciéon de la particula, y proyectados en los ejes del observador
inercial correspondiente. Las magnitudes conservadas (4.67), son las componentes de los opera-
dores de momento angular proyectados sobre los ejes de la particula T; = e; - W. Al cuantizar
elsistema, vendran dados por los operadores diferenciales (4.79)-(4.81) del apéndice de este
capitulo, y satisfacen

T = Wz, [THTJ] = iGijka,

Podemos ver que los operadores autoadjuntos 7; generan otro grupo SU(2) que es la represen-
tacion del grupo de rotaciones que modifica solamente a las variables de orientacion, conmuta
con el grupo de rotaciones generado por los J;, y con la totalidad del grupo de Poincaré
ampliado, incluidas las dilataciones espacio-temporales.

Puesto que esperamos que el formalismo sea independiente de las variables de orientacion
tenemos otro grupo SO(3) de simetrias espacio-temporales de la particula.

4.4.1. Analisis del grupo de simetrias ampliado

Sean H, P, K y J los generadores del grupo de Poincaré P. Con la identificacién habitual
de p* = (H, P) como los operadores que definen el tetramomento y w* = (P-J, HJ — K x P)
como el operador tetravector de Pauli-Lubanski los dos operadores de Casimir del grupo de
Poincaré son
Ci =pupt, Cy=—ww".

Estos operadores de Casimir, si los medimos en el sistema de referencia del centro de masa
donde P = K = 0, se reducen respectivamente en una representacion irreducible a C; = m2c?y
Cy = H?*J? = m?c®s(s+1)h2. Los dos parametros m y s, que caracterizan a cada representacion
irreducible del grupo de Poincaré, representan las propiedades intrinsecas de una particula
elemental relativista.

Consideremos las dilataciones espacio-temporales de generador D. La accion de esta trans-
formacion sobre las variables cinematicas es

Denotemos esta ampliacion del grupo de Poincaré por W, a veces denominado grupo de Weyl.
En la representacion cuéntica, este nuevo generador, cuando actiia sobre la funcién de onda,
toma la forma:

D = itd/dt +ir - V. (4.68)

y satisface
[D,p"] = —ip*, [D,J"]=0.

Este grupo ampliado solamente posee un operador de Casimir 2, el cual, para particulas con
masa, con lo que el operador C; # 0 es invertible, se reduce a

C =00 =C7MCy = Cy/O1 = s(s + 1A%

En el sistema de referencia del centro de masa, este operador se reduce a C' = S?, el cuadrado
del operador espin.

2 Abellanas L and Martinez Alonso L 1975 J. Math. Phys. 16 1580
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Al admitir también como simetria las dilataciones espacio-temporales vemos que la masa
deja de ser una propiedad intrinseca. Es tinicamente el espin la propiedad intrinseca de una
particula elemental. En efecto, puesto que el radio del movimiento interno es R = s/mc, un
cambio de las escalas de longitud y tiempo corresponde a un cambio de masa, permaneciendo
sy ¢ constantes. Pero esta transformacion de una particula elemental de espin 1/2 modifica
su estructura, su radio interno y su masa y se transforma en un estado de masa diferente pero
del mismo espin.

La estructura del operador diferencial J = r x P + Z + W, donde la parte del espin es
S = Z + W posee por valor propio s = 1/2 en el modelo analizado. Esto implica que el
valor propio del operador W? corresponde a w = 1/2 mientras que para la parte Z? se reduce
solamente a las dos posibilidades z =00 z = 1.

Ademas del grupo VW vamos a considerar la representacion del grupo de rotaciones locales
generadas por los T; con valores propios w = t = 1/2. Tenemos por lo tanto un grupo de
transformaciones espacio-temporales més amplio que el grupo de Weyl, con una estructura
adicional SU(2) al ser cuantizado.

Los generadores 7T; conmutan con todos los generadores del grupo de Weyl W, y este nuevo
grupo de simetria lo podemos escribir como S = W ® SU(2)7.

Este nuevo grupo posee solamente dos operadores de casimir S? y 72 con valores propios
1/2. Esto es lo que justifica que nuestra funcion de onda sea un objeto de cuatro componentes.
Al escoger el conjunto completo de observables que conmutan, tomamos los operadores T2 =
52, el operador S3 y el T3 que pueden tomar los valores +1/2 y, por ejemplo el operador p*p,
y los operadores p*. De esta manera, podemos separar en la funcién de onda las variables de
orientacion y velocidad de las variables espacio-tiempo,

1=4

1/)(757 r,u, O:) = Z ¢i<t7 T)Xi<’u’7 Oé)

donde los cuatro espinores y;(v,a) se pueden clasificar de acuerdo con los valores propios
|ss, t3 >. Las funciones ¢;(t, 1) se pueden escoger como vectores propios del operador de Klein-
Gordon

p#pﬂqbi(t, T) - m?¢i(tv ’I").

Como este operador p,p" no conmuta con el observable D, el valor propio de la masa m; no
es una propiedad intrinseca, y el correspondiente valor depende del estado particular ¢; que se
considere.

Para la clasificacion de los espinores y;(u,a) podemos considerar también la parte de
los operadores de momento angular Z. Como [Z2,5% = [Z2,T?] = [Z?%p"] = 0, podemos
tomar Z2 como un observable que conmuta. Solamente puede tomar valores propios enteros
al actuar sobre funciones de las variables de velocidad. Es debido a que en términos de estas
variables tiene la estructura de un momento angular orbital. Como el espin total S = Z + W,
y el valor propio de S? es 1/2, los posibles valores propios de Z? son solamente z = 0 6
z = 1. Ver el apéndice al final del capitulo para una clasificaci’on posible de las y;(u, ), de
acuerdo con z = 0y que da lugar a las funciones propias (3.68-3.71), y las funciones propias
correspondientes a z = 1, dadas en (4.86-4.89). En este caso, las funciones propias no pueden
ser simultaneamente vectores propios de Zs. Sin embargo, el valor esperado de Z3 en la base
correspondiente a z = 0, ®;, es 0, mientras que su valor esperado en la base correspondiente a
z=1, W, es de +2/3.
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4.4.2. Ampliacién del espacio cineméatico

Una vez que el grupo cinematico ha sido ampliado incluyendo como simetrias adicionales las
dilataciones espacio-temporales, tenemos una nueva variable cinematica adimensional asociada
a este nuevo subgrupo uniparamétrico. De esta forma el espacio cinematico, como espacio
homogéneo del nuevo grupo, puede ser ampliado. En efecto, si tomamos la derivada temporal
de la constante del movimiento (4.65), obtenemos:

H=P-u.

Si lo comparamos con la ecuacion (4.19), vemos que falta un término. Esto implica, que des-
de el punto de vista clasico necesitamos una nueva variable cineméatica adimensional 3, que
transforme bajo estas transformaciones, y que contribuya al nuevo observable D. El espacio
cinematico ampliado transforma ahora:

t=et, =e¢r, uW=u od=a [ =\+0.
Desde el punto de vista de la teoria de grupos, esta nueva variable adimensional corresponde
con sus dimensiones y dominio lo mismo que el parametro normal del nuevo subgrupo, cuyo
generador es D.
~ Desde el punto de vista Lagrangiano, la nueva Lagrangiana dependera también de 3y de
[, con una estructura general de la forma

L=iT+7 R+u -U+w- W + 3B,

siendo ahora B = 0L/0f. La constante del movimiento Noetheriana asociada a la invariancia
de las ecuaciones dinamicas bajo las dilataciones espacio-temporales nos lleva a que

D=tH—r-P-B,

y el nuevo generador en la version cudntica aparece como:

D:zta/8t+ir.v+z‘%.

De esta forma, el altimo término de (4.19) esta relacionado con la derivada temporal del tltimo
término de la ecuacion de Dirac:

dB 1 du

—==8|—-—x .

it &2 ( dt “)

Este nuevo observable B, con dimensiones de accion, posee una derivada temporal positiva
para las particulas y una derivada temporal negativa para las antiparticulas. Este signo esta
claramente ligado con el signo de H. Para el observador del centro de masa P = 0, H =

+mc? = dB/dt, que da por solucion B(t) = B(0) &+ mc*t. En unidades de A este observable
representa la mitad de la fase del movimiento interno de la carga alrededor del centro de masa

B(t) = B(0) + %m.

Una particula de Dirac necesita dar dos vueltas para que su fase B(t), en unidades de A,
incremente en 27.

Debido a que las rotaciones locales generadas por los 7T; conmutan con todo el grupo
W, las variables cinematicas anteriores también siguen generando un espacio homogéneo del
grupo total W ® SU(2);, y, por lo tanto, también representan las variables cinematicas de una
particula elemental cuyo grupo de simetrias espacio-temporales sea este nuevo grupo ampliado.
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4.4.3. Relacion con el modelo estandar

Hemos analizado el grupo de simetrias espacio-temporales de un modelo clasico de particula
elemental que satisface la ecuacion de Dirac cuando se cuantiza. La materia descrita por este
modelo (estados con H > 0), es de izquierdas mientras que es de derechas para la antimateria
(estados con H < 0). El concepto de derechas e izquierdas, se refiere al movimiento del centro
de carga una vez que la direccion del espin ha quedado fijada. Para la materia el movimiento
de la carga es en sentido contrario a las agujas del reloj cuando miramos en la direcciéon del
espin. Esta contenido en un plano ortogonal a la direccién del espin, con el convenio habitual
de signos para formas lineales y multivectores del dlgebra geométrica. El movimiento tiene la
direccion de las agujas del reloj para la materia.

El grupo de simetrias de la Lagrangiana de esta particula es el S = W ® SO(3)r y es
W ® SU(2)7 en su descripcion cuéntica. Es mas amplio que el grupo de Poincaré que es con el
que comenzamos el andlisis cinematico. En la version cuantica, ademés del grupo de Poincaré
contiene un nuevo grupo U(1), el cual es la representacion unitaria del grupo de dilataciones
espacio-temporales. Ademéas contiene un grupo SU(2)7 que es la representacion unitaria del
grupo de rotaciones locales del sistema cartesiano ligado al punto. El grupo total posee dos
operadores de Casimir: S?, el operador de Casimir de W y T? el operador de Casimir de
SU(2)r, que toman ambos los valores propios s = t = 1/2 para la particula de Dirac que
acabamos de considerar.

Algunas de estas caracteristicas poseen ciertas similitudes con el modelo estandard de par-
ticulas elementales, por lo que respecta a aspectos cinematicos. Si, por ejemplo, interpretamos
los generadores de las rotaciones locales 7; como si describiesen el isospin y que las compo-
nentes del momento angular Z, relacionadas con la parte zitterbewegung del espin, como si
describiesen color, entonces una particula elemental de Dirac, descrita por este formalismo es
un objeto masivo de espin 1/2, isospin 1/2, y de masa y carga arbitraria. Admite como estados
de espin los s3 = £1/2 y también para el isospin t3 = +1/2. Existen dos representaciones
irreducibles no equivalentes correspondientes a la parte zitterbewegung del espin z. Puede ser
una particula sin color z = 0 (lepton?) o una particula con color z = 1 en uno cualquiera de
los tres posibles estados de color z3 = 1,0, —1, (quark?), pero no admite valores mayores para
el valor propio z. Los estados basicos pueden ser vectores propios de Z? pero no de Zs, de tal
manera que el correspondiente color no es simultidneamente observable con los deméas atributos
del espin, y resulta por lo tanto inobservable. No existen posibilidades de transicion entre par-
ticulas con color y sin color, debido a la ortogonalidad de las correspondientes representaciones
irreducibles.

Como los valores propios de Z3 son inobservables, podemos rotar entre sus tres estados
manteniendo el mismo valor del color z = 1. Estas rotaciones se reducen a una representacion
de un nuevo grupo interno, el grupo unitario SU(3) que transforma entre si los tres vectores
propios de Z3 los vectores Y7 de (4.90) entre ellos y que no modifica el valor z = 1 de los
espinores ;. Sin embargo, esta relacion entre este nuevo grupo unitario SU(3), el cual no es
propiamente un grupo de transformaciones espacio-temporales sino un grupo de transforma-
ciones entre estados z = 1, y el grupo de simetrias W® SU(2)r no es simplemente un producto
directo y su anélisis lo vamos a dejar para una futura investigacion.

Este formalismo es puramente cinematico. No hemos hecho mencién de ningtn tipo particu-
lar de interaccion, electromagnética, débil o fuerte, entre las diferentes clases de particulas. De
esta forma, la comparacion estricta con el modelo estandard, a pesar de que nos han aparecido
como grupos adicionales U(1), SU(2)r y SU(3), puede parecer un poco artificial.
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4.5. Una Lagrangiana de interaccién para dos particulas
de Dirac

Una particula elemental puede ser aniquilada por la interaccién con su antiparticula. Pero si
no es destruida por esta interaccion, hemos hecho la hipotesis de que no puede ser modificada,
que su estructura no puede cambiar. Como sus propiedades intrinsecas son el espin S y su
proyeccion en los ejes del cuerpo T, estas dos propiedades no pueden ser alteradas por ninguna
interaccion con algtin campo externo o con otra particula.

Consideremos un sistema compuesto por dos particulas elementales con espin y con el mismo
espacio cinematico. Vamos a usar el subindice a = 1,2 para distinguir a las variables cinemati-
cas que se refieren a cada particula. El espacio cinematico del sistema es el producto cartesiano
de ambos espacios para cada particula y formado por las variables (¢4, 74, Uq, @4, 52),a = 1, 2.
La Lagrangiana del sistema compuesto se podra escribir como

L=L+Ly+ Ly

donde las L,, a = 1,2, son las Lagrangianas libres de cada particula y L; es la Lagrangiana
de la interaccion entre ellas, que estamos buscando. Ambas L, son invariantes bajo el grupo
ampliado S = W ® SO(3)r y lo que pretendemos es buscar una Lagrangiana de interaccion
Ly que sea también invariante bajo S. La estructura general de cada una de las Lagrangianas
L, asociadas a cada particula, como solamente dependen de las correspondientes variables
cinematicas, es

Ea:Taia_‘_Ra"’.qa—{'Ua'ua_{'Wa'wa+BaBa

donde T, = 0L,/0iq, Ry = 0Lo/0ta, Uy = OLo/0%e, Wy = 0L,/0ws y By = 0La/0f,,
debido a la homogeneidad de cada L, en términos de las derivadas 7 de las correspondientes
variables cineméticas. El espin y la proyeccion del espin sobre los ejes del cuerpo para cada
particula, son

Sa:uaXUa+Waa Tai:eai'Wa

donde e, 2 = 1,2, 3 son los tres vectores ortogonales con origen en cada punto 7.

La Lagrangiana de interaccion entres estas dos particulas Lj, serd en general una funcion
de todas las variables cinemaéticas de ambas particulas y de sus derivadas 7, y homogénea de
grado uno en estas tultimas. Pero si ambas propiedades intrinsecas de las dos particulas S,
y T, no son modificadas por la interaccion, la Lagrangiana no puede ser una funciéon de las
derivadas 7 de aquellas variables cinematicas que den lugar a estas propiedades, es decir, no
puede ser funcién de las variables @, y w,, a = 1,2. En caso contrario, las funciones U, y
W, contendrian términos provinientes de la L; y serian diferentes que en el caso libre. Las
funciones U, y W, que dan lugar a la definicion del espin, se tienen que obtener solamente
a partir de las correspondientes Lagrangianas libres, L,. N

Entonces, por lo que respecta a la dependencia de la Lagrangiana L; de las derivadas con
respecto a 7 de las variables cineméticas, dependera solamente de t,, 7, y Ba, a =1,2. Ademas
de esto, sera funcion de las variables cinematicas t,, 7y, u, v B4, pero no de las a, debido
a la invariancia bajo el grupo de rotaciones locales SO(3)r. La invariancia bajo dilataciones
espacio-temporales implica que la Lagrangiana debe ser funcion de la diferencia de fase 51 — (2,
y de 81 — (2, pero como esas fases son completamente arbitrarias debe ser independiente de
estas fases.
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Debido a la ligadura u, = 7,/f,, la Lagrangiana de la interacciéon sera finalmente una

funciéon B B
LI - Ll(tay Ta, t'ay /':'a)a
y funcién homogénea de grado uno de las derivadas f4,7,, a = 1,2.

Si escribimos, como es habitual, el tetravector Minkowskiano z# = (ct,, 7,), la invariancia
bajo traslaciones implica que la Lagrangiana debe ser funcion de x} — 2. Los dos siguien-
tes términos 1, &Ych y N (v) — xh) (x4 — 2¥), donde 1, es el tensor métrico de Minkowski,
son invariantes Poincaré. Si consideramos que el parametro de evolucién 7 no tiene dimen-
siones, estos términos poseen dimensiones de longitud al cuadrado. Por lo tanto su cociente
es adimensional e invariante bajo dilataciones espacio-temporales. La otra condicion es que la
Lagrangiana sea homogénea de primer grado en las derivadas 7 de las variables cinemaéticas.
La raiz cuadrada de lo anterior cumple este requisito. Si ambas particulas son idénticas, y por
lo tanto indistinguibles, nos queda una simetria discreta: la Lagrangiana de interaccion debe
ser invariante bajo el intercambio 1 < 2 entre las etiquetas de ambas particulas. Llegamos,
por lo tanto a la Lagrangiana invariante bajo el grupo total S

i=g Ny TV G ., Clyty — 7 - 7y
M () — 25) (25 — a7) (ro —7r1)? = A(ty — 11)?
donde g es una constante de acoplamiento.

Otras Lagrangianas alternativas que cumplen estos requisitos, pueden también construirse.
Por ejemplo, L = g(&1 — @2)" (21 — 22),/(x1 — x2)?, pero es una derivada total con respecto

a 7 de la funcion log(zq — x9)% Otra puede ser L = g(&1 + @2)" (21 — 22),/ (71 — 22)?, sin
dimensiones y lineal en las derivadas de las variables cinematicas, pero cambia de signo bajo
el intercambio 1 < 2, y por lo tanto todos los observables de la interacciéon, como la energia
de interaccion, cambian de signo, lo cual no tiene sentido fisico para dos particulas idénticas.

La interaccion entre dos particulas de Dirac no es tinica. Sabemos que entre los leptones
y los quarks hay interacciones de corto alcance, como la débil y la fuerte y otra que es tanto
de corto como de largo alcance que es la interaccion electromagnética. La Lagrangiana que se
propone, tiene la ventaja de que describe una interaccién que es invariante bajo cambios de
escala, y por lo tanto puede describir una interacciéon tanto de corto como de largo alcance,
y que, ademas posee un comportamiento Coulombiano, cuando se suprimen los espines de las
particulas, como veremos en la siguiente seccion. De esta forma, suministra una especie de
generalizacion como accion a distancia, de una interaccion electromagnética. La novedad es
que ha sido obtenida suponiendo un grupo de simetrias méas amplio que el grupo de Poincaré.

4.5.1. Descripcién sincrona

Una vez que un cierto observador inercial queda fijado, consideremos que éste realiza una
descripcion sincrona, es decir, que usa como parametro de evolucion su tiempo ¢, que resulta
ser el mismo que los dos tiempos t; y ty de las dos particulas. En este caso, t = t; = 1o,

ty =1, =1, y por lo tanto
I 2 —up-uy 2 —up U (4.69)
1=49 (r2_r1)2 =g r .

donde r = |ry — 73| es la separacion instantanea entre las dos cargas en este sistema de
referencia, y u, = dr,/dt la velocidad de la carga a.
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Un promedio sobre la posicion y velocidad de la carga, en el centro de masa de la particula
1 implica que < 7y >= q; vy < w3 >= 0, de tal manera que la interacciéon se reduce a
la interaccion Coulombiana instantinea entre el centro de masa de la primera particula y
el centro de carga de la otra. Un nuevo promedio sobre la otra corresponde finalmente a
la interaccion Coulombiana instantdnea de dos particulas puntuales sin espin, puesto que al
eliminar el zitterbewegung estamos suprimiendo la estructura del espin.

Esto est4 sugiriendo que la constante de acoplamiento gc ~ £e? en términos de las cargas
eléctricas de cada particula y donde el signo £+ depende de si las cargas son de signos opuestos
o del mismo signo.

4.6. Apéndice: El grupo S=W® SU22)r @ U(1)g

Bajo traslaciones infinitesimales de tiempo y espacio de parametros 07 y b, respectiva-
mente, las variables cinemaéticas transforman:

/! !/

t'=t+o0r, r"=r+0db, u=u, o=a =0

de tal manera que los generadores autoadjuntos de las traslaciones son

0
H=1i— P=— H P|=0.
Z@t’ AVA [H,P]=0

Bajo una dilataciéon infinitesimal de parametro normal )\, transforman como:
t=t+to\, v =r+ri\, vV =v, o =a B =+

por lo que el generador adopta la forma (h = 1)

D:itg—kir-V%—z’ﬁ =tH—-r-P— DB, [D,H|=—iH, [D,P;|=—iP;.
ot ap
Para describir la orientacién podemos representar cada elemento del grupo de rotaciones por
el trivector a = an, donde « es el angulo a girar y m es el vector unidad a lo largo del eje de
rotacion. Esta es la parametrizacién normal o candnica. Alternativamente, podemos representar
cada rotacion por el trivector p = tan(a/2)n. En este caso, cada matriz de rotacion toma la
forma

1
=11
La ventaja de esta parametrizacion es que la composicion de dos rotaciones es especialmente
simple. R(p') = R(pn)R(p) toma la forma

R(p)i (1= p*)dij + 2pipj + 2€iipic) -

_BEpTpXp
l—p-p
Bajo una rotacion infinitesimal de parametro dp = da/2; o en términos del parametro normal,
las variables cinematicas transforman como

§t = 0, §8=0
57"2' = _2€ijk:71j5/1k7
ou; = _2€ijkuj(5,uk7

dpi = (0ik + pipr + €iripr) O ik,
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de manera que la variacion de las variables cineméticas por unidad de parametro normal de
rotacion doy, es

6tk = 07 56k:07

0Tk = —€ijkTy,
Ouge = —€ily,
1
Opik = 5 [0ik + pipr + €irpr]

y asi los generadores autoadjuntos Ji, son, utilizando unidades naturales h =1y ¢ =1,

7 . 0 w 0 n 1 0 N 0 n 0

= t€kTi— + €U — + — | =— — + € .

k ijk’ j 67"1' igk Wy 811/1 2% 8pk PEPi 801 ikl Pl 6pz

Pueden ser separados en tres partes, de acuerdo a los diferentes operadores diferenciales invo-
lucrados, que derivan con respecto a las tres clases de variables cinematicas r, w y p, respec-
tivamente:

J=L+Z+W,

Lk = iGi‘kT'—
J Jam’

0 1 0 0 0
Zy = 1€51Uj 7, == |5 . i . 4.
e Wi 5 <3pk + pip o0, +€klplapi) (4.70)

Todos ellos satisfacen las reglas de conmutacion del momento angular y conmutan entre si:
(L;, Li] = tejmly, [Zj, Zy) = i€y, [W;, Wi = i€,
[L,Z]=[L,W|=[Z, W]=0.
y por lo tanto
[J;, Jk) = i€y, [J,H)=1[J,D] =0, [J;, P =i€eub.

La variable de orientacion anterior p, bajo un boost general de velocidad v, transforma

como
, _p+F(vu,p)

P T T4 Clo.u,p)

9

donde
F<v,u,p>=%(uwi(u-p)mxm ‘).,
G(v.u, p) = % (w-vtv-(wxp), () =(1-0") "2

Finalmente, bajo un boost infinitesimal de parametro dv, y(v) ~ 1, las variables cineméticas
transforman como:

ot = r-dv

or = tiv

u = dv—u(u-iv)

bp = —[pu-ov)+p((uxp) ov)—uxdv—iv(u-p)—

(u x p) x 6v] /2,
53 = 0,
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por lo que la variacion de estas variables por unidad de parametro infinitesimal de velocidad
dvj, es

5tj = Tj

(57"2‘]' = t5w

dvij = 0ij — uuy

opi; = ) [pjui + pi€jrurpr — € — dijUrpPk] »
0B = 0,

de tal manera que los generadores de los boosts K; adoptan la forma

K, = ir-2+z’ti+z’ i—uui +
I Jat 87"]' (9uj J laui

1 0 n 0 0 0
92 Pyl Opi Pi€ikiUk Pl Opi ikj Uk op; kPk ap;

Analogamente, los generadores K; se pueden descomponer en tres partes, de acuerdo con los
operadores diferenciales involucrados y los vamos a representar con las mismas letras mayuscu-
las que en el caso de los operadores de la descomposicion de J pero con una tilde superpuesta:

~ =~ o~ .0 .0 ~ (0 0
K:L+Z—|—W, szlrja—i-ltﬁ, Zj:Z<%—U]’ui%),
J i 7

W 1 0 N 0 N 0 0
= — Ui i€kl U €ikilk=— — UpPro—
iT Y, Pj Bp; Pi€jkiUk Pl dpn kiUl dpn kPk Bp;

Satisfacen las reglas de conmutacion:
Lj. Li) = —iejuly, 2, Zy) = —iejuZy, |L.Z]=|L,W]=0,
y también
[Kj,Kk] = —iﬁjlil.

Podemos verificar que

~ —~

Z=ux4, W=uxW.

Si definimos el operador espin con respecto al centro de carga en la forma habitual S =
Z + Wy la parte del momento cinematico S = Z + W = u x S, satisfacen

1S}, Sk =t Si,  [S;, Si] = ié‘jklgl, [§j> Si] = —1€1.57,

donde en esta tltima expresion hemos utilizado la ligadura de que u? = 1. Generan el algebra
de Lie de un grupo de Lorentz que conmuta con las traslaciones espacio-temporales, [S, p*] =
S, p] = 0.

Con respecto a la parte SU(2)r, calculemos sus generadores. Este grupo, con un elemento
infinitesimal de parametros vy actua sobre las variables cinematicas de la forma:

0t=0, =0, or,=0, 0u; =0, 0p;= (0 + pipx + €ir1p1) OV,
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En la parametrizacion p del grupo de rotaciones, los vectores unidad de los ejes del cuerpo e;,
1 =1,2,3 poseen por componentes:

(e:); = R(p)ji,

de manera que los operadores T = e, - W de proyeccion de la parte rotacional del esp ''n W
en los ejes del cuerpo, vienen dados por

1 0 0 0
T=— (2 S .
E= o <(9pk + pPrpi o szlpza ) (4.71)

(3

Difieren de los W de (4.70) por el cambio de p por —p, seguido de un cambio global de signo.
Satisfacen las reglas de conmutacion:

el signo menos del lado derecho de (4.72) corresponde a la diferencia entre la interpretacion
activa y pasiva de las transformaciones. Una rotacion de los ejes del laboratorio (rotacion
pasiva) posee por generadores los J, que satisfacen [J;, J;| = i€ji ;. Los T; corresponden
a los generadores de las rotaciones del sistema de referencia ligado a la particula(rotacion
activa), asi que de esta forma, los generadores —T; poseeran reglas de conmutacién pasivas
(=15, =Th] = iejia(=Th).

En la parametrizacion normal de las rotaciones ¢ = an, si describimos el vector unidad n a
lo largo del eje de rotacion por los angulos habituales, polar y acimutal 6 y ¢, respectivamente,
de tal manera que n = (sinf cos ¢, sin 6 sin ¢, cos ), los anteriores generadores W; toman la
forma,

1 ) 0
Wy = % [QSlnG cosqﬁa—a—l— (

tan(a/2) o0
sin ¢ cosf cosp\ 0O
(tan(a/Z) snb  smo ) E)_gb} ’ (4.73)
1 ) ) 0 cosf sin ¢ 0
Wy, = 5 {QSmG‘ smgbaa + (tan(a/2) +Cos¢) %
cos f sin ¢ cos ¢ 0
( sinf  tan(o/2) sin@) (9@25} ’ (4.74)
1 0 singd 0 0
W3 == Z |:2 cos % - —tan(a/2) % + 8_¢:| s (475)
0? 1 0
2 _ =
W= [8042 * tan(a/2) 8a+
1 9?  cosf O 1 0?
4sin?(a/2) {@ - sin 6 00 * sin? 937452}} ’ (4.76)

el 0 cos 0 0 cosf O
pum— ) pr— —_— 2 1 —_— —_— —_— ) - — —
We=Wtil = 5 { S0 T tan(a/2) 56 T 90 snd 96

i 9]
tan((a/2)) sin 6 (()_gb} ’ (4.77)
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e~ 0 cosf O 0 cosf O
= 9 = 2 i _ _ — —
W= =W =W, 2 [ S0 S T tan(a/2) 96 90 snd 9

i 9,
tan(a/2) sin 6 8_¢} ’ (4.78)

y los generadores pasivos T; toman la forma

i ) 0 cos cosgp | 0
T, = 5 {231116 cosgbaa + < tan(a/2) —|—sm¢) 20
sin ¢ cosf cosp\ 0O
<tan(a/2)sin9 ~ sind > 8_(;5} ’ (4.79)
i ) ) 0 cos  sin ¢ 0
T, = 5 [281119 sm¢aa + < tan(a/2) —COSQﬁ) 50
cos f sin ¢ cos ¢ 0
<_ sinf  tan(o/2) sin@) 875} 7 (480)
—i 0 sinf 0 0

Los T; estan relacionados ahora con los W;, por el cambio o por —« (sin cambio global de
signo).

Con respecto a la parte U(1)g, de generador ), que conmuta con todos los demés, la accion
de un elemento infinitesimal dy de este grupo sobre las variables cinematicas es:

ot=0, =46y, or;=0, du; =0, dp; =0,

por lo que el generador en la representacion cuantica de este grupo es el

.0
Q:—Z%

Como conmuta con todos los demés, podemos sacar de la funcién de onda la parte dependiente
de esta variable

Qf(B)=af(B), [f(B) ~e?,

con lo que la funciéon de onda general es
Yt r,u,a, ) =PVt r u, o),

donde la variable 3 aparece dentro de una fase general.

Los vectores propios normalizados de W? = T2 W3 y Ty para w = t = 1/2, si los escribimos
en la forma |ws,t3 >, (que podemos verificar son también vectores propios de Z? con z = 0)
se escriben como |0; s3,t3 >

d; = |1/2,—1/2 >=iv2sin(a/2) sin fe™®, (4.82)
dy = | —1/2,—1/2 >= V2 (cos(a/2) — i cosfsin(a/2)) (4.83)
Dy = [1/2,1/2 >= —v/2(cos(a/2) + icosfsin(a/2)), (4.84)
d, = |—1/2,1/2 >= —iv/2sin(a/2)sinfe . (4.85)
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Los operadores de subida y bajada W, y los correspondientes 7., los transforman entre si.
Los {®1, P2} estan ligados por Wy, y andlogamente los {®3, &4}, mientras que los conjuntos
{®1, P35} y {Py, Py} estén ligados cada uno de ellos por los T%. Por ejemplo

W_® =Dy, W_Dy=0, W_d;=d,,
T,q)l == @3, T,(I)3 = 0, T CDQ @4

Forman un conjunto ortonormal con respecto a la medida normalizada e invariante, definida

sobre SU(2)
dg(a,8,¢p) = Lsm ?(a/2) sin 6 dov df dep,

a € 10,27, 0 €l0,7], ¢€]l0,2n].
| dglabo) =1,
SU(2)

La funcion de onda v se puede separar en la forma

Y(t,r,u, o) Zqﬁz r)xi(u, @)

donde las cuatro y; se pueden clasificar de acuerdo con los valores propios |ws,t3 >. Las
funciones ¢;(t, r) se pueden escoger como vectores propios del operador de Klein-Gordon

pupu¢i<t7 T) = m?¢i(t> T)'

Las funciones y(u, ) se pueden a su vez separar en variables ya que el espin total S con
s = 1/2, es la suma de las dos partes S = Z + W, con [Z, W] = 0, de tal manera que si la
parte W contribuye con w = 1/2 entonces la parte Z contribuye con z = 0 o bien z = 1. La
contribucion con z = 0 corresponde a las funciones y;(«) independientes de las variables de
velocidad y el conjunto ortonormal son los anteriores ®;, ¢ = 1,2, 3,4, que pueden rescribirse
en la forma |z;s3,t3 >, con z = 0.

Como Z = —iu x V,, para la parte z = 1 los vectores propios de 7%y Zs son los armoénicos
esféricos Y/ (0, ¢), i = —1,0, 1. Las variables 6 y ¢ representan la direccién del vector velocidad
u. Como [Z;, W;] = 0, podemos separar de nuevo las variables en las funciones y(u, o). En

este caso las x(u, @) = > ¢;(0, o) \i(c, 0, ¢). Lo cuatro vectores ortonormales, vectores propios
de Ss, Z? con z =1y Ty, |1; s3,13 >, son ahora

1 0
v, = |1;1/2,1/2>—\/§<Y( P)D1 — V2V, §)® ) (4.86)
Uy, = [1;-1/2,1/2 >:%< Y26, §)0y + v2Y7 (6. ¢)<1>1>, (4.87)

1 o~
Uy = ]1;1/2,—1/2>_\/§<Y( s — V2VL(0, §)® ) (4.88)

U, = [1,-1/2,-1/2 >= Y20, 6)®y + V2Y (6. ¢)<1>3> (4.89)

1
7

Los ®; son los mismos que en (4.82-4.85) y los armoénicos esféricos Y7(6, ¢) son

Y= —4/ 8% sin(g)ei‘g, VP =/ % cos(g), Y= ”8% sin(g)e_i‘z. (4.90)
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Los operadores Z; vienen dados por

Z1 =1sin (Ei + icosgcos gi, Zy = —1COS Ei + icos,éisin 51,
sin o¢ 00 sin o¢

Z3 - —Zi

o¢

y los operadores de subida y bajada Z4 son

Zo —otiv (30 400800 )
80 sinf 9o

de tal manera que
7Y} =V2Y?, ZYP=v2y7h

Los cuatro espinores W; son ortonormales con respecto a la medida invariante

- 1 - -
dg(a,0,¢;0,¢) = — sin®(a/2) sin 0 sin 6 daw df dep dOd

472

ael0,27], 6,0€0,7], & ¢¢€l0,2x].

Como anteriormente, los operadores de subida y bajada S. = Z, + W4 y los corresondientes
Ty transforman las ¥; entre si. En particular {¥, U5} estan ligados por S, y andlogamente
{3, ¥, } mientras que el conjunto {¥y, U3}y {Uy, Uy} se relacionan separadamente mediante
Ty. Esta es la razon por la que el espinor mas general en esta representaciéon posee cuatro
componentes.

En la base con z = 0, los ®; de (3.68-3.71), los operadores de espin y los vectores basicos

del cuerpo, toman la forma
1 /o 0
S = 2 ( 0 a’) =W,

1/0 1 1/0 —il 1/1 0
Tl_§<]1 0)’ T2_§(z11 o)’ T3_§<o —]I)’
e_—_l 0 o e_—_l 0 —io e_—_l o 0
'3 \e 0)7 P 3 \ic 0 ) B 3\0 —0)’

en términos de las matrices de Pauli o y de la matriz unidad 2 x 2, L.
En la base con z = 1 los U; vienen dados en (4.86-4.89), los operadores S; y T; toman la
misma forma matricial que en el caso anterior, mientras que los vectores e; aparecen

8_100' e—l 0 —io 6_10' 0
179\l 0) 27 9lic 0 )7 =" 9g\l0 -0/

En todos los casos, las 6 matrices Hermiticas de traza nula S;, T}, junto con las nueve matrices
Hermiticas de traza nula e;; y la matriz unidad 4 x 4, son linealmente independientes y por lo
tanto forman una base completa y Hermitica del 4dlgebra de Dirac, de manera que cualquier
otro observable que sea invariante por traslacion, se expresard como una combinaciéon lineal
real de estas 16 matrices Hermiticas. Hemos hecho uso de este hecho para obtener la ecuacion
de Dirac en este modelo.
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Ambas representaciones son ortogonales entre si, < ®;|¥; >= 0, y producen dos represen-
taciones irreducibles diferentes, de donde podemos deducir que describen dos tipos distintos
de particulas del mismo espin 1/2. ;Serda que una de las representaciones corresponde a la
descripcion de hadrones, es decir quarks, y la otra lo que describe son los leptones? Esto esta
sin probar ya que aunque se ha avanzado alguna sugerencia en este sentido en la seccion 4.4.3,
no queda claro que una de las clases de particulas tenga color y la otra no.

La representacion matricial de los operadores Z; y W; en la base ¥; vienen dados por

2o 0 —1/0c 0
2=3(7 2) =5 (0 )

a pesar de que los vectores W; no son vectores propios de Z3 y Wi.
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Capitulo 5

Estructura electromagnética del electron

5.1. Estructura electromagnética del electron

Consideremos que un electréon clasico viene descrito por el modelo relativista en el que la
carga se mueve en circulos, a la velocidad de la luz, alrededor del centro de masa, y en el
sistema de referencia del centro de masa.

Una de las primeras preguntas que uno se plantea es: ;Cuél es el campo electromagnético
producido por esta particula? Como la carga esté acelerada, desde el punto de vista clasico el
sistema deberia radiar. Sin embargo, desde el punto de vista mecanico el sistema es estable y
conserva tanto la energia como sus momentos lineal y angular. La radiacion se debera producir
cuando el centro de masa se acelere, es decir, cuando la particula deje de ser libre.

Existen soluciones no radiativas de las ecuaciones de Maxwell asociadas a puntos cargados
que se mueven a la velocidad de la luz. Una posibilidad es considerar soluciones derivadas a
partir de los potenciales de Liénard-Wiechert en la forma (AL, + A, )/2, donde AV, y A",
son los potenciales retardados y avanzados, respectivamente. Pero incluso aunque el campo
eléctrico fuese (E,e; + Eqqy)/2, no es ni estatico ni siquiera de comportamiento Coulombiano.
No parece reproducir lo que habitualmente consideramos que es el campo asociado a un electréon
en reposo.

Sin embargo, vamos a considerar a continuacién una soluciéon estatica: el campo promedio
temporal durante una vuelta completa de la carga. La sorpresa va a ser su comportamiento
Coulombiano en cualquier direccion.

5.1.1. El campo promedio temporal de una particula de Dirac

Supongamos una carga de prueba en el entorno de nuestro electron. La frecuencia del
zitterbewegung es muy alta, del orden de ~ 10*! s7!. Si nuestra particula de prueba se mue-
ve lentamente, entonces el campo eléctrico detectado en una primera aproximacion serd una
especie de promedio temporal del campo durante una vuelta completa de la carga.

El campo eléctrico retardado(o avanzado) de una carga puntual en el punto de observacion
x y en el instante ¢ viene dado por *

E=E;+E,,

L A.0. Barut, Electrodynamics and Classical Theory of Fields and Particles, Dover, N.Y. (1980).
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donde
Bo(t.) = gt — s (1= B). (5.1
Eu(t.2) = 1o _en "X ((n=p) xa), (5.2)

son los campos de velocidad y aceleracion, respectivamente. Los observables v, uw = dr/dt
y a = du/dt, son la posicion, velocidad y aceleracion de la carga, evaluados en el instante
retardado(o avanzado) t =t — R/c, (o t =t + R/c). El vector B8 =u/c, y

T —r

n:m, R:\m—’r|

El campo magnético es B = n x E/c. Como la carga del electron se mueve a la velocidad de
la luz, 8 =1, el campo de velocidad Eg es nulo. De aqui resulta que la tinica contribucion al
campo es la (5.2) que va como 1/R.

La expresion general del campo promedio temporal en un punto cualquiera es dificil de
obtener. Para obtener una estimaciéon vamos a calcularlo analiticamente en un punto en la
direccion del espin y en un punto cualquiera de forma numeérica. Consideremos que el electron
esta en reposo, es decir su centro de masa se encuentra en el origen del sistema de referencia.
El espin es constante y apunta en la direccion del eje OZ. Vamos a calcular el campo promedio
en un punto P de coordenada z en el eje OZ. En la Figura 5.1, representamos las diferentes
magnitudes en el instante retardado ¢, para hacer el calculo de la ecuacion (5.2).

Z

Figura 5.1: El campo eléctrico Instantaneo del electréon en el punto P posee una compo-
nente a lo largo de —a; y —0.

Para ese punto particular de la figura, n - 3 = 0, y por lo tanto

E:%{(nx(nxa}—nx(ﬂxa))Z%(—aL—ﬂ(n'a)%
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donde el vector a; = a —n(a-n), es la componente de la aceleracion perpendicular al vector
unidad m. Para el punto de observacion P, la expresion n - @ es constante en cualquier punto
retardado, el valor medio temporal de B durante una vuelta completa de la carga es cero, y
el vector a, se reduce a su componente z, a; sina. Como la aceleracién en este sistema de
referencia vale a = ¢*/Ry, a; = acosa y ademés sina = Ry/R y cosa = z/R, el campo
eléctrico promedio temporal en el punto P es

(¥4

B = mrape®

(5.3)
donde 2z es un vector unidad a lo largo del eje OZ. El campo promedio avanzado tiene exac-
tamente la misma expresion. Es un campo estatico y radial a partir del origen del sistema de
referencia, con un comportamiento Coulombiano de tipo 1/2%, para z grande, pero que ademéas
no diverge en el origen. En la Figura 5.2, comparamos este campo con el campo de Coulomb
de una carga puntual en el origen. La figura ha sido reescalada de tal manera que la unidad es
el radio Ry del movimiento interno.

Vemos claramente el comportamiento Coulombiano de este campo promedio temporal para
z grande, a partir de |z| > 5Ry. El méaximo del campo tiene lugar a la distancia z = Ry/v/2.
Si realmente lo que mide una carga de prueba es este campo promedio temporal, su energia no
diverge, con lo que la energia electrostatica del electron estaria renormalizada. Para encontrar
esta energia tendriamos que encontrar la expresion general del campo e integrarla, pero esta
tarea, de momento, va a ser solamente de tipo numérico. De todas formas, el campo instantaneo
diverge donde esta la carga, pero diverge como 1/R, luego la energia va como 1/R? y como
el elemento de volumen va como 47w R?*dR, resulta que no existe divergencia de la energia del
campo instantaneo, en la posicion de la carga. Veremos que existen otros puntos, contenidos
en el plano del zitterbewegung, en los que el campo instantaneo también diverge, por lo que
el proceso de calculo de la energia, no parece conducir a infinitos. Este calculo esta sin hacer.

Figura 5.2: Campo eléctrico retardado(o avanzado), promedio temporal (5.3) y campo
Coulombiano a lo largo del eje OZ.

Sin embargo, si estamos analizando procesos de alta energia y nuestra particula de prueba
se mueve suficientemente rapido con respecto al electron, entonces el campo que detecta es el
campo instantdneo que va como 1/R. Es superior al campo promedio para R > 1, es menor
que el Coulombiano para R < 1, haciéndose infinito en la posicion de la carga. Esto da a
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entender, que desde el punto de vista integral, la contribuciéon de la energia eléctrica debida
al campo instantaneo, para R > 1, es superior a la energia electrostatica Coulombiana y que
la del campo promedio temporal. Esta diferencia la podriamos interpretar clasicamente, de
forma ingenua, como el exceso de energia en el entorno del electron debida a la nube de fotones
virtuales que rodean a la particula. En cualquier caso, el calculo de la energia electromagnética
del electron requiere el conocimiento preciso de los campos instantaneos, una tarea que esta
todavia sin hacer.

Para calcular de forma numérica el campo promedio temporal en un punto arbitrario,
consideremos las diferentes magnitudes que aparecen en la Figura 5.3.

Figura 5.3: Movimiento de la carga y punto de observacion P.

Si en el instante ¢ = 0 la carga se encuentra en el punto A del eje OX, entonces, en
el instante ¢, los observables que se muestran en la figura estan expresados en coordenadas
cartesianas y para el sistema de referencia del laboratorio, por

k = Rylcoswt,sinwt, 0] = ROE, B = v_ [— sinwt, coswt, 0],
c
r=|z,y,z, a= du _ c—2[—(:oswt —sinwt, 0] = C—Qa
- 7y7 ’ - dt - R(] ) ) - R(] )
= R ~
R=r—k=Ryr—k), n=4, R =|R| = RyR.

Con estas definiciones, el campo (5.2) se puede escribir como

s =(7g) Goma

Vamos a comparar el valor promedio temporal de este campo con el campo Coulombiano
instantaneo producido por una carga puntual en reposo e, en el origen del sistema de referencia

e\ 7
Bir) = (1) =
0
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donde 7 es un vector unidad en la direccion radial. Vamos a quitar de ahora en adelante el
factor constante e/RZ% entre corchetes, que aparece al comienzo de estas formulas. De esta
manera, la unidad de longitud resulta ser el radio del zitterbewegung, Ry.

Cuando la carga se encuentra en la posicion de la Figura 5.3, el campo retardado que
produce en el _punto P se evaltia en el tiempo de observacion t, = t + R/c. Por lo tanto
dt, = dt + dR/w ya que Ro/c = 1/w. Si expresamos dR en términos de dt, obtenemos
dt, = (N(t )/R( ))dt, donde N y R estan explicitamente dados por

R(t) = /(T — coswt)? + (§ — sinwt)? + 22,

N(t) = R(t) +  sinwt — §j cos wt.

Vamos a calcular el campo promedio en P con respecto al tiempo de observacion en ese punto
y durante una vuelta completa de la carga de duracién 7. Si definimos el tiempo adimensional
T = wt, entonces w1 = 27 y por lo tanto

' LT N0, L N
/ i, _T/o E(t)},é(t)dt_%/o Blr) (5.4)

En términos del pardmetro adimensional 7, las diferentes expresiones aparecen como

n X (nxa)=n(n-a)—a,

- 1—ZcosT —ysinT
n(n-a) = = [z — cosT,y —sinT, z],

a = [—cosT,—sinT,0],

mientras que

nx (B xa)= }—N%[ﬂ—sinT, —Z + cos T, 0],

l—-n-g== (R+xsm7’—ycos7‘>

Nos interesan medir las componentes radial y transversales del campo, £, = E7r Ey= E-@,
y E, = E - ¢, respectivamente. Los vectores 7, 8 y ¢ son los vectores unidad habituales en
coordenadas esféricas. Si consideramos que el punto de observacion P se encuentra en el plano
XOZ, entonces * = rsinf, y = 0y z = rcos#, donde r es la distancia radial al origen en
unidades de Ry.

Las expresiones finales para las distintas componentes del campo son

(R —r2 —1)sinfcos T + Rsinfsint + r(1 + sin? f cos? 1)

E.(r,0,7)= — 3
(R + 7 sin @ sin 7')

Y

[(Ez —1)cosT + RsinT + 7 sin  cos? Ti| cos )

E@(T, 9, T) =

Y

<§+Tsinﬁsin7'>3
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(R —1)sinT + R(rsinf — cos7) + rsinfsin 7 cos 7

<}§+rsin981n7>3

b

Ey(r,0,7) =

con

R = Vr2 —2rsinfcost + 1.

Para calcular el promedio temporal de estos campos tenemos que realizar la integracion (5.4)
de tal manera que estas expresiones de E,, Ey y E,, deben ser multiplicadas por N(T)/E(T),
siendo ahora N

N(1) =R+ rsinfsinr.

El campo eléctrico radial promedio para 8 = 0 estda ya dibujado en la Figura 5.2, pero
lo hemos recalculado numéricamente en la siguiente Figura 5.4. Vemos el comportamiento
Coulombiano de la componente radial en las direcciones § = 0, 7/3, /4, 7 /6. Analogamente, en
la Figura 5.5 se representa la componente transversal del campo eléctrico promedio retardado
< FEy(r,0) > en las mismas direcciones, que vemos que tiende a cero muy rapidamente. Para
6 = 7/2, es claro que < Ep(r,7/2) >= 0. El campo promedio < E,(r,0) > se anula por
doquier para todo € # /2. Sobre el plano § = 7/2 la rutina numérica no funciona.

Figura 5.4: Promedio temporal de la componente radial < E,.(r) > del campo eléctrico
retardado en las direcciones 6 = 0,7/3,7/4 y /6.

Figura 5.5: Promedio temporal de la componente < Ey(r) > del campo eléctrico retardado
en las direcciones 6§ = 0,7/3,7/4 and 7/6. Tiende a cero muy rapidamente. Para 0 = 7/2,
se anula por doquier.
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El campo magnético promedio se calcula de la misma manera. Vamos a considerar solamente
el campo retardado y lo vamos a comparar con el campo magnético producido por un momento
dipolar magnético u, situado en el origen del sistema de referencia. El campo de este dipolo
es 2

(- p)—p
BQ('I") = 027'3 .
Para esta corriente, el momento magnético producido por la carga es de valor ecRy/2 en la
direccion OZ, de tal manera que en unidades de Ry se puede escribir como

By(r) = ( ¢ ) 3P(F-2) 2

2R3 3

Las componentes no nulas de este campo son

e cos 6 e sin 0
By, (r,0) = (@) = Boy(r,0) = <c_R§> SR (5.5)

En este modelo, el campo magnético instantéaneo es B = n x E/c. Sus diferentes compo-
nentes, una vez que el factor constante e/cR32, ha sido suprimido, se escriben como:

(1 —rsinfcosT)cosb

B.(r,0,7) =

~ 3
(R-i—rsianinT)
Bo(r.0.7) = reosT(1+ sinie) — (1 +72) sir;& _ By sinT’
(R—i-rsianinT)
By(r,0,7) = (RcosT + sin 7)r cos 6

— 3
<R + 7 sin 6 sin 7')

Para el célculo del promedio temporal del campo retardado, tenemos que multiplicar estas
componentes por N(t)/R(t), como en el caso anterior. La integracién numérica se compara
con la expresion de las componentes del campo de dipolo (5.5) en las diferentes direcciones.

El campo del dipolo (5.5) va a infinito cuando r» — 0. En las Figuras 5.6-5.8 comparamos
las componente de By, (r) con la componente del campo promedio temporal < B,.(r, ) >, para
r > Ry y en las direcciones § = 7/6,7/4 y 7/3. Analogamente, en las Figuras 5.9-5.11, las
componentes Bog(r,0) y < By(r,0) >.

Los promedios temporales < B,.(r) >y < By(r) > no divergen en el origen sino que tienen
el comportamiento que se describe en las figuras 5.12 y 5.13, respectivamente, cuando los
representamos a lo largo de las direcciones § = 0,7/3,7/4 and /6, y toman los valores cos 6
y — sin 6 respectivamente, en el punto r = 0.

El promedio temporal de la componente transversal < By(r,6) > se anula en todas las
direcciones.

Para terminar esta seccion vamos a hacer el mismo calculo, pero para los campos avanzados
en vez de los retardados.

2 1.D. Jackson, Classical Electrodynamics, John Wiley and Sons, NY 3rd. ed. (1998).
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0. 025

0.015

0. 005

Figura 5.6: Componentes radiales del campo de dipolo By, (r) y del campo magnético
promedio temporal retardado < B,(r) >, en la direcciéon 6 = 7/6.
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0.015¢

0.005

Figura 5.7: Componentes radiales del campo de dipolo By, (r) y del campo magnético
promedio temporal retardado < B,(r) >, en la direcciéon 6 = 7/4.
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0.01r

0.005

Figura 5.8: Componentes radiales del campo de dipolo By, (r) y del campo magnético
promedio temporal retardado < B,(r) >, en la direcciéon 6 = 7/3.
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0. 008 -
0. 006 -
0. 004 -

0.002 -

Figura 5.9: Componente promedio temporal retardada < By(r) > y componente Byy(r) del
campo de dipolo, en la direcciéon 6 = 7/6.
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0.004 -
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Figura 5.10: Componente promedio temporal retardada < By(r) > y componente Byy(r)
del campo de dipolo, en la direcciéon 6 = 7/4.
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Figura 5.11: Componente promedio temporal retardada < By(r) > y componente Byy(r)
del campo de dipolo, en la direccion 6 = 7/3.
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1 2 3 4 5

Figura 5.12: Componente promedio temporal retardada < B,.(r) > en las direcciones 6 =
0,7/3,7/4y w/6 y su comportamiento en r = 0. Para § = 7/2 se anula por doquier.

Figura 5.13: Componente promedio temporal retardada < By(r) > en las direcciones 6 =
0,7/3,7/4y /6 y su comportamiento en r = (.

0.5}

Figura 5.14: Componente promedio temporal < E,(r) > del campo eléctrico avanzado, en
las direcciones 0 = 0,7/3,7/4 y 7/6.
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En este caso, el tiempo de observacion y el tiempo del laboratorio estan relacionados por
t, =t — R/c, y por lo tanto dt, = (M(t)/R(t))dt, donde R(t) es el mismo de antes, pero

M(t) = R(t) — Tsinwt + y cos wt.

Si representamos en la figura 5.14, el campo eléctrico radial avanzado, promedio temporal,
en las mismas direcciones que el de la Figura 5.4, vemos un comportamiento diferente de
estas componentes avanzadas, y aunque el campo decrece a largas distancias, no tiene un
comportamiento Coulombiano.

La rutina numérica falla al realizar las integrales para ¢ = m/2. Tenemos aqui algunas
indefiniciones de los integrandos cuando los puntos de observacion estan sobre el plano XOY .
No existen singularidades dentro del circulo de radio Ry. Tenemos una divergencia de orden de
1/r para puntos sobre el circulo, que se puede remover tomando la integral en valor principal.
Finalmente, el término del cociente 1 — n - 3, puede hacerse cero para algunos puntos de
observacion del plano XOY, fuera del circulo de radio Ry, cuando en el punto retardado
correspondiente los vectores unidad m y (3 sean vectores paralelos. Pero esto puede suceder
solamente en un punto de la posiciéon retardada de la carga, y tal vez se podria calcular una
especie de valor principal para obtener un valor finito.

Estas dificultades para obtener una solucion analitica y una integracion numérica satisfac-
toria, hacen que este analisis sea incompleto. Sin embargo, el buen acuerdo del campo eléctrico
promedio con el campo Coulombiano, y el campo magnético promedio con el campo de un
dipolo magnético, para distancias r > 5Ry, excepto sobre el plano § = 7/2 donde no ha sido
posible realizar las integraciones, sugiere realizar un esfuerzo de calculo para renormalizar el
modelo a nivel clasico.
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Capitulo 6

Algunas propiedades asociadas con el
espin

6.1. Relacion giromagnética

Si tenemos un punto cargado de masa m y carga e que se mueve en el espacio, su momento
angular J y su momento magnético p respecto de un punto, satisfacen la relacion

=—J
H 2m
En el caso del electron, la relacion entre su espin con respecto al centro de masa y su momento
magnético, resulta ser
e
p=95-85 g=2
m

A la magnitud adimensional g es a lo que se denomina relacion giromagnética.

Uno de los éxitos de la ecuacion de Dirac fue el que predecia el valor g = 2 de la relacion
giromagnética del electron '. Mas tarde, Levy-Leblond 2 obtuvo también la prediccion g = 2
pero para un objeto no relativista de espin s = 1/2, con lo que zanjaba la cuestion de que

= 2 no era una propiedad exclusivamente relativista. Proca 3 predijo que para particulas
con espin 1, tendria que ser ¢ = 1, lo que condujo a Belinfante * a conjeturar que la relacion
giromagnética de las particulas elementales estaria ligada con el espin por la regla g = 1/s,
cualesquiera que fuera s. Encontr6 modelos cuanticos de espin 3/2 en que esto se cumplia y
unos anos méas tarde Moldauer y Case ® desarrollaron un formalismo donde corroboraban esto
para cualquier espin semientero. Tumanov  encontré esto mismo pero para el valor entero

= 2. En todas estas predicciones tedricas se supuso que la interaccion electromagnética venia
dada por el acoplamiento minimo.

Sin embargo, Weinberg 7 al estudiar la interaccion electrodébil hizo la prediccion de que
g = 2 para los bosones intermedios de espin 1 que median en la interaccion débil. Lo obtuvo

L P.A.M. Dirac, Proc. Roy. Soc. London A117, 610 (1928).

2 J. M. Levy-Leblond, Comm. Math. Phys. 6, 286 (1967).

3 A. Proca, Compt. Rend. 202, 1420 (1936); Journ. Phys. Radium, 49, 245 (1988).

4 F.J. Belinfante, Phys. Rev. 92, 997 (1953).

5 P.A. Moldauer and K.M. Case, Phys. Rev. 102, 279 (1956)

6 V.S. Tumanov, Sov. Phys. JETP, 19, 1182 (1964).

7 S. Weinberg, in Lectures on Elementary Particles and Quantum Field Theory, edited by S. Deser, M.
Grisaru and H. Pendleton, MIT press, Cambridge, MA (1970), p. 283.
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al analizar la interaccion de los bosones W con el campo electromagnético, requiriendo que la
amplitud de dispersion del proceso tuviera un buen comportamiento a altas energias. Cuando
se descubren experimentalmente en 1983 en el CERN, los bosones cargados W= de espin 1y
se encuentra que para ellos ¢ = 2, contrario a la conjetura de Belinfante y corroborando la
prediccion de Weinberg, se planteo la cuestion de hasta qué punto el valor de g seria siempre
2 para cualquier tipo de particula elemental, independientemente del valor de su espin.

Jackiw ® ha dado otro argumento de tipo dinamico, confirmando que para campos vecto-
riales de espin 1, la relacion giromagnética debe ser g = 2, aceptando una invariancia gauge
de tipo no electromagnético. Da también, algunos argumentos ad hoc para campos de espin
s = 2, que también son consistentes con la prediccion g = 2.

Por encima de todo esto, las tinicas particulas cuya relaciéon giromagnética se haya medido
con precision, encontrandose que g = 2, ademas de las correcciones radiativas, son los leptones
cargados (e*, u* y 7%) y los bosones W*. Por otra parte, el modelo estandar no prevé la
existencia de particulas elementales de espin superior a 1, con lo que conjeturas del tipo de la
de Belinfante, carecen de sentido.

El objeto de esta seccion es dar argumentos no de tipo dindmico, como en estos trabajos
previos, sino argumentos de tipo cinematico, aprovechando la estructura del espin de los mo-
delos que surgen del formalismo °. Estos argumentos estan basados en la doble estructura del
espin con una parte rotativa y otra, en sentido contrario, debida al movimiento orbital del cen-
tro de carga con respecto al centro de masa y que seria la que produciria o estaria relacionada
con el momento magnético.

El operador momento angular de una particula elemental més general, tanto relativista
como no relativista, es

h
J=rx-V+S=rxP+S85, (6.1)
1
donde el operador espin es
h
S=ux-V,+W, (6.2)
i

siendo V,, el operador gradiente con respecto a las variables de velocidad, y W es un operador
diferencial lineal que deriva con respecto a las variables de orientacién a, y que por lo tanto,
conmuta con el otro. Por ejemplo, en la parametrizacion de la orientaciéon dada por p =
ntan(a/2), el operador W se escribe como

W:%[Vp+vap+P<P'vp)]- (6.3)
La parte primera del espin (6.2), que esta relacionada con el movimiento orbital de la carga,
solamente posee valores propios enteros, sus funciones propias son los armonicos esféricos, ya
que su estructura diferencial es la de un momento angular orbital que en realidad deriva solo
sobre las variables de orientacion del vector velocidad w. La parte de espin semientero proviene
del operador (6.3). Este operador W, que deriva con respecto a las variables de orientacion
del triedro ligado a la carga, lo que tiene en cuenta es la rotaciéon de la particula.
Hemos visto tanto en los ejemplos relativistas como en los no relativistas que si la contribu-
cion al espin es de naturaleza orbital, relacionada con la parte del zitterbewegung, Z, entonces

la relacion entre el espin y el momento magnético viene dada por

€ dk €
H=o %0~ am™ (6.4
8 R. Jackiw, Phys. Rev. D 57, 2635 (1998).
9 M. Rivas, J.M.Aguirregabiria and A. Hernandez, Phys. Lett. A 257, 21 (1999).
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donde kK = r —q, es decir con una relacion giromagnética normal g = 1. Si el electrén tiene una
relacion giromagnética g = 2, esto implica que debe existir otra parte del espin proviniente de
la velocidad angular, pero que no produzca contribucién al momento magnético.

De aqui resulta que, para el electron, ambas partes W y Z contribuyen al espin total. La
parte W esta relacionada con las variables angulares que describen la orientacion del electron y
que no contribuye a la separacion k entre el centro de masa y el centro de carga. Si el momento
magnético esta relacionado con este movimiento por la formula (6.4), esta relacionado con la
parte Z pero no con el espin total S. Es precisamente cuando tratamos de expresarlo en
términos del espin total cuando surge el concepto de relaciéon giromagnética.

Supongamos ahora que las dos partes Z y W contribuyen al espin total S con sus valores
cuanticos no nulos, mas bajos y que ademés deben ser tinicos, ya que al no poseer estados
excitados, una particula elemental solamente posee unos valores fijos de sus propiedades. Para
particulas de Dirac hemos encontrado que el espin total es s = 1/2 y que las dos partes tienen
orientaciones opuestas, teniendo el espin S la misma orientacion que la parte Z. La parte
orbital no puede tener un momento angular nulo porque el movimiento del centro de carga no
pasa por el centro de masa, y su valor no nulo més bajo es desde el punto de vista cuéntico,
z = 1y para la parte rotativa w = 1/2 en sentido contrario. Al expresar el momento magnético
en términos del espin total, como resulta que Z = 25, es donde nos aparece que g = 2.

6.2. Dipolo eléctrico instantaneo

El movimiento interno de la carga para el observador del centro de masa es un circulo a la
velocidad de la luz. La posicion de la carga esta relacionada con el espin por la ecuaciéon

b= Sxu (6.5)
donde S es el espin constante en este referencial y w = dk/dt, con u = ¢ es la velocidad de
la carga. Ademas de este movimiento del centro de carga, existe la rotacién de un sistema de
referencia local que produce una velocidad angular, pero esta rotaciéon no tiene efecto en el
momento dipolar de la particula. (Ver la Fig. 6.1 donde no se han dibujado ni la velocidad
angular ni el sistema de referencia local).

Desde el punto de vista del observador del centro de masa, la particula se comporta como
si tuviera un momento magnético producido por la corriente asociada a la carga y expresado
por la expresion clasica habitual

1 e dk
= [ kxidr=-kx—

donde e es el valor de la carga y j(r — k) = edk/dt 6*(r — k) es la densidad de corriente. El
término orbital k x dk/dt esta relacionado con la parte del espin asociada al zitterbewegung,
la cual cuantiza con valores enteros, y que para las particulas de Dirac es dos veces el valor del
espin total, como hemos visto en la secciéon anterior.

Pero para el observador del centro de masa, la particula posee un momento dipolar eléctrico
oscilante con respecto al centro de masa de valor d = ek. Esta relacionado con el espin mediante

d=—_Sxu. (6.6)

mc?
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Figura 6.1: Movimiento de la carga del electrén en el sistema de referencia del C.M.

En su articulo original, Dirac ' obtiene que el Hamiltoniano del electrén contiene, en

presencia de un campo electromagnético externo, ademas de la parte libre dos términos

) el
Ly B+ w.E=-u-B-d- E, (6.7)
2m 2me

donde
o 0
E:(O 0_)7 and o = Yo7,

se expresa en términos de las matrices o de Pauli y a es la matriz de Dirac que nos produce
el operador velocidad.

Demostraremos que la version cuantica de la expresion (6.6) es en efecto el dipolo eléctrico
de Dirac (6.7).

La dificultad de relacionar la expresion clasica del momento dipolar con su versiéon cuan-
tica consiste en interpretar adecuadamente como se expresa el producto vectorial de (6.6) en
términos de las matrices de Dirac o en términos del producto matricial (o geométrico) de los
elementos del algebra de Dirac. Vamos a ver que como el algebra de Dirac es un algebra de
Clifford dicho producto vectorial se va a interpretar en términos del producto interior y exterior
de este algebra.

El operador velocidad w = ca y el operador espin S son bivectores del algebra de Di-
rac considerados como elementos del dlgebra geométrica del espacio-tiempo, en el sentido de
Hestenes *!.

De hecho las matrices alpha de Dirac se escriben como productos de pares de matrices
gamma «; = Yoy y lo mismo las componentes del espin S; = (ih/2) yxy, j, k, [ ciclico 1,2, 3.
Este algebra geométrica esta generada por las cuatro matrices v de Dirac, u = 0,1, 2, 3 que se

10 P, A M. Dirac, Proc. Roy. Soc. London, A117, 610 (1928).
11 D. Hestenes, Space-Time algebra, Gordon and Breach, NY (1966); D. Hestenes and G. Sobczyk, Clifford
Algebra to Geometric Calculus, D. Reidel Pub. Co. Dordrecht, (1984).
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interpretan como los cuatro vectores base del espacio-tiempo de Minkowski. Satisfacen la regla
Yt Yo = N, es decir, 73 = 1y las 42 = —1, donde el punto representa el producto interior
en el algebra de Clifford. Vemos por lo tanto que tanto la velocidad como el espin pertenecen
a la subalgebra par, o dlgebra de Pauli del espacio tridimensional. Bajo inversiones espaciales
Yo — YoV Vi — —i, por lo que el operador velocidad cambia de signo, por lo que es un vector
espacial, pero no asi el espin, que es invariante y por lo tanto es y corresponde a un bivector
espacial o pseudovector.

Yo73 Y172

Yo72 7371

YoV 1 V273

(a) (b)

Figura 6.2: Base para los vectores (a) y bivectores (pseudovectores) (b) del algebra de
Pauli.

La relacion entre el producto vectorial y el producto interior y exterior de dos vectores a y
b en el algebra de Pauli es,

axb=—-iaANb=">b-(ia), (6.8)

donde A representa el simbolo del producto exterior y la unidad imaginaria ¢ representa al
vector unidad pseudoescalar y ia es el bivector dual del vector a.

El producto interior de un vector b y un bivector A se expresa en términos del producto
geométrico en la forma

boA— %(bA _ Ab) (6.9)

y tanto en el algebra de Dirac como en la de Pauli, el producto geométrico bA viene dado por
el producto matricial ordinario.

Si escogemos como bases de los vectores y pseudovectors las de la Fig. 6.2, donde los objetos
con doble raya de la parte (b) representan los vectores duales de los correspondientes bivectores
espaciales, y expresamos en estas bases los observables de la Fig. 6.1, entonces el vector espacial
velocidad es u = ¢y, y el pseudovector espacial S = (h/2)72y3 y por lo tanto, usando (6.8)
y (6.9) obtenemos

—ich
2

_ ich (1
Sxu=u-(iS)=— <— (Yo272773 — 727370’72)) = 073-

2 \2

El vector k = R~yy; donde R = h/2mc, y haciendo la substitucion en (6.6) obtenemos final-
mente, el resultado deseado,
J teh
3 = _2_mca3'
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6.3. Efecto Tiunel clasico

Una consecuencia de la separacion entre el centro de carga y el centro de masa de una
particula con espin, es que va a poder atravesar una barrera de potencial, a pesar de que su
energia cinética sea inferior a la de la barrera.

Consideremos una particula no relativista con espin de tipo (anti)orbital, como la descrita
en la Seccion 2.2, bajo una barrera de potencial. La Langrangiana de este sistema es:

L=———- —— — eV (r)t. (6.10)

Como las barreras de potencial cuadradas, usadas habitualmente en mecénica cuéntica son
utiles para la resolucion sencilla de algunos problemas, sin embargo, desde el punto de vista
dinamico corresponden a dispositivos que producen una fuerza infinita en los bordes, lo cual no
nos permite utilizarlas para estudios dinamicos clasicos. Debemos usar barreras de potencial
que conduzcan a fuerzas finitas. Una barrera sencilla que da lugar a fuerzas finitas y constantes,
puede ser del tipo de la de la figura Fig. 6.3, donde V[ representa el valor maximo del potencial.

QVO

eV(x)

Figura 6.3: Triangular potential barrier.

La fuerza externa que produce sobre la particula F'(z), es constante y dirigida hacia la
izquierda en la region z € (—a,0) y hacia la derecha en « € (0,0), siendo nula fuera de estas
ZOnas.

Potenciales de este tipo se pueden construir como en el experimento que se indica en la
figura 6.4, en el cual un haz de electrones, que ha sido acelerado con un potencial de aceleracién
V., se lanza sobre la region del campo, de potencial V{ contenido entre las placas A, C'y B.

En la Figura 6.4, desde un punto de vista clasico, un electrén puntual sin espin (el centro de
carga y el centro de masa son el mismo punto) se detiene en la linea de puntos y la fuerza hacia
la izquierda lo expulsa. Pero un electron con espin de naturaleza (anti)orbital puede cruzar la
barrera, si estd polarizado perpendicularmente al campo y si su energia cinética es mayor que
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‘ eV(x)
eV, :

Figura 6.4: Haz de electrones sobre una barrera de potencial. Un electrén puntual sin
espin con V, < Vj no puede pasar de la linea de puntos. Un electréon con espin, polarizado
transversalmente, y de la misma energia, puede cruzar la barrera.

un cierto valor minimo, que esta por debajo del méximo del potencial. Este potencial minimo
depende de la separacion entre placas.

Supongamos una particula polarizada con el espin hacia arriba o hacia abajo, en la direccion
OZ. El movimiento de la carga tiene lugar en el plano XOY. Sean ¢, ¢, ¢. = 0, las coordenadas
del centro de masa y x, y and z = 0, las del centro de carga.

Las ecuaciones dindmicas son

d?q 1 d*q
r__F B S 11
P Lp), Ty (6.11)
. dy
ﬁ-l—w(x—qx):(), ﬁ—l—w(y—qy)zo, (6.12)

donde
—eVp/a, para x € (—a,0),
F(z) =4 €eVy/b, paraz € (0,b),
0, en los demas casos.

Las ecuaciones (6.11) son no lineales y no hemos encontrado de ellas una solucion analitica.
Vamos a hacer el cilculo de forma numérica. Vamos a definir diferentes variables adimensio-
nales. Sea R el radio del movimiento interno. Entonces definimos

4» = ¢./R, G,=q,/R, i=x/R §=y/R, a=a/R, b=>b/R.

La nueva variable temporal @ = wt es la fase del movimiento interno, siendo w la pulsacion
de este movimiento. Las ecuaciones en las nuevas variables quedan:

d?q d?q

T — A% v —

daz ()7 dO{Q Y
A >y
d2 TP 6=0, 5 +§-¢=0,

donde A(Z) es
—eVp/amw? R?, para 7 € (—a,0),
A7) = { eVy/bmw?R2,  para & € (0,b),
0, en los demas casos.
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Para el electron relativista la velocidad de la carga es ¢, de tal manera que wR = ¢, y el
pardmetro e/mc? = 1,9569 x 107V =1, tal que para potenciales del orden de 1 voltio podemos
tomar el parametro adimensional eVy/mw?R* = 1,9569 x 1079,

Si tomamos como condiciones iniciales para el centro de masa

4y(0) =0, dg,(0)/da =0,

entonces el centro de masa se mueve en linea recta a lo largo del eje OX. El sistema anterior
se reduce al analisis de un sistema unidimensional, donde las tnicas incognitas son ¢, y Z.
Denominemos a estas variables por ¢ y z, quitando todos los sombreros de las demas variables.
Las ecuaciones a resolver quedan:

d?q d’*x

donde A(x) es
—1,9569 x 107%a~'V}, para z € (—a,0),
A(z) =< 1,9569 x 10750711,,  para z € (0,b), (6.14)
0, en los demés casos.

La integracion numeérica ha sido hecha con el programa Dynamics Solver 2.y debido a
que las ecuaciones son adimensionales, las energias quedan reescaladas tomando la méaxima
energia potencial de valor 1.

ellx)

-1 0 1 qr

Figura 6.5: Energia cinética durante el cruce para a =b=1.

Con a = b =1, y suponiendo que la altura de la barrera es 1, tomando la energia cinética
de la particula K, por debajo de este valor, K = mq(0)?/2eV, = 0,41, es decir K = 0,41¢eV}
para cualquier otro potencial, obtenemos para el movimiento del centro de masa la grafica de
la figura. 6.5, donde se indica la variacion de la energia cinética K (q), con la posicion del centro
de masa, durante el cruce de la barrera. Existe siempre cruce de la barrera con una energia
cinética por encima de este valor. En la Figura 6.6, se dibuja la misma evolucién pero con una
barrera de anchuras a = 1y b = 10 y K = 0,9055. Por debajo de una energia cinética de
valores 0,4 y 0,9, en ambos ejemplos, las particulas nunca cruzan la barrera y son rechazadas
hacia atras.

Si en ambos ejemplos la anchura a se toma entre 1 y 0.05, haciendo que la pendiente, y
por lo tanto la fuerza, sea mayor, no hay un cambio apreciable en la energia minima de cruce.
Por eso, con la anchura a = 1 fija, vamos a calcular las energias minimas de cruce K.(b) para
diversos valores de la anchura de la derecha b.

12 J M. Aguirregabiria, Dynamics Solver, disponible en la pagina web de su autor en el servidor del depar-
tamento de Fisica Teorica de la UPV/EHU, <http://tp.lc.ehu.es/jma.html>
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K(g)

-1 0 10 42
Figura 6.6: Energia cinética de la particula durante el cruce con a =1y b= 10.

Para comparar estos resultados con el efecto tinel cuantico, vamos a cuantizar el sistema.
La funcién de onda de este sistema es una funcién compleja de cuadrado integrable, de las
variables cinematicas, (¢, r,u). Los generadores del grupo de Galileo en esta representacion
son
0

H=ihg, P =iV, K =mr—tP+ilV,, J=rxP+Z. (6.15)

donde V, es el operador gradiente con respecto a las variables u. Estos generadores satisfacen
las reglas de conmutacion del grupo de Galileo extendido '3, y el operador espin estd dado
por Z = —ithu X V,.

Uno de los operadores de Casimir del grupo de Galileo extendido es la energia interna &,
que en presencia de un campo electromagnético externo y con un acoplamiento minimo se
escribe como la diferencia entre la energia mecanica H — eV menos la energia cinética

1 2
E=H—¢eV %(P eA)”, (6.16)
donde V' y A son los potenciales escalar y vectorial externos y donde P — eA es el momento
lineal mecénico.

En este caso no hay campo magnético, A = 0, y V es tnicamente funcion de z. Podemos
buscar soluciones del siguiente conjunto completo de observables que conmutan: El operador
de Casimir (6.16), H, P,, P,, Z* y Z,. La particula se mueve a lo largo del eje OX, con el
espin en la direccion OZ, por lo que podemos buscar soluciones que sean funciones propias de
los operadores anteriores, en la forma:

(H —eV(z) — %PZ) V=&Y, H = E, Ppp =0, Pap=0, (6.17)
7% = s(s+ 1)h*p,  Zap = E£sh. (6.18)

Vemos que 1 es independiente de y y de z, y su dependencia temporal es de la forma
exp(—iEt/h). Como el operador espin deriva con respecto a las variables de velocidad, po-
demos buscar soluciones en variables separadas en la forma

Utz u) = e () x(w),

13 J.M. Levy-Leblond, Galilei Group and Galilean Invariance, in E.M. Loebl, Group Theory and its applica-
tions, Acad. Press, NY (1971), vol. 2, p. 221.
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y por lo tanto

(3o + B~ V)= € ) ) =0, (6.19)
Z2x(u) = s(s + DA*x(u), Z.x(u) = £shy(u). (6.20)

La parte espacial ¢(x), esta desacoplada de la parte del espin x(u), y F—eV (x)— & representa
la energia cinética de la particula. La parte espacial satisface la ecuacion de Schroedinger uni-
dimensional, y la parte del espin es independiente de la interaccion, por lo que la probabilidad
cuantica del efecto tunel estd contenida en la parte espacial y no depende de la orientacion
particular del espin.

Si la particula se encuentra inicialmente a la izquierda de la barrera, con una energia
cinética inicial Fy = F — &£, podemos entonces determinar la probabilidad de cruce para a = 1
y diferentes valores de la anchura del potencial b.

Este problema unidimensional con el potencial triangular de la figura Fig. 6.3 esta resuelto
en el libro de Landau: 4

ek + Re~ik, T < —a,
CiAI(D(1 -G+ L)+ CyBi(D(1 -G+ %), —a<z<0,

Y0 =9 AL - G- 1)+ CBi(L1 -G - 1)), 0<r <), (6.21)
Tetke, x> b,

donde z es la misma variable adimensional que en el anélisis clasico, y las constantes son

3 6‘/00/2 3 6%62 E
L= = —. .
— V2 02’ ~Vome 2mc?’ G eVh (6.22)

Las funciones Ai(z) y Bi(z) son las funciones de Airy de z. Las seis constantes de integracion
R, T,y C;i =1,2,3,4, se pueden obtener requiriendo la continuidad de las funciones y de
sus primeras derivadas en los puntos de discontinuidad de la fuerza, esto esen x = —a, x =0
y = b. El coeficiente |R|? representa la probabilidad de que la particula sea reflejada por la
barrera y |T)? es la probabilidad de que se encuentre a la derecha de la barrera, esto es, que la
cruce.

Si calculamos la amplitud 7" para a = 1 y diferentes valores de la anchura b, y para energias
por debajo del umbral de la barrera eV, vemos en la Fig. 6.7, la probabilidad media del efecto
ttnel cuantico para cuatro valores diferentes del potencial V, de 10%, 103, 10* y 10° Voltios.
Esta probabilidad media se ha calculado suponiendo que a la izquierda de la barrera tenemos
una distribuciéon uniforme de particulas con energia inferior a eVj.

La correspondiente particula clasica con espin, o pasa o no pasa. Para hacer una compara-
cion probabilistica, definimos la funcion P(b) = 1 — K.(b), donde K.(b) es la energia minima de
cruce calculada anteriormente, para cada valor de b. Este valor, si la distribucion de particulas
es uniforme en energia por debajo del umbral de la barrera, representa la probabilidad de que
una particula clasica escogida al azar, esté por encima de la energia de cruce y por lo tanto
cruce la barrera.

Hemos representado también la funcion P(b) en la Fig. 6.7. Vemos que la probabilidad
clasica de cruce es siempre inferior a la probabilidad cuantica media, pero para potenciales
altos se aproximan, por lo que la contribuciéon al efecto tinel proviniente del espin, empieza a
ser relevante. Podriamos justificar que la contribuciéon cuéntica es mayor que la clasica, ya que

14 1,. Landau and E. Lifchitz, Mécanique quantique, Mir Moscow (1988), 3rd. edition.
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rF1r 1T 1T 1T T T T T
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 b

Figura 6.7: Probabilidad clasica P(b) y cuantica de cruce de la barrera, para diferentes
valores del potencial V.

la energia media posee una incertidumbre AFE ligada con el tiempo de cruce At, por la relacién
de Heisenberg AEAt > h, con lo que la imprecision AFE en el conocimiento de la energia hace
que esta pueda caer en la zona cldsica de cruce aunque la energia media fuera inferior a K..
Habria més casos cuanticos de cruce con energias inferiores a K., mientras que desde el punto
de vista clasico no lo cruzarian.

Como el efecto tunel es una funcion de i y el espin de las particulas elementales también
es del orden de A, es muy dificil separar en un experimento real qué parte del resultado que es
de orden h proviene de un efecto estrictamente cuantico o viene de la contribucién del espin.

Si la particula clasica estuviera polarizada longitudinalmente, es decir la orientacion del
espin fuera en la direccion del momento lineal o en sentido contrario, nunca cruzaria la barrera
con energias inferiores al maximo eV{. Vemos que la orientacion si influye en el caso clasico pero
no en el cudntico, ya que de (6.19) y (6.20) se ve que la probabilidad de cruce es independiente
del espin.

De hecho si existe una influencia que no ha sido considerada en el analisis cuantico. Por
tener la particula separados el centro de masa del centro de carga, posee un momento dipolar
eléctrico d = ek, y por lo tanto una energia de interaccion de este dipolo de valor —d - E. Si la
particula esté polarizada longitudinalmente, d y E son ortogonales y esta contribucién es nula.
Si, como en el caso clasico analizado, la polarizaciéon es transversal al movimiento, el anterior
producto escalar produce una energia de interaccion de valor —e 'R cos wt, donde E es el campo
eléctrico uniforme de cada zona y R es el radio del movimiento interno o zitterbewegung. En
la parte de la ecuaciéon cuantica hay que reemplazar

H—-eVy = H-—eVy+eERcoswt

y resolver la correspondiente funciéon de onda. Este término es del orden de la separacion R
entre el centro de masa y el centro de carga, y por lo tanto de orden A. Aunque este término
puede ser pequeno, debido a que es oscilante y de valor temporal medio nulo, puede ser relevante
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en casos en los que los gradientes del campo sean grandes. Veremos en la seccion siguiente una
aplicacion de este efecto tunel, en la que la polarizacion si es importante.

6.3.1. Efecto ttunel de polarizaciéon del espin

Vamos a ver que la estructura que hemos encontrado del electron, nos permite hacer una
interpretacion de la denominada magnetoresistencia gigante de peliculas policristalinas *°. Esto
se conoce en la literatura como el Efecto tinel de polarizacién del espin 6.

La cuestion de que si el efecto tinel es un efecto puramente cuéntico o puede ser clasico, es
un tema carente de sentido. Hemos visto que existe un efecto ttunel clésico, pero para particulas
con espin, en las que sus centros de masa y de carga sean puntos diferentes. De todas formas,
la materia elemental debe ser interpretada bajo las reglas de la mecéanica cuéntica, ya que es
el calculo cuantico el que produce un mejor acuerdo con las medidas experimentales.

La conduccién eléctrica en materiales sinterizados es completamente diferente de la con-
duccion en conductores ordinarios. Un material sinterizado no es un medio continuo. Esta
formado por pequenos granos que permanecen unidos al ser sometidos a compresion. La con-
duccion eléctrica es pues, el salto de electrones de grano en grano, en un proceso tinel a través
de un potencial efectivo en la region fronteriza entre los granos. Estos materiales presentan por
lo tanto una alta resistividad, cuando se les compara con los conductores normales.

La forma del potencial en el intersticio es desconocida, pero podemos aproximarla mediante
un potencial de tipo triangular como los de la seccion anterior. Cuando un electrén se aleja de
un grano, éste queda positivamente cargado y atrae al electron. Cuando éste se ha alejado y
queda mas proximo al otro grano, induce un dipolo que lo atrae. En ambos casos no sabemos
como son estas fuerzas, pero la aproximacion anterior de suponerlas constantes justifica un
potencial triangular en el intersticio. De todas formas, lo que hemos visto es que para cada
barrera de potencial existe un minimo de energia, por debajo del maximo del potencial, tal
que electrones polarizados transversalmente por encima de esa energia la cruzan, incluso desde
el punto de vista clasico. Este efecto no es predicho por la mecanica cuantica ’ordinaria‘, ya
que la probabilidad de cruce por efecto tinel es independiente del espin.

Ahora bien, cuando introducimos un campo magnético externo, los electrones de conduccion
se polarizan de forma transversal al campo eléctrico, y si el nivel de Fermi de estos electrones
estd por encima de la energia minima de cruce, todos aquellos electrones por encima de esta
energia la cruzaréan, incluso clasicamente, como si fuera un verdadero conductor. La resistencia
del material ha sido alterada por la presencia de un campo magnético externo. Podemos dise-
nar dispositivos electréonicos en los que el control de las corrientes no se efectiia con campos
eléctricos sino controlando la orientaciéon del espin. Un dispositivo de este tipo se dice que
pertenece a la nueva de técnica de la espintrénica, pues se utiliza el control del espin para
producir efectos electronicos.

Se podria argumentar que la presencia del campo magnético externo que polariza a los
electrones, pudiera modificar la probabilidad de cruce. Incluso con un campo externo del orden
de 1 Tesla, y en una barrera potencial de 1 Voltio, el término de interacciéon magnética —p - B
contribuye con una energia del orden de £5,7 x 107°¢V, la cual no modifica la probabilidad
cuantica de cruce.

15Premio Nobel de Fisica 2007 a Albert Fert y Peter Griinberg por el descubrimiento en 1988 de la Magne-
toresistencia Gigante.

16 V.N. Dobrovolsky, D.I. Sheka and B.V. Chernyachuk, Surface Science 397, 333 (1998); P. Raychaudhuri,
T.K. Nath, A.K. Nigam and R. Pintor, cond-mat/9805258, preprint.
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6.4. Formacion de pares de electrones ligados

Hemos visto en la seccidon 2.6.2, que las ecuaciones que describen la dindmica del electron
relativista con espin, son un sistema de ecuaciones diferenciales de cuarto orden para el centro
de carga r, que se puede descomponer en un sistema de ecuaciones de segundo orden acopladas,
para el centro de masa q y el centro de carga . Son de la forma de (2.154):

. . l—qg-7

q=0, T—W(q T),
donde el punto representa la derivada temporal. La primera representa el movimiento libre
del centro de masa, y la segunda, una especie de movimiento armonico relativista del punto r
alrededor del punto g, manteniéndose constante para todo observador el valor absoluto de la
velocidad u = c.

Es precisamente el factor (1 — ¢ -7)/(q — 7)? el que previene de que si tomamos una solu-
cion con un valor de contorno tal que 7(0) = 1, la solucién no modifica el valor absoluto de la
velocidad de la carga. Si no imponemos esta condicion inicial, el valor absoluto de la velocidad
de cualquier otra soluciéon no tiene por qué conservarse. En el caso de interaccion entre dos
particulas, tendriamos un sistema de ecuaciones del tipo anterior, donde 7, y q,, a = 1,2,
serfan las posiciones de cada una de ellas. Las segundas ecuaciones no se modifican, es decir
el movimiento interno de cada particula elemental no es alterado por ninguna interacciéon. La
primera ecuacion queda reemplazada por dp,/dt = F, donde p, es el momento lineal de la
particula a que se expresa como es habitual, en términos de la velocidad de su centro de masa,

P = 1(@.)ma,, (@, = (1—¢*)""?

y la fuerza F', la podemos calcular por una Lagrangiana de interaccion del tipo (4.69)

po_ 0L _d (6L1)

- Or, dt \ Ou,
Para la particula 1 toma la forma:

— d
Fi=—g 2 m+@< i ) (6.23)

_g|’r1—'r2|3 2|’I"1—’I"2| l—ul'u2

Contiene términos de velocidad que van como 1/r? y términos de aceleraciéon que van como
1/r en términos de la distancia entre cargas r = |r; — r3|. En esta notacion, en la descripcion
sincrona, u, = 7.

El sistema de ecuaciones a resolver es

«

% = 255 (Fa—q,(Fa-q,)) (6.24)
- _ 1— qa T 0y a4 —
e = (qa — Ta)Q (qa a>7 1,2 (625)

donde « es la constante de estructura fina y todas las variables reescaladas son adimensionales.
Para ello el factor de escala espacial es R = h/2mc y el temporal es T = h/2mc?. Todos
los términos que dependen de la aceleracion de las cargas de la ecuacion (6.24), han sido
reemplazados por las expresiones de (6.25).
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Figura 6.8: Trayectorias de los centros de masa y carga de dos particulas con espin con
velocidad inicial de sus centros de masa ¢, = 0,1 y un parametro de impacto pequeno.

Serfa deseable, para hacer un analisis teorico, el encontrar soluciones analiticas de (6.24-
6.25). Nos conformaremos con hacer un céilculo numérico. Vamos a usar el programa de in-
tegracion numérica Dynamics Solver, el cual permite preparar ficheros para automatizar el
proceso de célculo, variando a voluntad las condiciones de contorno.

En la figura 6.8 se representa la dispersion de dos particulas de la misma carga, con sus es-
pines paralelos. El movimiento de sus centros de masa se indica con una flecha. Si las particulas
no se aproximan mucho, estas trayectorias se corresponden bisicamente con las trayectorias de
dos particulas sin espin, interaccionado a través de una fuerza Coulombiana. Cuando decimos
que no se aproximan mucho queremos decir que su separacion relativa es siempre mucho mas
grande que la longitud de onda Compton.

Esto se puede entender porque si las particulas estan lejos una de otra, el comportamiento
Coulombiano de la Lagrangiana lo justifica. Al calcular la interaccion entre las correspondien-
tes cargas, como la frecuencia del movimiento interno es muy alta, la posicion media de cada
carga es el correspondiente centro de masa. Sin embargo, en altas energias, las dos particulas se
pueden aproximar por debajo de la longitud de onda Compton, y por lo tanto ese andlisis pro-
medio no funciona. Es necesario conocer las posiciones exactas de las cargas y sus velocidades
para determinar las fuerzas sobre cada una de ellas.

Aqui, nuevos fenomenos fisicos aparecen, cuando se compara con particulas sin espin. El
fenomeno de la dispersion frontal, es decir que practicamente ambas particulas siguen sus
trayectorias iniciales sin desviarse, como la calculada en la figura 6.9, no se puede describir en
el caso de particulas sin espin. La interaccion Coulombiana hace que dos electrones en colisién
frontal se desvien siempre. Sin embargo, la experiencia demuestra que la dispersion frontal es
el fendémeno mas probable en la colisién de haces de particulas.

Otro fendmeno que no aparece en particulas sin espin, es la formacion de pares, es decir
de estados ligados estables de particulas de la misma carga. En la figura 6.10, representamos
la posicion inicial de dos particulas de la misma carga con sus espines paralelos y tal que sus
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Figura 6.9: Dispersiéon frontal de dos particulas con espin, de la misma carga, y con
una separacion inicial 2¢,(0) = 10, velocidad de sus centros de masa [G,(0)] = 0,18 y un
parametro de impacto pequeno. Los dos centros de masa pasan uno junto al otro, sin
apenas desviarse.

correspondientes centros de masa se encuentran a una distancia inferior a la longitud de onda
Compton, esto es, inferior al diAmetro de su movimiento interno. Hemos escrito los simbolos
de las cargas e, en el correspondiente centro de carga 7, y las correspondientes letras m,
en los respectivos centros de masa gq,. En la parte (a) dibujamos la situacion cuando ambas
particulas poseen la misma fase inicial 81 = [, de sus movimientos internos. Las fuerzas
F',, sobre cada particula a = 1,2, se calculan en términos de las posiciones, velocidades y
aceleraciones de las dos cargas, de acuerdo con (6.23), y dibujamos también esas mismas
fuerzas en los correspopndientes centros de masa, para poder plantear las ecuaciones (77).
Vemos que una fuerza repulsiva entre las cargas produce también una fuerza repulsiva entre
los correspondientes centros de masa. Sin embargo, si las fases iniciales de sus movimientos
internos, fuesen opuestas, 51 = —f, como en la parte (b) de la figura, una fuerza repulsiva
entre cargas, calculada igual que en el caso anterior, produce una fuerza atractiva entre los
centros de masa. Si la separacion entre los centros de masa fuera superior a la longitud de onda
Compton, la fuerza entre centros de masa seria siempre repulsiva, independientemente de las
fases relativas de los movimientos internos.

En la figura 6.11 vemos otra situacion de fases opuestas pero donde la separacion entre los
centros de masa es mayor aunque sigue siendo inferior a la longitud de onda Compton.

Para analizar esta situacion en la que se van aproducir movimientos ligados de pares de par-
ticulas de la misma carga, vamos a proceder de la siguiente forma: Comenzamos la integracion
numérica imponiendo la condiciéon de que ambos centros de masa se encuentran en reposo y
localizados en el origen del sistema de referencia, es decir q,(0) = q,(0) = 0. Para la particula
2 tomamos como fase inicial (2(0) = 0 y para la particula 1, empezamos con 31(0) = 0, y la
vamos incrementando de grado en grado en cada proceso de integracion, hasta alcanzar el valor
final de 27 radianes. Los valores de contorno de las variables r,(0) y 7,(0), con la ligadura
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Figura 6.10: Posiciones iniciales de dos particulas de Dirac con sus espines paralelos y
con una separaciéon entre sus centros de masa inferior a la longitud de onda Compton.
Las lineas de puntos representan las trayectorias previsibles de cada carga, si la particula
estuviera libre. Ambos movimientos tienen el mismo sentido como corresponde a parti-
culas con sus espines paralelos. En (a) ambas particulas poseen la misma fase inicial y
la fuerza repulsiva entre cargas, produce una fuerza repulsiva entre sus centros de masa,
mientras que en (b), con fases opuestas, la fuerza entre sus centros de masa resulta ser

atractiva.
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Figura 6.11: (a) Posicién inicial de dos particulas con fases opuestas, que produce una
fuerza atractiva entre sus centros de masa, que estian separados menos que la longitud
de onda Compton. En la parte (b), después de medio ciclo de las cargas, la fuerza entre
los centros de masa resulta ser repulsiva, pero su intensidad es menor que en la situaciéon
anterior por estar las cargas mas alejadas, por lo que el movimiento resultante es también

un movimiento de pares ligados.
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|7.(0)| = 1, se escogen de tal manera que sean compatibles con estas fases. El sistema total
es analizado en su centro de masa, de tal manera que q,(0) = —g5(0) y g,(0) = —q,(0). El
proceso de integracion se automatiza de tal forma que cuando los centros de masa de las par-
ticulas se separan por encima de la longitud de onda Compton, la integracion se interrumpe y
comienza de nuevo con un nuevo valor de la fase 3;(0) de un grado mas, y los correspondientes
valores nuevos de las variables 7,(0) y 7,(0).

Si las particulas no se separan durante un tiempo de integraciéon correspondiente a 10°
vueltas de las cargas alrededor del correspondiente centro de masa, se vuelve a parar el pro-
ceso, se guardan los valores iniciales de las variables que dan lugar a este movimiento ligado
y se comienza de nuevo con nuevos valores de contorno. Este tiempo ligado corresponde, en
el caso de electrones, a un estado ligado de duraciéon superior a 107! segundos. Para algunos
valores particulares de las variables, con fases opuestas, hemos dejado el programa de inte-
gracién funcionando durante una semana, y el estado ligado se mantiene. Esto representa una
vida superior a 107 segundos. Si dejasemos el programa funcionando durante un afio, esto
incrementaria el tiempo de vida solamente en dos 6rdenes de magnitud. La sensacion general
es que los estados ligados son suficientemente estables, ya que ni siquiera los posibles errores
numéricos en la integracion destruyen la ligadura entre las particulas, ni la estabilidad del mo-
vimiento. El proceso se ha repetido de nuevo, cambiando ligeramente las condiciones iniciales
de las variables del centro de masa q,(0) y ¢,(0), en pasos de valor 0,0001 en estas variables
adimensionales, y con [5(0) = 0, y el mismo proceder con la fase (3;(0), como el comentado
anteriormente. Para verificar la fiabilidad del método, cada 10? pasos de integracion, se mide el
que las velocidades de las cargas sigan siendo de valor absoluto 1, dentro de un error numérico
menor que 1072,

Se ha realizado el proceso tomando como fase inicial 32(0) cualquier otro valor arbitrario.
Se trataba de poner de manifiesto si habia diferencias en funcién de las diferencias de fases
iniciales 32(0) — 31(0), y de las posiciones y velocidades de los centros de masa q,(0) y ¢,(0).
Después de recolectar todos los datos que conducen a movimientos ligados, hemos encontrado
los siguientes resultados:

1. La velocidad inicial de los centros de masa debe ser |G,(0)| < 0,01c. En caso contrario,
el movimiento entre las dos particulas no es estable y al cabo de unas pocas vueltas se
separan.

2. Para cada velocidad |4,(0)] < 0,01c existe un rango A de la fase 51(0) = (2(0) + 7 £ A
para el cual el movimiento es estable. Cuanto mayor sea la velocidad de los centros de
masa, mas estrecho es este margen, de tal manera que los movimientos mas estables se
producen con las fases practicamente opuestas.

3. Se han encontrado movimientos ligados para una separacion inicial entre los centros de
masa, hasta 0,8 veces la longitud de onda Compton, como la que se representa en la figura
6.11, siempre que las fases y velocidades se encuentren dentro de los rangos mencionados
anteriormente.

En la figura 6.12, mostramos el calculo del movimiento ligado de las dos particulas con
una separacion inicial de sus centros de masa de ¢, = —¢o, = 0,2%(long. de onda Compton),
Gz = —Goz = 0,008 y G1y, = —¢oy = 0,001, B2 = 0y B = 7. La fuerza entre cargas es repulsiva
pero sin embargo, si las fases internas (3; y 2 son opuestas, produce una fuerza atractiva entre
los centros de masa de acuerdo con el mecanismo mostrado en la figura 6.10 (b).
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Esta posibilidad de formacion de pares ligados, metaestables, de baja energia, de particulas
de la misma carga, no es exclusivo de la Lagrangiana de interacciéon utilizada. Si usamos
una interaccion electromagnética o bien una interacciéon Coulombiana instantanea entre las
cargas de dos particulas de Dirac, hemos encontrado también este comportamiento en 7. Este
movimiento ligado no lo destruyen campos eléctricos externos ni tampoco campos magnéticos
externos de la misma direccion que los espines. Sin embargo, un campo magnético transversal
al espin, destruye el movimiento ligado.

Figura 6.12: Movimiento ligado de los centros de masa y centros de carga de dos particulas
con espin, de espines paralelos y con una velocidad de sus centros de masa v ~ 0,0082. La
separacion inicial entre sus centros de masa es de 0,2x(long. de onda Compton).

Cuando calculamos el valor medio de la posiciéon r,, resulta ser el valor del centro de masa
q,, v de esta forma, la fuerza repulsiva entre cargas resulta también una fuerza repulsiva entre
los correspondientes centros de masa, por lo que suprimir el contenido de la parte del espin
asociada al zitterbewegung, elimina la posibilidad de formaciéon de pares ligados.

A pesar de que este resultado nos muestra un mecanismo clésico que justifica la formacion
de un sistema ligado de espin 1, y por lo tanto un boson a partir de dos fermiones cargados
iguales, hemos de tener cuidado con el tipo de conclusiones que podemos sacar. En primer lugar
es un analisis clasico, y aunque el rango de energias en las que el fenémeno es estable es bastante
grande, esto no significa que dos electrones puedan quedar ligados hasta esa energia de ligadura.
De ser asi, vamos a estimar desde un punto de vista térmico, a qué temperatura méaxima
corresponde la posibilidad de formacién de estados ligados. En efecto, si consideramos desde
el punto de vista clasico que el electron es un sistema de 7 grados de libertad, 3 representan la
posicion 7, otros 3 la orientacion « y finalmente una fase interna (3. Si aceptamos el teorema
de equiparticion de la energia, entonces para ese maximo de energia cinética que produce el
estado ligado mv?/2 = 7kT/2, siendo k la constante de Boltzmann y v = 0,01c la velocidad
méxima de cada particula, entonces un gas de electrones polarizados (como los electrones de

I"M. Rivas J. Phys. A: Math. Gen. 36 4703 (2003), (Preprint physics/0112005)
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conduccion en un efecto Hall cuantico) pueden formar estados ligados hasta una temperatura
por debajo de T' = 8,47 x 10°K, que es en efecto una temperatura muy alta.

En segundo lugar, la materia a este nivel se comporta de acuerdo con los postulados de la
mecanica cuantica y, por lo tanto, debemos resolver dentro del marco cuéntico, el correspon-
diente estado ligado y establecer para qué energias es posible. En particular, el movimiento
relativo entre electrones tiene que tener el momento angular orbital cuantizado. Este proble-
ma no ha sido resuelto todavia, pero la existencia de una posibilidad clasica de formacion de
pares y un rango de energia tan alto, justifica el que se realice un esfuerzo en esa direccion.
Un electron y un protén pueden formar estados ligados dentro de un margen continuo y muy
amplio de energias. Es solamente la teoria cuantica la que da la respuesta correcta para qué
energias los estados ligados son estacionarios.

Si las fases de las dos particulas fuesen las mismas(o casi las mismas) no hay posibilidad,
ni siquiera clasica, de formacion de estados ligados. Como los dos fermiones que forman el
estado ligado poseen el mismo espin y la misma energia, ;no serd que el exigir que sus fases
sean contrarias, es una forma clasica de superar el principio de exclusion de Pauli y justificar
la existencia de estos estados ligados?
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