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= If I can’t picture it, I can’t understand it.
You know, it would be sufficient to really understand the electron.

A. Einstein !
= Everything should be as simple as possible, but not simpler.

A. Einstein?, William of Ockham? ?

» If a spinning particle is not quite a point particle, nor a solid three dimensional top, what
can it be? What is the structure which can appear under probing with electromagnetic
fields as a point charge, yet as far as spin and wave properties are concerned exhibits a
size of the order of the Compton wavelength?

A.O. Barut 3

» La figura de la portada representa el movimiento, a la velocidad de la luz, del centro de
carga del electréon para el observador del centro de masa. Este movimiento relativo no
es modificado por ninguna interacciéon. El centro de masa es siempre un punto distinto
del centro de carga. El radio de este movimiento es R = h/2mc, la mitad de la longitud
de onda Compton, lo que sugiere el tamano que menciona Barut. La frecuencia de este
movimiento, cuando el centro de masa estd en reposo, es w = 2mc?/h. Esta frecuencia,
doble que la que postula De Broglie, disminuye cuando el centro de masa se desplaza. El
reloj local va mas despacio cuando estd en movimiento. La materia elemental posee una
estructura periddica, como las ondas, desde el punto de vista temporal. El espin total S
tiene dos partes: Una Z debida a este movimiento relativo y otra W en sentido contrario
y debida a la rotacién con velocidad angular w, de un sistema cartesiano local ligado al
centro de carga, y que no ha sido dibujado en la figura. Como el momento magnético
del electrén es producido por el movimiento de la carga, entonces esta relacionado con la
parte Z del espin, por lo que es esta doble estructura del espin la que produce el concepto
de relacién giromagnética g = 2.

= La fisica de particulas, al usar de forma exahustiva el modelo de particula puntual para
describir experimentos hechos con particulas con espin, estd simplificando en exceso el
modelo, contrario al espiritu de la segunda de las citas anteriores. Hay que utilizar modelos
de particulas con espin para analizar experimentos reales, porque en la naturaleza no
existen particulas elementales sin espin.
En este orden de cosas, la Relatividad General como teoria de la gravitacion, también hace
una simplificacion excesiva al asumir que el espacio-tiempo tiene una métrica Riemaniana,
cuando deberia mantener que la métrica es necesariamente Finsleriana, como analizaremos
en la seccién 1.6.

'H. Dehmelt, Proc. Natl. Acad. Sci. USA, 86, 8618-19 (1989).

*Ver la discucién en http://quoteinvestigator.com/2011/05/13/einstein-simple,/#more-2363, sobre la autoria
de esta frase.

3A.0. Barut, Brief History and recent developments in electron theory and Quantumelectrodynamics, in The
electron, New Theory and Experiment, D. Hestenes and A. Weingartshofer (ed.), Kluwer Academic Publishers,
Dordrecht (1991).
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Prefacio

Estas notas contienen materiales de naturaleza matemaética y fisica del formalismo general
que bajo el titulo de Teoria Cinematica de Particulas Elementales he venido trabajando
en los ultimos anos. El adjetivo cinemdtica hace referencia a la intima relaciéon del formalismo
con el grupo cinemdtico de transformaciones espacio-temporales asociado al Principio de Rela-
tividad Restringido, que como toda teorfa con un cierto caracter universal, debe necesariamente
satisfacer.

Son una revisién de principios fundamentales, como el formalismo Lagrangiano que conduce
a las ecuaciones de Euler-Lagrange, teorema de Noether, etc., pero buscando soluciones de las
correspondientes ecuaciones diferenciales que pasen por los puntos inicial y final de la evolucién.
De ahi que las soluciones contendran, desde el punto de vista clasico, informacién no de los datos
de un tnico punto inicial, sino de los puntos extremos de la evolucién. Esto nos produce un
formalismo clésico més proximo, formalmente, a la dindmica cuéntica, la cual se expresa también
en términos de los estados inicial y final de la evolucién. Veremos que es a través del método de
cuantizacion de Feynman de Integrales de Caminos, donde las similitudes de ambos formalismos,
clasico y cuantico, se complementan.

A las variables clasicas que definen los puntos extremos de la evolucién en la formulacion
variacional, propongo denominarlas variables cineméaticas, y, veremos, que en el caso de las
particulas elementales, necesariamente forman un espacio homogéneo del grupo cinemético. De
esta forma, el grupo cinemadtico no solamente nos suministra las simetrias espacio-temporales
del formalismo, sino que también suministra las variables clasicas de las que debe depender un
sistema material para ser considerado como una particula elemental. Es por lo tanto crucial,
desde un punto de vista tedrico, precisar convenientemente cudl es este grupo cinemético. En
estas notas trabajaremos principalmente con los grupos de Galileo y de Poincaré, dependientes
de diez parametros, que nos suministraran respectivamente, modelos no relativistas y relativis-
tas de particulas elementales con espin, pero el formalismo es lo suficientemente general para
que funcione con cualquier otro grupo cinemético que consideremos. Veremos que el grupo cine-
mético de transformaciones espacio-temporales més general, que describa la cineméatica de un
punto en un espacio tridimensional depende como méximo de doce parametros. Si la particula
elemental posee un centro de carga y un centro de masa como puntos diferentes, entonces nece-
sariamente el grupo cinemaético es el grupo de Weyl, que consiste en el grupo de Poincaré junto
con las dilataciones espacio-temporales que conservan la velocidad de la luz.

Ademas, al expresar el formalismo variacional en términos de las variables cinematicas, nos
convierte el propio formalismo variacional en un formalismo geodésico sobre este espacio cine-
matico. El espacio cinematico es siempre un espacio métrico Finsleriano, lo que nos orienta
sobre la posibilidad de que cuando establecemos una interacciéon sobre el sistema material, la
nueva métrica tiene que seguir siendo Finsleriana. En este sentido, si analizamos la particula
puntual, cuyo espacio cinematico es el espacio-tiempo, cualquier interaccién nos modifica la
métrica Minkowskiana de la particula libre y nos producira, en general, una métrica Finsleria-
na y no pseudo-Riemanniana como postula la teoria general de la relatividad. En este sentido
consideramos que la Relatividad General es una teoria demasiado restrictiva.
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El formalismo es por lo tanto muy general, pero al mismo tiempo es muy restrictivo, porque
una vez que quede inicialmente fijado el grupo cinemaético, las variables clasicas que pueden
definir los estados inicial y final de una particula elemental en su formulacién variacional, deben
formar una variedad que sea un espacio homogéneo de este grupo. Este grupo cinematico es el
objeto fundamental del formalismo y debe quedar fijado como un postulado inicial.

Para los grupos de Galileo y de Poincaré, vamos a ver que una particula elemental con espin
es un sistema material localizado y orientado, es decir, que se desplaza y rota. Por localizado
queremos decir que para analizar su evolucién nos basta con seguir el desplazamiento de un
solo punto r, que representara la localizacion del centro de carga, y donde los diferentes campos
externos estaran definidos a la hora de calcular sobre la particula las fuerzas externas. Este punto
r también representara la localizacion del centro de masa q para particulas sin espin, mientras
que ambos puntos seran necesariamente distintos para objetos con espin, como el electréon. El
centro de masa q, quedara univocamente determinado en términos de la posiciéon r del centro
de carga. Es precisamente el movimiento del centro de carga alrededor del centro de masa el que
nos daréd una idea clésica del denominado zitterbewegung, o movimiento tembloroso del electron,
en palabras de Schroedinger, y también de la estructura dipolar eléctrica y magnética de la
particula.

Por orientado queremos significar que también deberemos describir los cambios de orien-
tacion de la particula, ademés de la evoluciéon de su centro de carga, mediante el anélisis de la
evoluciéon y rotacion de un sistema cartesiano local, con su origen en el centro de carga. Este
sistema local de ejes no posee realidad fisica, por lo que podemos escogerlo de forma arbitraria
en cualquier instante, lo que va a dar lugar a un grupo adicional de simetrias.

Si consideramos que el grupo cinemaético es el grupo de Weyl, W, entonces toda particula
elemental, ademéas de ser un objeto localizable y orientable, debe ser un objeto reescalable. Es
decir, contiene otro grado de libertad que da cuenta de un posible cambio de escala. Por lo tanto,
el grupo de simetrias mas general de la dindmica de una particula, ademés del grupo cinematico
que afecta a las variables espacio-temporales, debe incluir las transformaciones especificas de
los otros grados de libertad, es decir rotaciones locales y cambios de escala local. Veremos que
es posible encontrar una Lagrangiana que es invariante bajo el grupo W ® SU(2) ® U(1).

Estas notas pretenden ser autocontenidas por lo que hemos incluido al final de cada capitulo
algunos apéndices matemaéticos que contienen materiales que no suelen aparecer en libros de
texto. Estdn organizadas de la siguiente forma: Comenzamos con un Predmbulo que podria
haberse escrito a finales del siglo XIX, en el que se da una definicién plausible de centro de
carga de una particula elemental y se demuestra que este centro de carga se mueve siguiendo
un movimiento helicoidal a la velocidad de la luz, de tal manera que este punto satisface, en
general, ecuaciones diferenciales de cuarto orden. Efectivamente, la geometria nos muestra que
la trayectoria mas general de un punto en el espacio tridimensional, satisface un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias de cuarto orden. Si pretendemos hacer una descripcién La-
grangiana de esta particula, la Lagrangiana debe depender, al menos, hasta la derivada segunda
de la posicién de este punto. Estamos en el marco de sistemas Lagrangianos generalizados con
dependencia de derivadas de orden superior.

En vez de postular un modelo de particula con un centro de carga como el mencionado an-
teriormente, comenzaremos en el primer capitulo con el anélisis de los principios fundamentales
que una teoria de particulas elementales debe satisfacer. Entre estos principios esta un principio
variacional por lo que dedicaremos este primer capitulo al andlisis de los sistemas Lagrangianos
generalizados, sobre todo para realzar el papel que van a jugar las variables de contorno, que
denominaremos variables cinematicas, en la definicién de particula elemental. En el capitulo dos
se analizaran diferentes modelos Lagrangianos de particulas relativistas y no relativistas para
mostrar como los métodos estandar del anélisis de las simetrias nos conducen a la definiciéon
de los observables relevantes. En particular, prestaremos atenciéon a la definiciéon del espin, a
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través de la invariancia de las ecuaciones dindmicas bajo el grupo de rotaciones. El espin, como
cualquier otro observable, estard ligado con los diferentes grados de libertad y sus derivadas, y
analizaremos su estructura matematica.

Los dos capitulos siguientes contienen la cuantizacion del formalismo y el anélisis de algunos
ejemplos relativistas y no relativistas. En particular, el cuarto capitulo se dedica al modelo
relativista que satisface la ecuaciéon de Dirac y que nos va a brindar la descripcion pictorica
de la cubierta. Prestaremos especial atencion al andlisis cuéntico del algebra de observables de
Dirac y su relacion con los correspondientes observables clasicos. Veremos una interpretaciéon
geométrica de la diferencia en la quiralidad entre materia y antimateria. Se podria decir,
remedando a Asimov*, que el electron es zurdo y el positron es diestro, o bien, que la materia,
es de izquierdas y solamente la antimateria es de derechas. Este capitulo acaba con el anélisis
de la ampliacién del grupo cinematico de la particula de Dirac, pasando del grupo de
Poincaré a una extensién del grupo de Weyl, ya que este modelo posee un grupo de simetrias
espacio-temporales més amplio que el grupo de Poincaré. Encontraremos una Lagrangiana de
interaccién invariante bajo este grupo, que nos describiria la interaccién entre dos particulas de
Dirac. Esta interaciéon presenta un comportamiento Coulombiano entre las dos cargas cuando
el espin de las particulas desaparece, y muestra, entre otras cosas, que es posible la existencia
de estados ligados metaestables entre electrones, cuando se cumplen ciertas condiciones.

En el capitulo 5 se analiza la estructura del campo electromagnético de una particula de
Dirac, que, claramente no es un campo estatico para el observador del centro de masa, pero
produce campo eléctrico y campo magnético. Veremos que el campo eléctrico promedio temporal
a una vuelta de la carga tiene un comportamiento Coulombiano en cualquier direccién y su
campo magnético es el campo de un dipolo, pero a diferencia de los de una particula puntual,
estos campos no se hacen infinitos en el origen. Presentan singularidades en puntos del plano
del movimiento de la carga que no hemos sido capaces de renormalizar.

Finalmente, en el ultimo capitulo, se analizan algunos efectos fisicos relacionados con el
espin. El electron, al tener una frecuencia interna, resulta ser un reloj. ;Puede medirse de forma
indirecta esta frecuencia? Se analizard la estructura de dipolo eléctrico del electrén, que en
el caso cuantico nos lleva al término de Darwin del Hamiltoniano de Dirac. Veremos coémo la
estructura del espin permite justificar, incluso a nivel clasico, el denominado efecto tunel, el
cual seria responsable de la magnetorresistencia colosal de ciertos materiales. Estamos entrando
en los albores de la manipulaciéon de corrientes de electrones mediante el control de su espin,
lo que en la tecnologia actual se empieza a denominar como espintrénica. El efecto Compton
analiza la dispersiéon de fotones por electrones libres y en su andlisis utiliza simplemente la
ley de conservaciéon de la energia y del momento lineal. Pero la interaccién electromagnética
también conserva el momento angular. Esta nueva conservacion implica considerar los espines
tanto del fotén como del electrén, lo que conduce a que si controlamos la orientaciéon del espin
del electron, podremos determinar la frecuencia del foton dispersado. Para terminar con esta
exposicién, analizaremos la posibilidad de que dos electrones con sus espines paralelos, bajo
ciertas condiciones de proximidad y de velocidad relativa, puedan formar un estado ligado de
carga 2e y espin 1, por lo que tendriamos un mecanismo clasico de formaciéon de bosones a
temperatura finita, que podria ser la base de la formaciéon de condensados de Bose-Einstein
conducentes a la fase superconductora del material a esta temperatura. Consecuencia de este
apareamiento puede estar ligado el efecto Hall cudntico. Como tltimo anélisis consideramos la
formacién de un protén como un estado ligado de tres particulas de Dirac, los tres quarks. En
el estado actual de este tema vemos que falta un término en el calculo del espin del protén.

Martin Rivas
Bilbao, Abril 2018.

“Isaac Asimov, El electrén es zurdo, Alianza Editorial, 1980
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Preambulo: Movimiento helicoidal del
centro de carga

En este capitulo preliminar vamos a dar tres clases diferentes de argumentos, para que
supuestos el centro de masa y el centro de carga de una particula elemental puntos diferentes,
mostrar que el centro de carga se mueve en un movimiento helicoidal a la velocidad de la luz y
su ecuacion diferencial més general es de cuarto orden. Por una parte nos va a singularizar la
formulacion relativista frente a la no relativista, y el hecho de que las ecuaciones dinamicas de
un punto en el espacio tridimensional, no son ecuaciones diferenciales de segundo orden, como
algunos libros de mecénica parecen sugerir, sino de cuarto orden como demuestra la geometria
diferencial.

Esto significa que un formalismo Lagrangiano que describa particulas elementales debera
depender por lo menos hasta la aceleracion del centro de carga, para poder obtener ecuaciones
dindmicas de cuarto orden. Es por esto que comenzaremos repasando en el primer capitulo la
forma en que un formalismo Lagrangiano generalizado produce los resultados generales de las
ecuaciones de Euler-lagrange, andlisis de simetrias y teorema de Noether, el formalismo canénico
generalizado, y, sobre todo, el papel que van a jugar las variables cineméticas.

Comenzaremos este Preadmbulo con una definicién fisica, y por lo tanto restringida, de un
concepto de centro de carga de una particula elemental.

El centro de carga de un sistema material arbitrario

En mecénica esté bien definido el concepto de centro de masa de una distribucién de masas,
de valores m;, localizadas en los puntos correspondientes r;, de tal manera que admitiendo la
tercera ley de Newton, el centro de masa se mueve bajo la accidon de la suma de todas las fuerzas
externas. La definicién es

> M

Reoy = S m;

Desde el punto de vista electromagnético, si tenemos una distribucién arbitraria de cargas y
corrientes, el campo electromagnético que generan se puede expresar como el producido a partir
de un punto concreto, pero arbitrario, en el que localizariamos como fuentes de ese campo, la
carga total y un nimero, en principio infinito, de los diferentes momentos multipolares eléctrico
y magnético asociados a esa distribucién y definidos adecuadamente con respecto a ese punto. Si
cambiamos de punto, la carga total asociada al nuevo punto es la misma, pero no asi los diferentes
momentos multipolares. Podriamos intentar definir un centro de carga de forma similar a como
definimos el centro de masa, pero existe una dificultad. La distribucién de masa es siempre
positiva, en tanto que la distribuciéon de carga eléctrica contiene ambos signos y una definiciéon
del tipo anterior
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podria resultar que el denominador ) ¢; resultase cero. Se podria subsanar definiendo por

separado el centro de cargas positivas por un lado R((jc)y, y el centro de cargas negativas por

otro R(C_(;, determinando los campos que generan por separado las diferentes distribuciones
positivas y negativas. Como las ecuaciones de Maxwell son lineales, su superposicion lineal nos
daré el resultado, pero ahora tendriamos dos puntos, junto con los correspondientes momentos
multipolares, como localizacién de las fuentes del campo.

Otra cuestion es calcular, dada una distribuciéon de cargas y corrientes, la fuerza que actia
sobre ellas, debido a un campo electromagnético externo, que es generado por fuentes diferentes
de las de esta distribucién. ;Se podria escribir esta fuerza en términos de los valores de la carga
total y de los diferentes multipolos asociados a un cierto punto, juntamente con los valores que
los campos externos y sus derivadas toman en ese punto?

Supongamos para fijar ideas, que tenemos una distribucion esférica de carga positiva. Si la
distribucién es estatica en un cierto sistema de referencia inercial, el campo electrostatico que
genera es el campo Coulombiano de una carga puntual, la carga total de la distribucién, localiza-
da en el centro de simetria esférica. Si sobre esta distribucion esférica acttia un campo eléctrico
externo, y el sistema es un conductor, el campo modificard en general la propia distribucion
de las cargas al producir movimientos de éstas, apareciendo con respecto al centro de simetria
anterior momentos multipolares que antes no existian. Si la distribucién estuviera asociada con
un aislante, este desplazamiento de cargas no se produciria. En este ultimo caso, al no existir
momentos multipolares, el valor del campo eléctrico externo en el centro de simetria por el valor
total de la carga nos produce el valor de la fuerza total externa sobre esta distribucion, si es
que la variacién del campo externo es suave. En Jackson, ® se demuestra que el valor medio de
un campo electrostatico definido en una region esférica en la que no existen cargas que generen
ese campo, es el valor que el campo toma en el centro de la esfera.

El centro de carga de una particula elemental

En el apartado anterior hemos hablado de distribuciones arbitrarias de cargas, las cuales para
ciertos efectos se pueden reducir a un punto y respecto del cual los dipolos eléctrico y magnético
se pueden anular. No sabemos si la materia es divisible de forma indefinida, pero si no lo es y
llegamos a un ultimo objeto indivisible, a éste le llamamos particula elemental. Desconocemos si
una particula elemental se comporta como un conductor o un aislante, si es o no un sélido rigido
desde el punto de vista mecéanico, pero en el apartado de principios fundamentales haremos la
hipotesis de que es un sistema mecénico indeformable (Principio atémico). Si su distribucion de
cargas y corrientes posee una distribucién esférica con respecto a cierto punto, de tal manera
que tomando ese punto como referencia, el campo electromagnético que la particula elemental
produce fuera como si toda la carga estuviera concentrada en él, entonces denominamos a ese
punto el centro de carga. La supuesta indeformabilidad de una particula elemental frente a
un campo externo nos lleva a postular que la fuerza externa que actiia sobre ella es la fuerza
de Lorentz definida en el centro de carga. Estamos haciendo la hipotesis de que desde el punto
de vista electromagnético se comporta como una tunica carga puntual localizada en el centro
de carga, sin ningin otro multipolo. Debido a su estructura mecénica, una particula elemental
tendra otro punto caracteristico, su centro de masa. Solo existen dos posibilidades: que ambos
centros sean el mismo punto o que sean distintos. La hipotesis de la existencia de un centro de
carga también se hace en el modelo de particula puntual, pero en ese modelo se admite que
el punto representa también la localizaciéon del centro de masa, hipétesis que aqui no vamos
a aceptar. El modelo debe ser simple, pero admitir que ambos centros son el mismo punto es
hacer el modelo més simple, demasiado simple, en contra de la segunda de las sentencias de la
contraportada.

5J.D. Jackson, Classical Electrodynamics, John Wiley, NY 199, p. 148-149.
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Argumentos de sélido rigido

Supongamos que una particula elemental se pudiera describir como un sélido rigido. Seria
por lo tanto un sistema de seis grados de libertad, de los que tres representarian la posicién de un
punto y los otros tres la orientacién de un sistema cartesiano ligado a ese punto. Habitualmente,
se toma el punto como el centro de masa g, y la orientacién como los ejes principales de inercia
localizados alrededor de q. El centro de masa satisface ecuaciones Newtonianas de segundo orden
y se mueve como un punto de masa m, la masa total del sistema, bajo la accién de la fuerza
total externa. El cambio de orientacién se produce por el momento de las fuerzas externas. Un
solido rigido se desplaza y rota.

Si en vez de considerar la descripcion del centro de masa consideramos otro punto cualquiera
T, éste seguird, en general, una trayectoria helicoidal alrededor del centro de masa, del estilo de
la dibujada en la figura.

Si una particula elemental fuese un sélido rigido cargado, necesitariamos conocer también su
estructura electromagnética. Esta se reduce al conocimiento del centro de carga y los diferentes
multipolos. Si el campo que genera tiene simetria esférica, entonces nos quedamos solamente
con el centro de carga, para calcular desde ahi el campo que la particula crea y las fuerzas que
los campos externos hacen sobre ella.

En general, dependiendo de como esté distribuida la masa y la carga, el centro de masa y
el centro carga serdn en general puntos diferentes, que es lo que vamos a suponer aqui. Por lo
tanto, para determinar el movimiento del centro de masa necesito conocer en todo instante la
localizacién del centro de carga para conocer las fuerzas externas en él definidas. Las ecuaciones
de Newton del centro de masa se escriben

dzq

m—g =e <E(t,r) LAY B(t,r)) = F(t,r,dr/dt). (1)

dt

La fuerza electromagnética F' depende, en general, del campo eléctrico y magnético externos
definidos en la posicion del centro de carga r y de la velocidad de este punto dr/dt, que es la
que aparece en el término magnético.

Para el movimiento relativo del centro de carga alrededor del centro de masa, si el sistema
es indeformable, efectuard un movimiento circular, por ejemplo en el caso libre. Si definimos el
vector unidad n en la direccién de la aceleracion del centro de carga d*r/dt?

o 1
- W2R dt?’
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donde R es el radio del movimiento circular y w su velocidad angular. De esta forma, conocido
el centro de carga, podemos determinar el centro de masa mediante

21"
a(t) = r(t) + 5o ©)

Es por lo tanto mas simple, desde el punto de vista tedrico, describir la evolucién de un solo
punto, el centro de carga 7, en vez del centro de masa g, ya que éste queda determinado en
funcion del anterior mediante (2) una vez que se conoce la trayectoria de 7.

Si eliminamos d?q/dt? entre las ecuaciones (1) y (2) obtendremos, en general, una ecuacion
diferencial de cuarto orden en la variable vectorial r. Ademas, como la velocidad angular es
perpendicular al plano que contiene a la velocidad y a la aceleracion del punto 7,

1 dr d2r
w=galaE (3)

hemos resuelto también el problema de la rotaciéon del sélido rigido cargado, habiendo analizado
solamente la evolucién del centro de carga.

Una definicién de la velocidad angular como ésta (3) implica que la u # 0, es decir la velocidad del
punto r debe ser inalcanzable para todo observador inercial. De hecho, en el modelo relativista el

centro de Carga se mueve con u = C.

Las ecuaciones dindmicas de segundo orden de la particula libre, para la posicion del centro de
masa q y la orientacion de los ejes principales de inercia o, quedan

han sido reemplazadas por las ecuaciones dindmicas de cuarto orden del centro de carga,

dr |

ar g =0

De esta forma, un sélido rigido puede ser interpretado como un sistema de tres grados de libertad,
la posicién del centro de carga r, que satisface ecuaciones diferenciales de cuarto orden, y por lo
tanto descrito por una Lagrangiana dependiente de la aceleraciéon. El centro de masa del sélido
queda determinado por la trayectoria del centro de carga.

Las ecuaciones dindmicas en interacciéon quedan:

m d*r d’r dr
EW mdt2:€<E(t,7’)+dt XB(t,'l")) s (4)

en términos de los tres grados de libertad r que es donde estan definidos los campos externos.
Una formulacion Lagrangiana dependiente de la aceleracién del punto 7, podria dar lugar a
la obtencién de estas ecuaciones dindmicas. Por ejemplo, la Lagrangiana no relativista

m (dr\?  m [\ dr

nos reproduciria las anteriores ecuaciones dinamicas (4), donde el solido rigido giraria a la
velocidad constante w, que aqui apareceria como una propiedad intrinseca e inmodificable.
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Argumentos de invariancia

Consideremos que r(t), t € [t1,t2] es la trayectoria que sigue un punto en el espacio tridi-
mensional de un sistema mecdnico para un cierto observador inercial arbitrario O. Cualquier
otro observador inercial O’; esta relacionado con O mediante una transformacion g del grupo
cinematico, de tal manera que las medidas relativas de espacio y tiempo vienen relacionadas
por

t'=T(tr91,-.,9a), 7 =R(tT;91,..,90a),

donde las funciones T' y R definen las correspondientes leyes de transformacion del grupo
cinematico G, de parametros (g1, - - ., ga ), entre ambos observadores. Por lo tanto, la descripcion
de esa trayectoria para el observador O’ se obtiene de

t/(t) ZT(t,T(t);gl,,,.7ga), r/(t) = R(t,’l‘(t);gl,.,.7ga), vt € [tlatQ]'

que si logramos eliminar ¢ como funcion de ¢ de la primera y lo sustituimos en la segunda,
obtendremos

() =7'(t' 91, ga)- ()

Como O’ es un observador arbitrario, la ecuacion (5) representa el conjunto completo o familia de
trayectorias del punto para todos los observadores inerciales. Por eliminacion de los a parametros
del grupo entre la funcion 7/(¢') y sus sucesivas derivadas temporales obtendremos la ecuacion
diferencial que satisface esta familia de trayectorias. Vamos a suponer que la trayectoria es
completamente arbitraria y que los parametros del grupo cinemético son esenciales, en el sentido
de que no podemos obtener la misma familia de soluciones con un nimero menor de parametros.

Esta ecuacion diferencial es invariante bajo las transformaciones del grupo cinemético por
construccién, ya que es independiente de todos los parametros del grupo, y por lo tanto inde-
pendiente de cualquier observador inercial. Como (5) es una expresion vectorial en el espacio
tridimensional, cada vez que hacemos una derivada temporal establecemos tres nuevas ecua-
ciones. Si G es bien el grupo de Galileo o de Poincaré, como es un grupo dependiente de diez
pardmetros deberemos derivar hasta el orden cuatro para obtener suficientes ecuaciones para
eliminar todos los parametros. Por lo tanto el orden de la ecuacion diferencial invariante depende
del niimero de pardmetros esenciales del grupo cinemético. Si el punto 7 representa la posicion
del centro de carga de una particula elemental, satisface, en general una ecuacioén diferencial de
cuarto orden. Pero al mismo tiempo estos argumentos nos dicen que para obtener la ecuaciéon
diferencial invariante que satisface el centro de carga de una particula elemental, nos basta con
conocer su evoluciéon para un observador particular, transformarla a cualquier otro observador
inercial y seguir este procedimiento de eliminaciéon de los pardmetros. Utilizaremos este método
en la seccién 2.6 para obtener la ecuacion diferencial que satisface el centro de carga del electron
con espin.

Argumentos geométricos

Como es bien conocido en geometria diferencial en el espacio tridimensional, las ecuaciones
de Frenet-Serret (1847) de la evolucion de un punto 7(s), viene dadas por la variacion, por
unidad de longitud de arco, de los tres vectores unidad ¢, tangente, m, normal y b binormal
asociados al punto:

t=kn, n=—rt+7b, b=—-mn

donde k es la curvatura y 7 la torsion, y las derivadas se efectiian con respecto al elemento de
longitud de arco s. El conocimiento de la curvatura k(s) y de la torsion 7(s), juntamente con
los valores iniciales 7(0), t(0), n(0) and b(0), determinan completamente la curva, puesto que
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estas ecuaciones son integrables. Si se define el vector w = 7t 4+ kb, conocido como vector de
Darboux, las ecuaciones de Frenet-Serret se pueden reescribir

t=wxt, Nn=wxn, b:wxb,

de tal manera que, en unidades de la longitud del arco, el vector de Darboux representa la
velocidad angular instantanea del triedro local y referida a este mismo triedro.
Llamando r*®) = d*r /ds*,

r =t @ =t=kn, r® =in+r(—xt+71b),

podemos despejar entre estas tres ecuaciones los vectores unidad de la terna de Frenet-Serret
en términos de las tres primeras derivadas del vector de posicion

9

t—r ol pF_F oo 1 e
’ K T K2T KT

De esta forma

1
_ 12 _ 1 2 3
k= |r®)|, T_Kz(r()XT())'T()

y se expresan a su vez en términos de las tres primeras derivadas de la posiciéon del punto.
Volviendo a derivar 7®) y sustituyendo las expresiones de los vectores unidad, la ecuacion
diferencial més general de un punto en el espacio tridimensional es

o) (2“ N T) oW (52 L2y R W;’”v“) p® 4,2 (“ ~ T) P00 (6)
K T KT K K T
donde todos los coeficientes se expresan a su vez en términos de las diferentes derivadas de la
posiciéon del punto hasta el orden 4.
Siuna particula elemental es un sistema localizado, y al menos la describimos por la evolucién
de un punto, éste, en general, debera satisfacer una ecuacién de cuarto orden de este tipo.

Movimiento libre

Supongamos que este punto 7 es el centro de carga de una particula elemental. Este punto
debe satisfacer en general una ecuacion del tipo (6). La curvatura x(s) y la torsion 7(s) en cada
momento s, dependeran de las fuerzas y pares externos que se ejercen sobre la particula en
ese momento. Supongamos ahora que la evolucién es libre. Eso quiere decir que no es posible
distinguir un instante de la evolucién de cualquier otro. Como la anterior ecuacién diferencial
se expresa en términos del triedro local, esto significa que el desplazamiento del triedro, en la
direcciéon del vector tangente t, y la rotacion del triedro, deben ser independientes del instante
en el que lo analizamos, y fijado un observador inercial, deben ser independientes de su tiempo.
Esto significa que se debe mover con velocidad de modulo constante y el vector de Darboux
debe ser también constante. Si la velocidad es constante en mo6dulo, el parametro s y el tiempo
t difieren en un factor multiplicativo. La curvatura y la torsiéon son constantes y la curva es,
por lo tanto, una hélice. Para un observador inercial el triedro se desplaza con velocidad en
valor absoluto constante y rota respecto de si mismo con velocidad angular constante. Como
k=7 =0, lo que es constante para el observador inercial es ds/dt = u y el valor w? = k2 + 72
y la ecuacion diferencial se puede factorizar en la forma

@ 4 (k* + 7% r® = d—2 <T(2) + UJZ’P) =0.
ds?

El término entre paréntesis va definir el centro de la hélice g, mediante

d2q _

a2 =0

1
q=r-+ —21"(2),
w
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v la ecuacién anterior corresponde a un punto q que se mueve de forma libre, en linea recta, y
el punto r que satisface
r® 4 W2 (r—q) =0,

efecttia un movimiento armoénico de pulsacién constante w = v/ k2 + 72 alrededor de g, quedando
las anteriores ecuaciones acopladas en la forma

q? =0, r® 4+ ?(r—q)=0.

Esta descripcién del movimiento libre debe ser valida para todo observador inercial.

Una primera conclusiéon es que la velocidad del centro de carga debe ser una velocidad
inalcanzable para cualquier observador inercial. Como su movimiento es acelerado y de velocidad
en modulo constante, no es posible encontrar un observador inercial que esté en un instante en
reposo respecto de la carga, porque en el instante siguiente veria moverse la carga con una
velocidad distinta de cero y por lo tanto contradictorio con el hecho de que mide un movimiento
con velocidad de moédulo constante. Vamos a ver que un anélisis no relativista es incompatible
con este movimiento helicoidal a velocidad constante, pero no asi un anélisis relativista.

En un analisis no relativista, la relaciéon de la medida de las velocidades entre dos obser-
vadores inerciales O y O', est4 dada por 4/ = u + v, donde v es la velocidad constante de O
medida por O’. Asi,

u'”? =u?+ 02+ 20 - u.
Si v/ tiene que ser también constante para el observador O', independientemente de los valores
del vector v, esto implica que v -u = 0, y el vector uw debe ser constante. El centro de carga se
debe mover necesariamente a lo largo de una recta con velocidad constante para todo observador
inercial. De esta forma, la hélice general degenera en una linea recta y ¢ = r, el centro de masa
y el centro de carga son necesariamente el mismo punto. Esta es la descripciéon habitual de la
particula puntual o particula sin espin.

En el caso relativista tenemos igualmente que

2
u+y(W)v+ L5 (v-u)v U2 — 2

14)c? 2
u = (14+~) o ou? = 2+02.

Y1 +v-u/c?) Y2(1+v-u/c?)

donde v = (1 — v? /02)_1/ 2y tomando la derivada temporal de ambos miembros llegamos a
v - u = 0, independientemente de los valores de v y por lo tanto w tiene que ser un vector
constante.

Sin embargo en este anilisis relativista existe otra alternativa no contemplada en el caso
no relativista. La posibilidad que la carga de una particula elemental se esté moviendo a la
velocidad de la luz ¢, y en ese caso, u = u’ = ¢, para todo observador inercial. Esto significa
que el centro de la hélice se mueve siempre con una velocidad |dq/dt| < c, y, si representa el
movimiento del centro de masa, la particula es una particula con masa. En una descripcién
variacional la Lagrangiana deberd depender hasta la aceleraciéon del punto r para obtener ecua-
ciones diferenciales de cuarto orden. El movimiento del centro de carga alrededor del centro de
masa va a producir el momento magnético de la particula.

Vemos que hay solo dos posibilidades para el movimiento libre del centro de carga de una
particula elemental: Una que la carga se mueva en linea recta a velocidad constante, la misma
que la del centro de masa. El observador del centro de masa no ve que la particula rote. La
particula no posee momento magnético ni espin. En la otra, la carga se mueve a lo largo de una
hélice a la velocidad de la luz. El centro de la hélice representa al centro de masa y es siempre un
punto diferente. Posee espin y momento magnético, pero el formalismo debe ser necesariamente
relativista. Como todas las particulas elementales conocidas, quarks y leptones, tienen espin
1/2, solamente nos queda esta segunda posibilidad. Esto vamos a ver que es consistente con la
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teoria de Dirac del electrén ya que el operador velocidad de Dirac posee como valores propios
+ec. Esto significa que la funcion de onda, o espinor de Dirac 1 (t,r), se expresa en términos
de la posicién del centro de carga r, que se mueve a la velocidad de la luz, y que es donde los
campos externos estan definidos.

En resumen, si una particula elemental tiene dos centros diferentes, este andlisis produce
una solucién tan restrictiva, que es tnica. En efecto:

1. Si describe una hélice, el movimiento de la carga es acelerado, de tal manera que si cam-
biamos de observador inercial, las velocidades no pueden sumarse como vectores, porque
si el vector velocidad w es distinto en dos instantes ¢1 y t2, al anadirle un vector constante,
no produce necesariamente dos vectores del mismo modulo en el nuevo referencial. La ley
no relativista de adicién de velocidades no se mantiene. Deberd existir otra ley de com-
posicion de velocidades que dé lugar, al anadir un vector constante al vector velocidad u,
otro vector velocidad de moédulo constante, cualquiera que sea la orientaciéon del vector
velocidad del punto wu.

2. Como el movimiento de la carga es acelerado, la velocidad de ésta es necesariamente
inalcanzable para cualquier observador inercial. En efecto, si en el instante ¢ el observador
inercial se situa en reposo con respecto a la carga, en el instante posterior t+dt la velocidad
que mide no es cero, y por lo tanto contradictorio con el hecho de que la descripcién que
hace del movimiento es con velocidad de valor absoluto constante.

La fisica no relativista excluye la posibilidad de que una particula elemental pudiera tener
un centro de carga y un centro de masa como puntos diferentes, si admitimos que la descripcion
de su movimiento libre debe ser independiente del observador inercial.

La fisica relativista suministra una tnica soluciéon. El centro de carga describe necesaria-
mente una hélice a la velocidad de la luz. ©

En este ultimo caso, el centro de masa se mueve con el valor medio de la velocidad del
centro de carga, la cual es la proyeccion en la direccién de p de la velocidad w. Si la particula
no es libre, la condicién de que es una particula elemental nos va a llevar, al admitir el principio
atémico, que su estructura interna no es modificada por una interaccién, con lo que el centro
de carga se sigue moviendo con la velocidad de la luz.

Dos centros, dos espines

Se suele denominar espin al momento angular de una particula elemental. Pero un momento
angular es una propiedad mecanica que estd definida con respecto a un punto prefijado. Si una
particula elemental posee dos puntos caracteristicos, podemos determinar el momento angular
de la misma con respecto de ambos. Sea un sistema material como un electrén que viene carac-
terizado por la localizacion de su centro de masa (CM) g, su centro de carga (CC) r, y sea k
un punto del electrén, distinto de los dos anteriores, en un cierto sistema de referencia inercial
con origen en el punto O (ver figura 1).

Llamemos S al momento angular de la particula con respecto al centro de carga(CC) r.
Si es p el momento lineal de la particula, su momento angular Scps con respecto al centro de
masa(CM) q es

Scev=(r—q)xp+S.

Llamemos v = dq/dt y w = dr/dt, a las velocidades del CM y del CC, respectivamente. Sea
Sk el momento angular con respecto al punto k. El momento angular total de la particula con

SH. Fizeau, realiza en 1851 un experimento que mide con precision la velocidad de la luz.
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Figura 1: Diferentes momentos angulares S, Scy, Sk y J del electron definidos con respecto
a diferentes puntos en un sistema de referencia inercial, con origen en el punto O. El punto
r representa la localizacién del Centro de Carga, g la localizacién del Centro de Masa
y k otro punto del electrén distinto de los anteriores, en los que hemos dibujado sus
correspondientes momentos angulares. Se ha dibujado también, la fuerza electromagnética
externa F' definida en el Centro de Carga. La linea de puntos pretende sugerir una cierta
forma localizada, pero arbitraria, del electron.

respecto al origen del sistema de referencia de cualquier observador inercial se puede escribir
J=rxp+S, obien J=qxp+Scyu, o bien J=kxp+Sy.

Si la particula es libre, p se conserva y también J. Como dJ/dt = 0, esto nos lleva a

15 _ g, 950u
a P ’ dt

=0,

ya que p tiene la direccién de la v, pero no la de u.

El espin con respecto al centro de masa S¢ps es una magnitud conservada para la particula
libre, pero su espin con respecto al centro de carga no. Satisface una ecuacién dindmica que
implica que su variaciéon temporal es ortogonal al momento lineal. De alguna manera esta
sugiriendo que S precesa u oscila alrededor de p. Ademas, para una particula libre u no puede
ser un vector constante, ya que entonces el espin con respecto al centro de carga, creceria
continuamente.

Sea F' la fuerza electromagnética externa aplicada en el centro de carga r. Ahora J no es
una magnitud conservada, ni tampoco p. Pero el momento de la fuerza con respecto al origen
nos produce un par, tal que

dp dJ
a = .Fw7 E =7 X F,
lo que nos lleva a
— = =(r— F, — = — — F.
o o Pxu —o = (r—g)x F, o m =px ot (r k) X

Podemos distinguir entre estos espines por su diferente comportamiento dindmico. La dindmica
del espin no solamente nos da informacion sobre como evoluciona dicho espin sino que también
nos indica respecto de qué punto esta definido ese espin. Esté claro que si r = g, el espin con
respecto al centro de masa se debe conservar siempre. Reciprocamente, si S¢ps no es conservado
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eso implica que r # g y por lo tanto la particula elemental posee un CC y un CM que son
puntos distintos, como aqui estamos suponiendo.

En la literatura encontramos ya ejemplos de los dos primeros espines. El observable espin
de Bargmann, Michel y Telegdi 7, satisface una ecuaciéon dinamica que es la generalizacion
covariante sobre el espacio-tiempo, de la ecuaciéon dinamica del S¢ps. Es lineal en los campos
externos y se conserva para la particula libre. Este simple argumento de su no conservaciéon y
el andlisis anterior de la dindmica del espin es suficiente para llegar a la conclusiéon de que los
dos centros son puntos distintos. El espin con respecto al centro de carga S, satisface la misma
ecuacion dindmica que el operador espin de Dirac en el caso cuéntico, como veremos a lo largo
del curso.

En este curso vamos a postular una definicién de particula elemental que produce modelos
relativistas y no relativistas de particulas con espin una de cuyas caracteristicas es que son
modelos en los que los centros de masa y de carga son puntos diferentes. Finalmente, solo aquel
modelo relativista cuyo centro de carga se mueve a la velocidad de la luz, va a satisfacer la
ecuaciéon de Dirac al ser cuantizado.

Tres constantes universales en una sola

Las tres constantes universales i, ¢ y e forman parte de propiedades basicas del electrén.
La primera h, esta ligada con una propiedad mecénica, el valor tnico del espin s = h/2, de
esta particula. La segunda c, esta ligada con la velocidad limite a la que se tiene que mover su
centro de carga si es que es un punto diferente de su centro de masa. Finalmente la tercera e, es
su caracteristica de interaccién. Es el valor de la carga eléctrica, que resulta ser un valor tinico
para las particulas que solamente interaccionan de forma electromagnética. Estas tres constantes
universales configuran una constante universal adimensional «, la denominada constante de
estructura fina, definida en el sistema internacional de unidades por

1 e? 1
o= —~—,
4meg he 137

y que toma aproximadamente el valor numérico mencionado. Es una caracteristica independiente
de la masa de las particulas cargadas con espin. Si demostramos que el valor de esta constante
es tnico para las particulas que solamente interaccionan de forma electromagnética, entonces
resulta que estas tres constantes universales no son independientes.

Teoria de particulas elementales

Vamos a desarrollar en estas notas un formalismo general que describa particulas elementales
desde el punto de vista clasico y cuantico. La mecénica clasica es un formalismo que describe las
leyes de la dinamica de los sistemas materiales, leyes que, en general, se traducen en ecuaciones
diferenciales ordinarias para las variables que definen los diferentes grados de libertad del sistema
material. Desde un punto de vista reduccionista hoy en dia sabemos que los diferentes sistemas
materiales estdn compuestos por sistemas materiales indivisibles, que denominamos particulas
elementales. Es por eso necesario que el propio formalismo contenga la posibilidad de distinguir
cuéndo un sistema mecanico es elemental o no lo es. Esto lo vamos a reducir a postular un
principio fundamental, que lo denominamos principio atémico, el cual establecera la forma
fisica, y su traducciéon matemética, de distinguir entre sistemas elementales y no elementales

"V. Bargmann,L. Michel y V.L. Telegdi, Precession of the polarization of particles moving in a homogeneous
electromagnetic field, Phys. Rev. Lett. 2, 435 (1959).
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o compuestos. Se nos fijardn cudles son los grados de libertad que distinguen a una particula
elemental de otro sistema material que no lo es.

En este preambulo hemos analizado qué implicaria si el centro de carga de una particula
elemental fuera distinto de su centro de masa. Estamos sugiriendo que las particulas elementa-
les son sistemas dindmicos localizables, localizacién que viene determinada por el conocimiento
de tres grados de libertad, la posiciéon de un punto, el centro de carga. Los argumentos dados
en los apartados anteriores indican que el centro de carga debe satisfacer un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias de cuarto orden. Este anélisis sugiere que conocida la evolucion
del centro de carga se determinaria la evolucion del centro de masa. ;Son suficientes estos tres
grados de libertad para describir una particula elemental? Claramente no. Los diferentes siste-
mas materiales, elementales o no, estan localizados en ciertas regiones espaciales, pero ademés
poseen propiedades y grados de libertad de orientacién, como momentos magnéticos, momentos
angulares, etc., es decir los sistemas materiales conocidos se mueven y rotan. Poseen grados
de libertad que describen, al menos, su localizacién y su orientacién. Las particulas elemen-
tales también poseen las propiedades orientables anteriores y por lo tanto se mueven y rotan,
por lo que ademas de ser objetos materiales localizables son también orientables. Tendremos
que utilizar variables clasicas para describir su orientacién, como por ejemplo, asociar al punto
donde la carga de la particula estd localizada, un sistema cartesiano de tres vectores unidad
ortogonales, cuya orientaciéon va cambiando a medida que la particula evoluciona. Esto implica
que, al menos, una particula elemental tendré seis grados de libertad, cuya dindmica hay que
determinar. Surge una pregunta: ;Pueden existir méas grados de libertad que la posicién de un
punto y la orientacién de un sistema cartesiano comdévil? Esto va a depender de otro de los prin-
cipios fundamentales que postularemos en el siguiente capitulo, pero en este predmbulo lo que
queremos remarcar es que, al menos, una particula elemental parece ser un sistema mecanico
localizable y orientable.

Predicciones del formalismo

El formalismo que vamos a desarrollar en este curso no es completo. Sin embargo produce
un conjunto de predicciones que son consistentes con los planteamientos del modelo estandar y
la formulacién relativista y otras que habria que verificar de forma experimental. Estan desarro-
lladas a lo largo de las notas en las secciones y capitulos que se indican y que aqui, simplemente,
las pasamos a enumerar:

1. El centro de carga y el centro de masa de una particula elemental masiva que satisface
la ecuacion de Dirac, son dos puntos distintos, separados por una distancia Ry = i/2mc,
para el observador del centro de masa. (Sec. 2.5.2)

2. La separaciéon entre estos dos puntos no es constante para un observador arbitrario, y
depende de la velocidad con que se mueve el centro de masa con respecto al observador y
su orientacion con respecto al espin. (Sec. 2.6.2)

3. Si la particula se mueve en linea recta a la velocidad de la luz, es una particula sin masa,
y si representa un cuanto de energia electromagnética, entonces necesariamente su espin
solo puede tomar los valores S, = £h, por lo que se trata de un bosén. (Sec. 3.3)

4. La formulacion relativista impide que exista una particula puntual moviéndose a la ve-
locidad de la luz. Necesariamente tiene que tener mas de tres grados de libertad y tiene
espin. Los fotones tienen orientacién y rotan alrededor de un eje que tiene la direccion
de la velocidad. El espin del foton tiene la direcciéon de la velocidad angular pero no esta
relacionado con ella. (Sec. 3.3)
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Para una particula masiva, el centro de carga se mueve alrededor del centro de masa a
la velocidad de la luz, en un movimiento circular de frecuencia vy = 2mc?/h, o periodo
To = 1/vg = h/2mc?, para el observador del centro de masa. Existe un reloj natural
asociado a este movimiento interno del electron. (Sec. 2.5.2)

Para un observador que ve moverse el centro de masa del electréon con velocidad v, el
reloj del electron va mas despacio, con un periodo mayor 7' = ~(v)Tp, donde y(v) =
(1 —v%/c?)~12. (Sec. 6.2.1)

Para el observador del centro de masa, una particula elemental posee ademés de carga,
un momento magnético, con respecto al centro de masa, perpendicular al plano de la
trayectoria del centro de carga y un momento dipolar eléctrico perpendicular al anterior
y contenido en ese plano. (Sec. 2.5.6)

El momento magnético de la materia elemental es producido por este movimiento relativo
del centro de carga, que no es modificado por las interacciones. (Sec. 2.5.6)

Si admitimos que la materia elemental son particulas de Dirac, entonces desde el punto de
vista cudntico su espin es necesariamente S = /2, independiente de la masa o de la carga
de las mismas. Es decir, los leptones y quarks son fermiones de espin S = h/2. (Cap. 4)

El formalismo desarrollado es independiente del grupo cinemético de simetrias espacio-
temporales que define la relacion entre observadores inerciales, asociado al Principio de
Relatividad Restringido. Produce por lo tanto modelos de particulas con espin relativistas
y no relativistas. (Sec. 1.5)

En el espacio tridimensional, si el centro de carga de una particula elemental se mueve a
la velocidad de la luz, entonces el grupo cinemético de simetrias espacio-temporales debe
ser un grupo de dimensiéon 11. Esta extension del grupo de Poincaré puede ser el grupo
de Weyl, que incluye ademas de rotaciones, traslaciones y transformaciones cinematicas a
velocidad constante, cambios de escala espacio-temporales que conservan la velocidad c.
(Sec. 6.9)

Si admitimos que el grupo de simetrias espacio-temporales es el grupo de Weyl, entonces
toda particula elemental tiene masa no nula y espin n/2. En el modelo estandar de las
particulas elementales, los leptones y quarks se postulan como objetos masivos de espin
h/2. (Sec. 4.4)

Si la particula no interacciona de forma fuerte (leptones), su carga eléctrica es tnica e
independiente de su masa. Su valor seria la carga del electron e, pero este valor no se
predice, de momento. Los tres leptones electrén, muén y tau tienen distintas masas pero
la misma carga eléctrica y el mismo espin. (Sec. 5.1.5)

Si la particula interacciona de forma electromagnética y ademas de forma fuerte (quarks),
entonces su carga eléctrica es necesariamente menor que el valor e. El formalismo no
predice que sea una fraccion e¢/3 o 2e/3. (Sec. 5.1.5)

La orientacién relativa entre el espin y el momento magnético, de las particulas eléctri-
camente cargadas, es la misma para la particula que para su antiparticula. Depende del
signo de la carga de la particula. Si consideramos que el electron, de carga negativa, es
la particula, entonces electrones y positrones tienen su espin y momento magnético en
la misma direccion. Esta orientacion relativa no se ha medido experimentalmente. (Sec.
4.2.6)
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El efecto ttnel no es un efecto puramente cuantico. Se puede producir en el caso clasico
y esté ligado con la separacion entre el centro de carga y el centro de masa. (Sec. 6.5)

Dos electrones, desde el punto de vista clasico, pueden formar un estado ligado metaestable
de carga 2e y de espin 1, es decir un bosén desde el punto de vista cuantico, si se cumplen
ciertas condiciones de que sus espines sean paralelos, la velocidad relativa de sus centros
de masa sea inferior 0.01c y las fases de sus movimientos relativos internos sean opuestas.
Este estado ligado es estable frente a campos eléctricos externos pero no frente a campos
magnéticos transversales al espin. (Sec. 6.6)

En un conductor, en presencia de un campo magnético externo, si el nimero de electro-
nes de conduccién es suficiente, y la temperatura no es muy elevada, pueden producirse
apareamientos de electrones, formandose un gas de bosones, por lo que los electrones apa-
reados pueden estar en fase superconductora. Esto es posible desde un punto de vista
clasico hasta una temperatura alta. Falta determinar hasta qué temperatura es posible
desde un punto de vista cuantico. (Sec. 6.6)

El campo electromagnético clasico generado por un electrén en reposo no es estatico.
El valor promedio temporal del campo eléctrico, a una vuelta del centro de carga, es
Coulombiano en cualquier direccién a partir del centro de masa y se anula en el centro de
masa. El valor promedio temporal del campo magnético, a una vuelta del centro de carga,
es el de un momento dipolar magnético constante situado en el centro de masa. (Cap. 5)

La relacion giromagnética cuantica g = 2, esta ligada con que el espin, desde el punto
de vista clasico y cudntico tiene dos partes S = W + Z, una ligada con la rotacion de
la particula W, que no produce momento magnético, y otra Z ligada con el movimiento
relativo entre el centro de masa y el centro de carga (Zitterbewegung). (Sec. 6.1)

En el estado fundamental del d4tomo de Hidrogeno, el electron estd en un estado S, de
momento angular orbital L = 0. Esto implica, desde el punto de vista clasico que el centro
de masa del electron se estd moviendo en la direccion del centro de masa del protéon. Esto
es imposible para particulas puntuales. Sin embargo esto se puede justificar clasicamente al
estar el centro de masa y el centro de carga separados, con lo que en el estado fundamental
el centro de masa del electréon describird una trayectoria rectilinea que pasa por el centro
de masa del proton.

El anélisis habitual del efecto Compton como interacciéon de dos particulas puntuales, un
fotén y un electréon, solamente considera la conservaciéon del momento lineal y la energia.
Sin embargo también se conserva el momento angular. El anélisis de esta nueva conser-
vacion nos lleva a que si somos capaces de controlar la orientacién del espin del electréon
dispersor, se determina de forma univoca la energia y la direccion del foton dispersado.
(Sec. 6.4)

Desde el punto de vista teorico clasico, la Lagrangiana que describe a una particula ele-
mental en interaccién, se escribe como L=1Lo+ EI, donde Lo es la Lagrangiana de la
particula libre, que describe sus propiedades mecanicas, v Ly = —ed(t, )l +eA(t, )T, es
la Lagrangiana de la interaccién, que predice solamente una interacciéon electromagnética.
(Sec. 2.5.2)

Si llamamos variables cineméticas x de cualquier sistema mecénico a las variables de
contorno en su formulacién variacional, entonces la Lagrangiana de cualquier sistema
mecénico L(x, &) es siempre una funciéon homogénea de grado 1 de las derivadas & de las
variables cineméticas. (Sec. 1.3.4)
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El espacio cinematico X es siempre un espacio métrico Finsleriano. Es un espacio métrico
en el que los coeficientes de la métrica no son solamente funciones del punto x, sino
también de su derivada &, g;;(z,4). Resulta entonces que la formulacién variacional es
equivalente a un problema geodésico sobre X, cuya métrica viene condicionada por el
tipo de interaccidén a que se somete al sistema. Para una particula elemental, cualquier
interaccion modifica la métrica de su espacio cinematico. (Sec. 1.6)

La métrica del espacio cinemético se construye por derivaciéon de la Lagrangiana z(x, ),
en la forma ~

1 9%L2
2 02;04;

gij(w, &) = = gji(w, ).

(Sec. 1.6)

La particula puntual es un posible modelo de particula elemental en este formalismo, pero
corresponde a una particula sin espin. El uso de este modelo debe ser descartado para
el analisis del comportamiento de la materia elemental real, ya que no parecen existir
particulas elementales sin espin. Todas las propiedades fisicas asociadas a la participaciéon
del espin en la interaccion, quedarian sin ser decritas. (Sec. 2.1)

El espacio cinemético de la particula puntual es el espacio de Minkowski con una métri-
ca constante g, = 1, = diag(l,—1,—1,—1). Al ser constante, es también una métri-
ca Riemanniana, pero esta consideracion es restrictiva. La gravedad, considerada como
otra interaccién, aplicada a la particula puntual, modificaria la métrica Minkowskiana del
espacio-tiempo y darfa lugar, en general, a una métrica Finsleriana pero no Riemanniana
como postula la Relatividad General. (Sec. 1.6)

La gravedad, considerada como otra interaccién, aplicada a la particula elemental con
espin, modificaria la métrica de su espacio cinematico y produciria, en general, una métrica
Finsleriana de esta variedad y no solo de la subvariedad espacio-temporal. (Sec. 1.6)
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Apéndice: Particulas elementales (Modelo Estandar)

Listamos a continuacién las particulas elementales empezando por los bosones intermedios,
de espin 1 (gluon g, fotén v y los bosones masivos W y Z), los 6 leptones (electron e, muon
y tau 7 y los correspondientes neutrinos) y los 6 quarks de espin 1/2. Se incluyen como nameros
cuénticos, ademés de la masa y de la carga, el isospin, el espin, la paridad, el nimero lepténico
L, bariénico B, la extraneza S y el color. No se incluye informacion del hipotético graviton que
serfa una particula sin masa y de espin 2. Se ha anadido la informacién sobre el recién medido
boson de Higgs. El ntimero leptoénico es caracteristico de cada uno de los tres leptones, es decir
existen tres nimeros lepténicos, Le, L, y L.. Existen las antiparticulas de todas ellas, de la
misma masa y espin, pero con el resto de sus niimeros cuénticos de signo contrario.

masa-c’ carga | Isospin | Espin | Par. | L | B | S | Color | Vida
g 0 0 0 1 — (0| O
y < 2x 10716V 0| 0,1 1 — 10| 0
W 80.398 GeV +e 1 0] 0
7 91.187 GeV 0 1 0 0
e 0.511 MeV —e 1/2 110 0 estable
w 105.67 MeV —e 1/2 1] 0 0 1075
T 1.7768 GeV —e 1/2 1] 0 0 10~ 155
Ve <2.2 eV 0 1/2 1| 0 0
Uy <1.7 MeV 0 1/2 110 0
Ur <15.5 MeV 0 1/2 1] 0 0
u (up) 1.5 ~33MeV | 2¢/3| 1/2 1/2 + |0]1/3]0 1
d (down) 3.5~ 6.0 MeV | —e/3 1/2 1/2 + |0 |1/3]0 1
¢ (charm) | 1.27 GeV 2e/3 0 1/2 + [0 ]1/3]0 1
s (strange) | 95 MeV —e/3 0 1/2 + |0]1/3]-1 1
t (top) 172.44 GeV 2e/3 0 1/2 + |0 |1/3]0 1
b (bottom) | 4.18 GeV —e/3 0 1/2 + |0 |1/3]0 1
Higgs 125.3 GeV 0 0 0 0 0 |0

Intensidad de las Interacciones

Los quarks tienen carga de color con tres posibles valores, carga eléctrica y masa y pueden
interaccionar de las cuatro formas: fuerte, electromagnética, débil y gravitatoria. Los leptones
no tienen color y no interaccionan de forma fuerte, es decir, no intercambian gluones. Pueden
interaccionar de las otras tres maneras, salvo los neutrinos que no interaccionan de forma elec-
tromagnética. El intercambio de gluones entre los quark conlleva el cambio de su carga de color.
Las materia ordinaria, formada por agregados de quarks y leptones, no tiene color por lo que los
quark y antiquark solo pueden formar estados ligados de color neutro. Es lo que se denomina
confinamiento.

Si la intensidad de la interaccion fuerte entre los quarks es 1 y de alcance del orden de 10~ m,
la intensidad de la interaccion electromagnética, que intercambia fotones v, es del orden de la
constante de estructura fina a = 1/137 y de alcance infinito. La fuerza débil es también de muy
corto alcance, alrededor de 107'8m debido al intercambio de particulas masivas Wy Z (m>80
GeV) y de intensidad 1075 mientras que la gravitatoria, de alcance infinito es de una intensidad
de 6 x 10737 Esta intensidad depende de la energia de las particulas que interaccionan. Lo que
parece ocurrir es que cuanto mayor es la energia, las tres interacciones (excluida la gravitatoria)
tienden a tener la misma intensidad y el comportamiento es como si las particulas fueran libres.
Es lo que se denomina libertad asintética. A altisima energia los quarks se comportan como
particulas libres. Salvo la interaccién débil, las otras fuerzas pueden producir estados ligados.
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Valores de distintos observables para el electron
para diferentes velocidades

v/c v?/c? ~v(v) p (MeV/c) E (MeV) | T (K)

0 0 1 0 0.511003 | O
0.0001 1078 1. 0.0000511003 | 0.511003 | 8.475
0.001 10~ 1. 0.000511004 | 0.511004 | 847.54
0.01 1074 1.00005 | 0.00511029 | 0.511029 | 8.47-10%
0.1 0.01 1.00504 0.0513578 0.513578 | 8.47-10°
0.5 0.25 1.1547 0.295028 0.590056 | 2.11-10%
0.86603 0.750 2.00003 0.885103 1.02202

0.9 0.81 2.29416 1.05509 1.17232

0.99 0.9801 7.08881 3.58618 3.62241

0.999 0.99800 22.3663 11.4178 11.4292

0.9999 0.99980 70.7124 36.1307 36.1343

0.99995 | 0.99990 | 100.001 | 80.874 80.875

0.99999 0.99998 223.607 114.263 114.264

0.999999 | 0.999998 | 707.107 361.334 361.334

0.9999999 | 0.9999998 | 2236.07 1142.64 1142.64

Los observables que analizamos en la tabla son

Y(v) = (1 - i) 71/2, p=7()mv, E=y(v)me.

102 304 5 0

22 T8A T T
El factor v alcanza el valor 2 para v/c =0.86603. Obsérvese que hay que llegar a una velocidad
v/c = 0,99999999999987 (doce nueves) con un factor v = 2-10°, para que la energia del electrén
alcance 1.00213 TeV. Los aceleradores actuales (Tevatron (FermiLab), LHC (Cern)) alcanzan
energias del orden de 4 a 8 TeV.

La ultima columna corresponde a la temperatura en grados Kelvin de un gas de electrones
no relativista cuya velocidad media sea la indicada, y supuesto un sistema de siete grados de
libertad. Los puntos suspensivos de algunos apartados implican que para esas velocidades no es
aplicable el razonamiento de la mecénica estadistica no relativista.

Y(v) =1+

7 1
-k = fmv2,

5 5 k=1.38-10"23 J/K (Constante de Boltzmann).

La primera linea roja en negrita, correspondiente a v/c =0.01, representa la velocidad maxima
a la que los centros de masa de dos electrones con sus espines paralelos puedan formar un estado
ligado, como se analizara en la seccién 6.6.

La segunda linea roja en negrita corresponde al experimento, no de muy alta energia, de 80
MeV, que analizaremos en la seccién 6.2 al analizar el reloj del electron.



Capitulo 1

Formalismo Lagrangiano

1.1. Formulacion de Newton

El primer planteamiento de una teoria de particulas elementales se lo debemos a Newton. Por
definicidn, el sistema material més simple es el punto. Para Newton, la materia estd formada
por agregados de puntos de masa m, de valor arbitrario pero fijo. Cada particula elemental
puntual se mueve con una ley dindmica tal que

d*r
m@ =F
siendo 7 la localizacion del punto y F' la fuerza total externa que actua sobre él.

Admitiendo que las fuerzas entre particulas satisfacen la tercera ley de Newton, entonces
llegamos a que cualquier agregado material posee un punto caracteristico, el centro de masa g,
definido mediante

0= =
y que satisface ,
Z Foy = mCCZZT;]a
que se conoce como teorema del centro de masa: El centro de masa de cualquier agregado
material se comporta como una particula puntual de masa la suma de todas las masas del
sistema, sometido inicamente a la suma de todas la fuerzas externas.

Newton postula que toda la materia se atrae con la ley de la gravitacion universal, que
satisface la tercera ley de Newton. Segun esto, si intentamos separar un folio en dos partes, la
fuerza que deberemos hacer seria, supuestas las dos partes separadas 10 cm y de 1 g de masa

cada una,
2

m
a2
muy inferior a la que tenemos que hacer. Es claro que las fuerzas de cohesiéon de la materia
no son de naturaleza gravitatoria, por lo que entre las particulas elementales deben existir otro
tipo de fuerzas. La teoria Newtoniana deja total libertad al tipo de fuerzas que puedan existir.

Si la particula puntual posee una propiedad llamada carga, ésta esta localizada en el mismo
punto 7. Tenemos por lo tanto que toda la materia esta construida a partir de puntos materiales
de masas arbitrarias, y por supuesto, cargas arbitrarias, que ademés de interaccionar de forma
gravitatoria, se atraen, y a veces se repelen, con otro tipo de fuerza maés intensa.

Si pudiéramos viajar a tiempos Newtonianos, ir a Cambridge, pedirle audiencia y decirle:
Sir, en el futuro del que venimos se sabe que la materia a nivel elemental, ademés de masa
posee otra propiedad inmodificable que es su espin. Es posible que Sir Isaac, lo pensara un rato

F=G— =6,672 x 107 x 0,001%/0,12 = 6,672 x 1075 N,

21
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y modificara su segunda ley, para tener en cuenta también la variaciéon del momento angular en
términos de los pares externos. Lo importante es que en el momento en que entra en escena la
mecanica cuantica en la década de 1920, se cuantizaria un formalismo diferente.

El formalismo Newtoniano es poco restrictivo y para las fuerzas F' entre particulas no
establece ninguna condicién, por lo que todo tipo de interacciones son permitidas. Es la teoria
gauge la que limitaré el tipo de interacciones en la formulacién cuéntica y el principio atémico en
el caso clasico. Tampoco establece ningin criterio mediante el cual las cargas, masas y momentos
angulares de las particulas elementales tengan los valores que tienen. Es la teoria cuantica la
que predecira estos valores. Sin embargo, hasta el momento, la teoria cuéntica solo ha predicho
los valores del espin de las particulas elementales dejando total libertad para los valores de las
masas y cargas.

De todas formas, Newton ya era consciente de la posibilidad de fuerzas internas de corto y
largo alcance, como lo pone de manifiesto en su disertacién en el libro III de Opticks: *

Now the smallest particles of matter may cohere by strongest attractions, and compose bigger
particles of weaker virtue; and many of these may cohere and compose bigger particles whose
virtue is still weaker, and so on for diverse successions, until the progression ends in the biggest
particles on which the operations in chemistry, and the colors of natural bodies depend, and
which by cohering compose bodies of a sensible magnitude.

For we must learn from the phenomena of nature what bodies attract one another, and what are
the laws and properties of the attraction, before we inquire the cause by which the attraction is
perform’d. The attractions of gravity, magnetism, and electricity, reach to very sensible distan-
ces, and so have been observed by vulgar eyes, and there may be others which reach to so small
distances as to escape observation.

1.2. Principios Fundamentales

Como de acuerdo con el modelo estandar todas las particulas elementales conocidas, quarks
y leptones, juntamente con los bosones que median en sus interacciones son particulas con espin,
y ademads no parecen existir particulas elementales sin espin, es razonable intentar obtener un
formalismo para la descripcion clasica del espin. El interés de una descripcion clasica del espin
es que puede suministrar modelos razonables cuyo comportamiento se aproxime a los resultados
experimentales, mucho mejor que utilizando el modelo de particula puntual sin espin. De todas
formas no hay que olvidar que la materia a nivel elemental se comporta con mas precisiéon de
acuerdo con las leyes de la mecénica cudntica. Pero una descripciéon clésica menos simple, nos
va a permitir desarrollar un formalismo cuéntico mas detallado, en términos de mas variables
que den cuenta de su estructura, y por lo tanto, se intuye, que la cuantizacién de modelos con
espin seréd algo més detallada que la cuantizacion de particulas sin espin.

Feynman, en el primer capitulo de sus Lectures on Physics 2, plantea que If, in some ca-
taclysm, all of scientific knowledge were to be destroyed, and only one sentence passed on to
the next generations of creatures, what statement would contain the most information in the
fewest words? I believe it is the atomic hypothesis (or the atomic fact or whatever you wish to
call it) that all things are made of atoms-little particles that move around in perpetual motion,
attracting each other when they are a little distance apart, but repelling upon being squeezed into
one another.

Si la hipotesis atémica parece ser un principio fundamental, la fisica tiene que explotar este
hecho y convenientemente definido debe formar parte de los principios fundamentales de una

'I. Newton, Opticks, A treatise of the Reflections, Refractions, Inflections and Colours of Light, Dover, NY
1952, p.394.

?Feynman RP, Leighton RB and Sands M 1968 The Feynman Lectures on Physics, (NY: Addison Wesley)
Vol 1, Sec 1-2.
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fisica de particulas, que es lo que haremos en seguida. Los libros de fisica, al tratar la idea del
atomismo, se contentan con mencionar a Leucipo y a Demoécrito de Abdera, como los defensores
de la idea de que la materia es al final, un conjunto discreto de unidades indivisibles (los 4tomos).
Democrito anade, ademés, que estos objetos dltimos son inmutables. Es dificil saber qué es lo
que Demécrito queria decir con inmutabilidad hace 2500 anos. Pero esta idea lo que contiene
es que un sistema compuesto es modificable y una particula elemental no. A una molécula la
podremos excitar, rotar con una cierta velocidad angular, deformar, modificar su masa, pero a
un electrén ni le podemos modificar su masa ni le podemos hacer girar con cualquier velocidad.
A lo sumo lo que podemos es cambiar la orientacién de su velocidad angular. La masa y el valor
absoluto del espin de un electrén son propiedades inmutables. El principio atémico nos va a llevar
a que el nimero y tipo de variables clasicas que caracterizan los estados de cualquier sistema
material, no estdn restringidos, pero si lo estan para una particula elemental. Es un principio
tan restrictivo que nos va a conducir, entre otras cosas al llamado acoplamiento minimo cuando
analicemos la interaccién de sistemas compuestos por particulas elementales y por lo tanto a
restringir el tipo de interacciones permitidas.

El formalismo cinemético que vamos a desarrollar, aunque en sus origenes se plante para
dar cuenta de la descripcién clasica del espin, ha demostrado ser un método potente para la
descripciéon de particulas elementales también desde el punto de vista cudntico, ya que sumi-
nistra una definicién muy precisa de particula elemental que tiene como contrapartida cuando
se cuantiza el formalismo, la definicion de Wigner: Todos los sistemas elementales que se van a
describir poseen la caracteristica de que al cuantizarlos, su espacio de Hilbert de estados puros
genera una representacién proyectiva, unitaria e irreducible del grupo cinematico correspon-
diente. Es precisamente a través del formalismo de cuantizacién de Feynman que la descripcion
clasica y cuantica se complementan entre si.

El formalismo que vamos a desarrollar se basa en los siguientes cuatro principios fundamen-
tales:

= Principio de Relatividad Restringido,
» Principio Atémico,
= Principio Variacional,

= Principio de Cuantizacion.

1.2.1. Principio de Relatividad Restringido

El Principio de Relatividad Restringido establece que, en ausencia de gravitacion,
debe existir una clase de observadores equivalentes, que historicamente reciben el nombre de
observadores inerciales, para los cuales las leyes de la fisica deben ser las mismas. Usando el
mismo tipo de variables, las ecuaciones fundamentales se deben escribir de la misma forma en los
diferentes sistemas de referencia equivalentes. Esta clase de observadores queda definida sabiendo
como relacionan entre si las medidas de acontecimientos espacio-temporales. Esta forma de
transformar las variables temporal ¢ y espacial » de un mismo acontecimiento viene dada por
un grupo de transformaciones, que recibe el nombre de grupo cinematico del formalismo.

Aqui trataremos principlamente con los grupos de Galileo y Poincaré pero en el capitulo 4
analizaremos una extension del grupo de Poincaré, como el grupo cinemético més amplio de una
particula de Dirac. Ademés de las transformaciones del grupo de Poincaré, este grupo contiene
dilataciones espacio-temporales y rotaciones locales.

Como ejemplo de este principio, el denominado formalismo no relativista admite que si
el observador O mide un acontecimiento espacio-temporal dado por las medidas ¢t y r y el
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observador O’ mide ¢ y ' del mismo acontecimiento, estos valores estan relacionados por
t'=t+b, 7 =R(a)r+uvt+a,

donde los diez numeros reales (b, a, v, a) son fijos para esos dos observadores, y donde por a
queremos representar los tres parametros que definen la orientacion relativa entre los sistemas
cartesianos de ambos observadores. Estas relaciones se dicen que son el grupo de Galileo de
transformaciones del espacio-tiempo, que es por lo tanto, el grupo cinemético de un formalis-
mo no relativista. Si en vez de estas transformaciones utilizamos las del grupo de Poincaré,
analizadas en el apéndice al final del segundo capitulo, estaremos en un formalismo relativista.

Este principio no es solamente una declaraciéon de wuniversalidad restringida de las leyes
de la fisica, es también el establecimiento de que las medidas relativas de cualquier magnitud
fisica entre diferentes observadores inerciales, dependen de cémo se relacionan las medidas de
acontecimientos espacio-temporales entre ellos. Por universalidad restringida queremos decir que
las leyes de la fisica no son las mismas para todos los observadores, sino para una clase restringida
de ellos, los denominados observadores inerciales a los que queda restringido el formalismo.

Si un observador estd describiendo un fenémeno electromagnético y cambiamos a un sistema
de referencia acelerado, en este sistema, ademas del fené6meno electromagnético, detectaremos
la presencia de un campo de inercia, indistinguible de un campo gravitatorio, y por lo tanto este
nuevo observador describe fenémenos no descritos por el otro. No son observadores equivalentes.
Vamos a restringirnos a observadores que describen los mismos fenémenos, por lo que se trata
de plantear un principio restringido.

Es el Principio de Relatividad General el que admite la invariancia general bajo cualquier
cambio de observadores, pero si incluimos la gravitaciéon entre las posibles interacciones, ya que
no es posible distinguir fisicamente entre un cambio a un sistema de referencia acelerado, de
la presencia de un campo gravitatorio local. También se suele admitir que las leyes de la fisica
deben ser invariantes bajo cualquier cambio de variables lo que lleva a postularlo de forma
matemética con el nombre de Principio de Covariancia General.

Admitir este Principio de Relatividad Restringido es fijar el correspondiente grupo cine-
méatico en el arranque del formalismo que proponemos, ya que, como veremos, fijados dos
observadores cualesquiera, las medidas relativas de cualquier otra magnitud fisica dependen
exclusivamente de este grupo. Y por otra parte, que entre las posibles interacciones que se pue-
dan describir en este formalismo, no estd incluida la gravedad, la cual vendrd descrita en un
contexto diferente.

El uso del término relatividad en la denominacién de Principio de Relatividad y su relacién
con la Teoria de la Relatividad, por lo que respecta a este término es algo confuso. En la litera-
tura anglosajona se denomina Teoria de la Relatividad Especial (Special Relativity Theory) para
distinguirla de la Teoria de la Relatividad General (General Relativity Theory). En francés la de-
nominacién se aproxima mas a la que estamos usando aqui, Teoria de la Relatividad Restringida
(Théorie de la Relativité Restreinte). En ambos casos se trata de hacer un formalismo matematico
en el que el grupo que define la relacién entre observadores inerciales es el grupo de Poincaré. El
adjetivo especial tiene poco de especial y mas bien debe ser tomado en el sentido restringido de
la denominacién francesa. Aqui estamos definiendo un principio fundamental con el que construir
una teorfa, la Teoria Cinematica de Particulas Elementales, por lo que propiamente este principio
fundamental se deberia denominar Principio de Universalidad Restringida de las leyes de la
fisica, sin especificar, en principio, cudl es el grupo cinematico que relaciona a los observadores
equivalentes. Este grupo debe claramente respetar un fenémeno fisico como es la propagaciéon de
la luz y que su velocidad debe ser la misma para todos los observadores equivalentes. Si el término
relatividad hace mencién a que las leyes de la fisica estan siempre formuladas relativas a cada
observador, podria ser evitado.
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1.2.2. Principio Atémico

El Principio Atémico admite que la materia no puede ser dividida indefinidamente. La
materia no es un continuo. Después de un numero finito de pasos en la divisién de una porcién
de materia deberemos alcanzar un dltimo objeto indivisible, una particula elemental. Si una
teoria fisica pretende describir la realidad material, debe contener en su formalismo la aceptaciéon
de que existen esos objetos elementales, y ademas, la posibilidad de distinguir cudndo un sistema
mecénico es elemental o no lo es. La distincién entre una particula elemental y cualquier otro
objeto material finito, es que la particula elemental, ademés de ser indivisible, no puede tener
estados excitados y, salvo que sea destruida con su antiparticula o en una colision de alta energia,
su estructura no puede ser modificada. Cuando tomamos un trozo de materia y tratamos de
romperlo, lo primero que resulta es que se deforma vy, si la energia utilizada es suficiente para
romper el enlace, se parte en dos o mas porciones. Si el objeto es una particula elemental,
como no puede dividirse, tampoco se deformari. No puede poseer estados excitados. De alguna
manera, si la estructura de una particula elemental no puede ser modificada, esto implica que
los posibles estados en los que podemos encontrarla son simplemente modificaciones cinematicas
de uno cualquiera de ellos. Como en el proceso de aislar una particula elemental necesitamos un
numero finito de etapas, esto significa que en la descripcion de la particula elemental necesitamos
un nimero finito de variables para describir sus estados. Si el estado de una particula elemental
cambia, siempre podremos encontrar algin otro observador inercial que la describa en el mismo
estado que antes de la modificacién, es decir con los mismos valores de todas las variables
esenciales que caracterizan su estado. Un electrén sigue siendo un electrén aunque se le someta
a una interaccion. Esto va a implicar una restricciéon en el tipo de variables clasicas que podemos
usar para describir sus estados en una descripcién variacional.

Es esta distincion explicita, entre los sistemas materiales compuestos y las particulas ele-
mentales, formando parte del formalismo, y la aceptaciéon de la existencia de las particulas
elementales como un hecho destacado, lo que da contenido a este principio atémico, como prin-
cipio fundamental.

1.2.3. Principio Variacional

El Principio Variacional reconoce que la magnitud accién durante la evolucién de cual-
quier sistema mecanico, entre dos estados inicial y final prefijados, debe ser estacionaria. La
accion se calcula en términos de una funcién Lagrangiana, la cual es una funcién explicita
del tiempo ¢, de los grados de libertad independientes y de sus derivadas temporales hasta un
cierto orden finito. Habitualmente, para sistemas materiales construidos a partir de particulas
sin espin, se restringe a que la Lagrangiana dependa solamente hasta las primeras derivadas
temporales de los grados de libertad. Esto lleva a que las ecuaciones dindmicas de cualquier
grado de libertad sean a lo sumo de segundo orden. Esto es una herencia de la mecénica New-
toniana basada en la construcciéon de la materia a partir de puntos materiales masivos. Pero
como resulta que la ecuacion diferencial més general de un punto en el espacio tridimensional
es de cuarto orden, y, por otra parte, no sabemos todavia qué tipo de variables deberemos usar
para describir una particula con espin, ;por qué restringir a que estas variables desconocidas
satisfagan necesariamente ecuaciones de segundo orden?

De acuerdo con este principio, existird una funcién Lagrangiana que dependera del tiempo,
de un numero finito de grados de libertad y de sus derivadas temporales hasta un orden finito,
para cualquier sistema mecanico formado a partir de un namero finito de particulas elementales.
Sera el principio atomico el que limitard qué variables son las que caracterizan a una particula
elemental.

Este principio es tan fuerte que cuando lo apliquemos a sistemas materiales que verifican el
principio atémico, vamos a llegar a la conclusién de que la tnica interaccién entre particulas
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elementales, desde el punto de vista clésico, es la interaccion electromagnética, tanto si las
particulas elementales tienen o no tienen espin. La ecuacién de la dindmica de una particula
elemental de carga e, queda reducida en su formulacién variacional a

dp _

o =e(E+uxB),

donde p es el momento lineal de la particula, u la velocidad del centro de carga y E y B el
campo electromagnético externo. Y esta ecuacion de la dindmica va a depender del tipo de
variables que describen a la particula elemental y no del contexto, es decir que vale tanto en
el caso relativista como en el no relativista. En este contexto clasico no hemos sido capaces
de describir otro tipo de interacciones. La interaccién débil y fuerte se obtienen en el contexto
cuantico bajo la hipétesis de la invariancia gauge local.

Estos tres principios enunciados, completan el marco clasico del formalismo. Para su cuan-
tizacion deberemos sustituir este ultimo principio variacional por el siguiente cuarto principio.

1.2.4. Principio de Cuantizacién

Para la descripcion cuantica de un sistema mecanico, vamos a sustituir el anterior principio
variacional por el Principio de Cuantizacién en la forma propuesta por Feynman ?: Todos
los caminos de la evolucién de un sistema mecéanico entre dos estados inicial y final fijos son
igualmente probables. En mecénica cléasica, fijados los puntos extremos de la evolucién, se sin-
gulariza algiin camino que los une, como aquél que hace minima a la accién del sistema. En el
caso cuantico, se relaja esta prescripciéon, y como no es experimentalmente posible determinar
con precision si una particula sigue o no un determinado camino, hemos de admitir que todos
los caminos son posibles. Para cada camino posible que una dichos puntos extremos, se define
una amplitud de probabilidad, la cual es un niimero complejo de la misma magnitud para cada
camino, y cuya fase es la accion del sistema a lo largo del camino, en unidades de la constante de
Planck h. La probabilidad de que siga uno de esos caminos se calcula como el valor absoluto al
cuadrado de la correspondiente amplitud de probabilidad. Como todos los caminos alternativos
son independientes, la estadistica interfiriente de Feynman postula que la amplitud de
probabilidad de un sistema que parte de un punto inicial y llega a otro final, fijos, es la suma
de todas las amplitudes de probabilidad de los diferentes caminos alternativos.

Frente a la estadistica convencional en la que las probabilidades de alternativas independien-
tes se suman, y por lo tanto la probabilidad de un proceso en el que hay numerosas posibilidades
es siempre mayor que cualquiera de ellas, aqui lo que se suman son las amplitudes de proba-
bilidad, cuyo valor absoluto al cuadrado es la probabilidad final del proceso. Pero como lo que
sumamos son nimeros complejos, el valor absoluto del resultado puede incluso, ser menor que
el valor absoluto de cada uno de los sumandos. De ahi el nombre de estadistica interfiriente, ya
que aunque para ir de a a b por algunos caminos pueda existir una probabilidad no nula, puede
resultar que en el proceso global la probabilidad final sea cero, el resultado es un proceso de
interferencia que anula toda probabilidad de que el mismo se produzca. Al pasar fotones por
unas rendijas, la probabilidad de que lleguen a algiin punto de la pantalla puede no ser nula,
sin embargo cuando se analiza el proceso global, incluyendo todas las diferentes alternativas,
existen puntos a los que no llega ningtin fotén. La amplitud de probabilidad de llegada a ese
punto es cero. Se ha producido una interferencia.

Si en el proceso de ir de a a b, efectuamos la suma de las correspondientes amplitudes de
probabilidad sobre diferentes puntos iniciales, lo que obtenemos es la amplitud de probabilidad
de encontrar nuestro sistema en un cierto punto, a partir de una preparaciéon concreta. Pero
esto es lo que en la mecénica cuantica convencional denominamos la funcién de onda. Por lo

3R.P. Feynman and A.R. Hibbs, Quantum Mechanics and Path Integrals, MacGraw Hill, N.Y., (1965).
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tanto, esta amplitud de probabilidad debe ser una funcién compleja, de cuadrado integrable y
de norma unidad, ya que sumadas las probabilidades para todos los posibles puntos finales, esta
probabilidad debe ser 1. Las diferentes funciones de onda, alrededor de cada punto, representan
las diferentes formas de preparar o de llegar al mismo, partiendo de condiciones iniciales y
caminos diferentes.

Pero lo importante de esta forma de proceder, es que la funciéon de onda va a ser una
funcién de cuadrado integrable de precisamente las variables que definen los puntos extremos
de la formulacién variacional, las que vamos a denominar variables cinematicas.

El método de integrales de caminos de Feynman parece haberse inspirado en un articulo de
Dirac *. En este articulo, Dirac apunta, al comparar el formalismo Lagrangiano con el formalis-
mo canénico, que: los dos formalismos estan por supuesto intimamente relacionados, pero hay
razones para creer que el formalismo Lagrangiano es mds fundamental. Mas adelante expresa
que, debemos considerar la Lagrangiana cldsica no como una funcidn de las coordenadas y ve-
locidades, sino como funcion de las coordenadas en los instantes consecutivos t y t + dt. Aqui,
claramente, esta sugiriendo el uso de las variables cinematicas y el expresar la Lagrangiana en
términos de las mismas.

En el Prefacio del libro de Feynman y Hibbs, se menciona que Feynman, en una conversacion
privada con un colega europeo, se da cuenta de que en ese trabajo, Dirac sugiere que la funcién
de onda en el instante t 4+ € debe estar relacionada con la funcién de onda en el instante t,
mediante

Yt +€) ~ e (L)
Lo que Feynman hace es postular que efectivamente la relacién anterior es una identidad. O lo
que es lo mismo, el término exponencial es el propagador de la dindmica. En el libro % se cita
que el colega europeo fue Herbert Jehle, que visité6 Princeton en 1941.

Vamos a construir un formalismo clasico basado en los tres primeros principios, y al final
del formalismo vamos a ver que para describir una particula de Dirac, no va a ser necesario
postular ninguna Lagrangiana particular. Solamente va a ser importante el determinar cuéles
son las variables que definen los puntos inicial y final del formalismo variacional, es decir,
las variables cinematicas. El teorema de Noether, las leyes de conservacién y los invariantes del
grupo cinemético seran suficientes para la descripcién de la dindmica de una particula elemental
y de sus propiedades.

1.3. Formalismo Lagrangiano Generalizado

El formalismo Lagrangiano generalizado, dependiente de derivadas de orden superior, fue
desarrollado por Ostrogradsky 6. El resultado es que si la Lagrangiana depende del tiempo ¢, de
los n grados de libertad ¢;(t) y de sus primeras derivadas temporales L(t, g;, ¢;), las ecuaciones

de Euler-Lagrange son
oL d (0L ,
— — = | = ]=0, i=1,...,n,
dq;  dt \ 9q;

en cambio si la Lagrangiana depende hasta las derivadas de orden k de los grados de libertad,
estas ecuaciones resultan ser

oL d [ 0L d* (oL
—— | = 4+ (1) =0, i=1,...,n, (1.1)
i (o) i« (o)

*P.A.M. Dirac, The Lagrangian in quantum mechanics, Phys. Zeitsch. der Sowjetunion, 3, 64-72 (1933), ...
the two formulations are, of course, closely related, but there are reasons for believing that the Lagrangian one
is more fundamental.

SL.M. Brown (editor), Feynman’s thesis: A new approach to quantum theory, (World Scientific 2005)

6 M. Ostrogradsky, Mémoire sur les équations différentielles relatives au probléme des isopérimétres, Mem.
Acad. St. Petersburg, 6(4), 385-517 (1850).
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donde el orden de derivacién temporal, en vez de un punto, lo hemos escrito en forma de un
superindice entre paréntesis. Vamos a llegar a estas ecuaciones, como condicién necesaria de
que la soluciéon haga a la accién minima. Pero también es importante el resaltar, que en el
formalismo variacional que nos lleva a estas ecuaciones (1.1), los extremos de la evolucion,
es decir las condiciones de contorno que hay que imponer a la solucién particular, son fijos.
Ademas de construir las ecuaciones de Euler-Lagrange, vamos a ver cudles son estas variables
independientes y esenciales que nos definen los estados inicial y final del formalismo, y que
denominaremos variables cinematicas. En particular el principio atémico nos limitard cuéles
son estas variables para las particulas elementales.

Finalmente, analizaremos la estructura del espacio de las variables cinematicas y veremos
que para cualquier sistema mecénico es siempre un espacio métrico, pero no Riemanniano sino
Finsleriano. De esta manera, si un mismo sistema mecanico caracterizado por un conjunto de
variables cinemadticas, se analiza bajo dos interacciones diferentes, desde el punto de vista geomé-
trico implica que la métrica del mismo espacio cinematico en las dos situaciones de interaccion,
es una métrica Finsleriana diferente. Asi, la gravedad, se estudiard como una modificacién de la
métrica generada por los contenidos materiales de todos los objetos, incluido el propio sistema
mecanico, pero sin exigir la invariancia frente a un grupo cinemético.

1.3.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Consideremos pues un sistema mecanico de n grados de libertad, caracterizado por una
Lagrangiana que depende del tiempo ¢, de los n grados de libertad independientes ¢;(t), y de sus

derivadas temporales hasta un orden finito k, y que las representamos por q(k) (t) = d¥q;(t)/dt".
El funcional accidén se define mediante:

Alg = /t Lt as®), ¢, P 0)dt, (1.2)

1

donde i = 1,...,n. Para cada posible trayectoria ¢;(¢) introducida en (1.2), nos suministra un
numero real, la accién sobre esa trayectoria.

Postulado: La trayectoria que va a sequir el sistema dindmico es aquél camino
que pasando por los puntos extremos definidos en los instantes t1 y ta, en los que
fijamos los valores de las variables y sus derivadas qZ(S) (t1)y qz(s) (t2), i=1,...,mn, s=
0,1,...,k —1, hasta el orden mdzimo k — 1, hace extremal al funcional accion (1.2),

es decir el valor de la accion a lo largo de ese camino es mdzimo o minimo.

Observar que necesitamos fijar en los extremos, ademés del valor del tiempo ¢ unos valores
particulares de los n grados de libertad ¢; y de sus derivadas temporales hasta el orden k — 1,
es decir, un orden inferior al maximo orden que el correspondiente grado de libertad aparece en
la Lagrangiana. Aunque como condiciones de contorno fijamos valores de los grados de libertad
y de sus derivadas, los valores que escogemos son totalmente independientes unos de otros, es
decir, caracterizan de forma univoca los estados inicial y final de la evolucion.

Reciprocamente, podriamos decir que si conocemos el tipo de variables que definen los
estados extremos, la Lagrangiana es una funcién explicita de estas variables, y de su siguiente
derivada temporal.

Una vez que tenemos definido el funcional accién (1.2) para un determinado camino arbitrario
qi(t), para analizar su variacién, producimos una modificacién infinitesimal del mismo g¢;(t), que
lo escribimos ¢;(t) = ¢;(t) + 6qi(t) y de todas sus derivadas temporales qES)’(t) = ¢ (1) + 6¢ (1),
manteniendo fijos los extremos de la evolucion, es decir, que en t1 y ¢2 la modificacion de las variables
generalizadas y sus derivadas hasta el orden k—1, se anulen, y por lo tanto, 6qis) (t) = 5q£s) (t2) =0,
parai=1,...,ny s=0,1,...,k — 1 (ver figura 1.1).
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q'(t)

dq(t)
q(t)

Figura 1.1: Caminos ¢(t) y ¢'(t) modificado pasando por los mismos puntos extremos 1y 2

La variacion de las diferentes derivadas de ¢;(t) viene dada por q( N(t) — qfs)( t) + 6qis)(t) =

q(s)(t) + d°8q;(t)/dt®, puesto que la modificaciéon de la derivada de orden s es precisamente la
derivada de orden s de la modificacion de la funcién. Esto lleva a que el funcional acciéon sufre una
modificacién entre ambos caminos, §.A = A[g + dq] — Alg], dada por:

to to
6A = / L(t, ¢ () + 3¢ (8))dt — / L(t, ¢ (1)) dt
t1 t1

aL oL
(1)

(k)

:/t dtz

después de desarrollar a orden mas bajo la primera integral y restarle la segunda. El término

oL .y 0L d d [ oL oL
sq® = 0L ds A (0L s, 5as,
dg'M & dg'M) dt T <8q§1> q) dt (a )> 4

que integrando entre ¢1 y t2, nos da:

2 9L . (1 oL oL 2.d ( oL
/t1 8q§1)5qi dt—@&h(tz) oa (1)6q1(t1) /t1 pr 8q(1) dgidt

t2 g oL
= — — 5q7, dt,
/tl dt (8%(1))

va que las variaciones d¢;(t1) y 0¢:(t2), se anulan. Lo mismo para el siguiente término:

O dq® = 28 L = (O ) - L 28 5,
9 9 dt dt \ 9g® 4®

to 8L @) to d aL o to d2 aL
AL A b R A e R

ya que 0¢g; y 6q§1) se anulan en t1 y t2, y finalmente para el Gltimo término

to aL ) to dk
: 1 i

de tal manera que cada término de (1.3) se escribe solamente en términos de las variaciones de
los grados de libertad dg; y no de sus derivadas de orden superior. Observar de nuevo que para
llegar hasta aqui ha sido necesario suponer la anulacién de las variaciones de todas las 5qi5), para
s=0,...,k—1, en los instantes t; y t2. Recolectando todos los términos, obtenemos

d [ oL wd® [ OL
0A = /1 dtZ[aql dt<8q51)>+~..—|—(_1) dtk<8q1(k)>

oL
Sqi + o+ % 5 “"] (1.3)

(Sql‘.
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Si el funcional accion es extremal sobre el camino ¢;(t), su variaciéon debe ser nula, 6.4 = 0. Como
las modificaciones del camino dg; son arbitrarias, todos los términos entre paréntesis cuadrados
deben anularse de forma idéntica. Obtenemos asi, un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

OL d [ oL L di [ oL
- = cee 4 (_1) - | =
Jdq; dt 8q-(1) dtk 8(](’6)

7

=0, +=1,...,n, (1.4)
las denominadas ecuaciones de Euler-Lagrange.

1.3.2. Espacio Cinemaético

En general, el sistema (1.4) es un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de orden
2k, y, por lo tanto, los teoremas de existencia y unicidad nos garantizan la existencia de una
solucién para las 2kn condiciones de contorno qi(s)(tl), i=1,...,nys=0,1,...,2k—1, en el
instante inicial ¢;. Sin embargo, la formulacién variacional ha sido planteada con la condicién
de que la solucién pasara por los dos puntos extremales fijos. Esto no garantiza ni la existencia
de solucién ni siquiera su unicidad. De alguna forma esta sugiriendo que dados dos puntos
extremales de la evolucidén no siempre tiene que existir solucion, es decir que dado un punto
inicial no todos los puntos finales posibles pueden ser alcanzados durante la evolucién. Se esta
prefigurando un principio de causalidad, como analizaremos en la seccién 1.6.4.

Sin embargo, supongamos que el sistema anterior (1.4) posee solucién, no necesariamen-

te tnica, con los valores prefijados de los puntos extremos del problema variacional qgs) (t1) y

qz(s) (t2),i=1,...,nand s =0,1,...,k — 1, en los instantes ¢; y to, respectivamente. Esto su-
pone, de alguna manera, que las 2kn condiciones de contorno en el instante ¢1, como requieren
los teoremas de existencia y unicidad, pueden ser expresadas, tal vez de forma no tnica, como
funciones de las kn condiciones en cada uno de los extremos. De ahora en adelante, supondre-
mos que los sistemas fisicos que vamos a analizar poseen soluciéon pasando por algunos puntos
extremos prefijados. Resulta entonces que, una solucién particular que pasa por los extremos se

podré expresar como una funcion del tiempo y de las variables en los puntos extremos

G() = ailt: 47 (1), 47 (12)), (1.5)

,75,l=1,...,n, r=0,1,...,k — 1, que al particularizar ¢ = t; o t = 2, nos produzca para la
funcién y sus derivadas, los correspondientes valores en los extremos.

Definicion: La Funcion Accion de un sistema, es el valor del funcional Accion
(1.2) a lo largo del camino cldsico (1.5) que satisface las ecuaciones de Euler-
Lagrange (1.4) y que pasa por los puntos extremos:

/;2 L(t,G(t)dt = A (tl, 0 (t1); e, ¢ (t2)> : (1.6)

1

Una vez que la integral temporal se calcula, el resultado serd una funcién explicita de las

kn + 1 variables en el instante inicial, qj(-r) (t1),7=0,...,k—1, incluyendo el tiempo ¢1, y de las

"Observar que estamos usando la misma letra maytscula A( ) para la funcién accién que para el funcional
accion A[ ], aunque ésta en cursiva. La primera esta seguida de paréntesis normales en los que se contienen las
variables de las que depende esta funcién, en tanto que en el funcional aparece seguido de paréntesis cuadrados,
para realzar que no es una funciéon de varias variables, sino un funcional que depende de caminos completos entre
los puntos extremos.
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correspondientes kn+ 1 variables en el instante final ¢o. También sera funcién de los parametros
y constantes intrinsecas del sistema material. Lo escribimos como

A (tlv qgr)(tl);tz, q§r)(t2)) = Az, x2).

Y llegamos a la siguiente

Definicién: Las variables cinematicas del sistema son el tiempo t y los n grados
de libertad q; y sus derivadas hasta el orden k —1. La variedad que generan X recibe
el nombre de espacio cinematico o espacio de los estados del sistema.

El espacio cinemético de las Lagrangianas ordinarias es el espacio de configuracion generado
por las variables g;, juntamente con la variable tiempo ¢. Se le suele denominar espacio de
configuracion ampliado. Pero para Lagrangianas generalizadas de orden superior incluye
también las derivadas de los grados de libertad hasta un orden una unidad inferior al méximo
orden del que aparece en la Lagrangiana. Por lo tanto, La funcién acciéon de cualquier
sistema dindmico es una funcién de los valores de las variables cinematicas en los
extremos de la trayectoria, x; y =2, es decir una funcién de los estados inicial y final. De
ahora en adelante consideraremos sistemas para los cuales la funcion accién esté definida y es
una funcién continua y derivable de las variables cinematicas en los extremos de la evolucion.
Claramente satisface la propiedad A(x,z) = 0.

1.3.3. Cambio del tiempo por otro parametro de evolucién

En la relatividad restringida, el tiempo es relativo a cada observador, por lo que usar el
tiempo como variable de evolucién sirve para cada observador particular, pero eso no produce
un formalismo que sea independiente del observador. Por eso, el interés de una formulacién
variacional méas general es construirla en términos de un paradmetro de evolucién invariante,
el mismo para todos los observadores inerciales. Supongamos entonces, que la trayectoria del
sistema se puede expresar en forma parameétrica, en términos de cierto parametro de evolucién
arbitrario 7, {t(7),¢i(7)}, el mismo para todo observador inercial. El funcional (1.2) se puede
reescribir en términos de las variables cineméticas y sus derivadas en la forma:

- " (1) VY
A[t,q]:/ L(t(T),qi(T),q?( ) . ( )>t(7)d7

T1 t(7) ’

_ / T (w(r), i () dr, (1.7)

1
donde ahora el punto significa tomar la derivada con respecto al pardmetro de evoluciéon 7, que
sin pérdida de generalidad se puede escoger adimensional. Por lo tanto L = L(t(7), qgs)/i(T)) t(7)
tiene dimensiones de accion.

1.3.4. Homogeneidad de la Lagrangiana

Podemos ver que la Lagrangiana L, de cualquier sistema dindmico, es siempre una funcién

homogénea de primer grado como funcion de las derivadas con respecto a 7 de to-
(s)

das las variables cinematicas. En efecto, cada derivada temporal ¢;”’ () ha sido reemplazada

por el cociente (L(S_l)(T) /t(7) de dos derivadas con respecto a 7. Incluso la derivada de mayor

(k—

orden k, qi(k) = q, b /t, se expresa en términos de las derivadas de la variables cineméticas
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qgk_l) y t. Por lo tanto la funcién original L es una funcién homogéna de grado cero en las

derivadas de las variables cinematicas. Finalmente el término t(7), da lugar a que la nueva fun-
cion L sea una funcion homogénea de primer grado. Si reemplazamos cada @' por A, entonces
L(x(1),A\z(1)) = AL(2(7),2(7)). Por lo tanto, el teorema de Euler sobre funciones homogéneas
implica, derivando ambos miembros con respecto a A, llamando 3/ = Ai/, y haciendo luego
A=1

L(z(7), Zay] = @xﬂ ZF T, @)i (1.8)

A=1

El desarrollo (1.8) nos indica que la Lagrangiana de cualquier sistema dinamico puede siempre
escribirse como una suma de funciones F;(x, ) multiplicadas por la correspondiente &;, derivada
con respecto a 7 de la variable cinemaética x;, es decir en tantos sumandos como variables
cinematicas.

Esta posibilidad de expresar la Lagrangiana como funcién homogénea de primer grado de las
derivadas ya fue considerada por Dirac en 1933 8 pero como una consideracion estética. Es esta
homogeneidad la que que nos permitird transformar el formalismo variacional en un formalismo
geodésico pero no sobre cualquier variedad, sino precisamente sobre el espacio cinematico X, y
donde la métrica g;;(x, @) sera un tensor dependiente de la direccion, y por lo tanto la trayectoria
de la particula es una geodésica, no en una variedad Riemaniana sino en un espacio de Finsler.”

La funcion L no es funcién explicita del parametro de evolucién 7 y por lo tanto el problema
variacional (1.7), es invariante con respecto a cualquier cambio arbitrario de parametro de
evolucion 7. 10

En efecto, si cambiamos el parametro de evolucion 7 = 7(0), entonces i(7) = (dt/d0)(df/dr) y
ql(s)( )= (dq(s)( 0)/d0)(df/dr) de tal forma que los cocientes

@) (da!V(0)/d0) () _ ¢ ()

i(r)  (dt(9)/d8) é(r) i) ’

donde de nuevo el punto significa ahora derivacién con respecto a 6. Resulta que (1.7) se puede
poner como:

)

Alt, gl :/T2 L(#(0), a:(0), -, " (0)/(0) — = ( do

1

0o
:/9 L(x(0), (6))do. (1.9)

1.3.5. Obtencién de la Lagrangiana a partir de la funcién Accién

El formalismo asi planteado tiene la ventaja de que es independiente del pardmetro de
evolucion, y si queremos volver a utilizar el tiempo concreto de un cierto observador, para hacer
un anélisis temporal, reemplazamos 7 = ¢ y por lo tanto { = 1. A partir de ahora vamos a
considerar aquellos sistemas para los que es posible una descripciéon paramétrica de la evolucién
y, utilizaremos el simbolo ~ sobre la Lagrangiana, la cual debe siempre ser entendida como
escrita en términos de las variables cinemdticas y sus primeras derivadas con respecto a este
pardmetro arbitrario 7. De esta forma, distinguiremos las Lagrangianas L de las Lagrangianas
L, sin el simbolo ~, que hacen el anélisis de la evolucion temporal del sistema material. El paso
de L a L se hace tomando t =7,y £ = 1.

8 P.A.M. Dirac, Proc. Cam. Phil. Soc. 29, 389 (1933): “a greater elegance is obtained”, “a symmetrical treat-
ment suitable for relativity.”

°G.S. Asanov, Finsler geometry, Relativity and Gauge theories, Reidel Pub. Co, Dordrecht (1985).

19 R. Courant, D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics, Vol. 1, Interscience, N.Y. (1970); I.M. Gelfand,
S.V. Fomin, Calculus of Variations Prentice Hall, Englewood Cliffs, N.J. (1963).
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Si conocemos la funcién accion A(z1,x2), como funciéon de los puntos extremos de la evolu-

)

cion, podemos recuperar esta Lagrangiana L(z,Z) mediante un proceso de limite:

z(:c,x) = lim 7314(:5,3/)

X
lim =5 547, (1.10)

donde hemos usado el criterio habitual de suma sobre el indice mudo j, extendido al conjunto
de todas las variables cinematicas.

Si en (1.7) consideramos dos puntos muy préximos z1 = z y 22 = z + dz, y hacemos un
desarrollo de la funcién accion a primer orden A(z,z + dx) = A(z,x + &dr) = L(z,&)dr con la
condicion A(z,z) = 0, obtenemos (1.10).

De alguna forma el conocimiento de la funcién accion A(x1,22) caracteriza de forma global a
la dindmica, ya que mediante (1.10) se determina L y por lo tanto las ecuaciones dinédmicas.

1.3.6. Simetria de un sistema dinamico

Se define una simetria de un sistema dinamico, como aquella transformacién matema-
tica de las variables que lo describen que deja invariantes las ecuaciones dinamicas.
Como la composicion de simetrias, produce nuevas simetrias, y esta ley de composicion es aso-
ciativa y existe la transformaciéon unidad, resulta que el conjunto de todas las simetrias de un
sistema dinamico forma un grupo, el grupo de simetrias del sistema. Si admitimos que se
satisface el principio de Relatividad Restringido, entonces el grupo cinematico que define la
relacion entre observadores equivalentes, es un subgrupo del grupo general de simetrias, ya que
las ecuaciones dindmicas son las mismas para todos estos obervadores.

Si una transformacién deja invariante a la Lagrangiana de un sistema dindmico, entonces es
una simetria. El reciproco no es cierto, es decir pueden existir simetrias que no dejen invariante
a la Lagrangiana. Sin embargo, si bajo una transformacion, la Lagrangiana queda multiplicada
por un factor constante o cambia a otra que difiere de la anterior en una funcién que es una
derivada total, con respecto al pardametro de evoluciéon 7, de una funcién arbitraria de las
variables cinematicas, entonces esa transformaciéon es también una simetria.

Las transformaciones de simetria pueden ser discretas o continuas. Una transformacion es
discreta si forma parte de un grupo discreto o finito, por ejemplo la transformacion t' = —t,
representa una inversiéon temporal, es una transformacién discreta y si es una simetria, decimos
que el sistema dindmico es invariante por inversiéon temporal. Transformaciones continuas son
aquellas que son transformaciones de un grupo continuo, como por ejemplo, traslaciones y
rotaciones. En el caso de los grupos continuos, el analisis de las simetrias basta con hacerlo con
las transformaciones infinitesimales, con el anélisis del algebra de Lie del grupo. En el apéndice
1.7, se hace una pequena introduccién a los grupos continuos, o grupos de Lie, para fijar la
notacion y el ver como se representan los generadores de las transformaciones infinitesimales.

1.3.7. Funciones gauge de la Lagrangiana

En la formulaciéon variacional de la mecanica clasica

A[q]:/tQL(t,qZ.(S)(t))th/Tzf(m,i)dr, (1.11)

1 1

A[q] es un funcional sobre los posibles caminos, es decir, toma en general valores diferentes
para los diferentes caminos que unen cada par de puntos fijos x1 y 2. Entonces, para que se
produzcan en general, valores diferentes, es necesario que Ldr no sea una diferencial exacta.
En caso contrario, si Ldt = d\, entonces A[q] = A(z2) — A(x1) y el funcional no distingue con
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valores diferentes entre los diferentes caminos, y la funcién accién del sistema entre z1 y w2,
es esa Unica integral A(x1,x2) = A(x2) — A(x1), que queda expresada en funcion de la funcion
A(z), siendo por lo tanto, independiente del camino.

Si A(z) es una funcién real definida sobre el espacio cinematico X de un sistema Lagrangiano
cuya funcioén accion sea A(x1,x2), entonces la funcion A’(z1,x2) = A(x1,x2) + A(w2) — A(z1) es
otra funcion accion equivalente a A(x,x2) en el sentido de que produce las mlsmas ecuaciones
dinamicas. En efecto, por (1.10) da lugar a una Lagrangiana L’ que difiere de L en una derivada
total con respecto a 7. 1
Usando (1.10), obtenemos

L'(z,#) = L(z, i) + d/:l(f),

(1.12)

y por lo tanto L y L’ producen las mismas ecuaciones dindmicas y A(z1,x2) y A'(z1,x2) se dice
que son funciones accién equivalentes.

Supongamos una Lagrangiana de un sistema de un grado de libertad L(t, ¢, ¢) y la modificamos a
L’ = L + d\(t,q)/dt. Las ecuaciones dindmicas a partir de L’ son:

A oA, oL _OL 0P\ &)

I'=L+2 422 === £z
Yot T ot o ~ oq Togor T a2 ?
OL' 9L  OX  d (OL'\ _d (OL\  d (ON\ _ d (OL\ &\ A
9¢ 94 ' aq ER _dt 9q) Tat\ag) T @t \ a5 ) T aaq T a2
por lo que

oL’ _d oL 87L _d (0L
dq dt \ 9q dq aq
y L' y L producen las mismas ecuaciones dinadmicas. El resultado es general si L depende de més

grados de libertad o de derivadas de orden superior. La tnica condicién es que A sea funcién de las

variables cinematicas.

Sea G un grupo continuo de transformaciones del espacio de configuracion ampliado (¢, ¢;),
que puede extenderse a un grupo de transformaciones del espacio cineméatico X. Sea g € G
un elemento arbitrario de G y 2’ = gz, el transformado de z. Consideremos un sistema me-
cénico caracterizado por la funcion accion A(x1,x2) que bajo la transformacion g se cambia
en A(z},x%). Si G es un grupo de simetrias del sistema, es decir, las ecuaciones dinamicas en
términos de las variables x’ son las mismas que en términos de las variables z, esto implica que
A2y, xb) y A(z1,z2) son necesariamente funciones accion equivalentes, y estaran relacionadas
por:

A(gz1, gxo) = A(z1, 22) + g5 22) — g z1). (1.13)

La funcion «, serd en general una funcion continua de g y de x. Esta funcion a(g;z) definida
sobre G x X recibe el nombre de funcién gauge del grupo GG para el espacio cinematico
X. Como el grupo es un grupo continuo, satisface a(e;z) = 0, siendo e el elemento neutro
de G. Si la transformacién g es infinitesimal, representada por sus coordenadas dg“, entonces
a(dg;x) = dg°As(x) a primer orden en los pardmetros del grupo. La transformacion de la
funcién accién toma la forma

A(0gz1,0922) = A(z1, 22) + Ao (22)697 — Ag(21)d97,

es decir, en la forma que va a requerir el teorema de Noether de la seccion siguiente, a la hora
de determinar las magnitudes conservadas. En general, las funciones A\, para Lagrangianas que
poseen funciones gauge se obtienen de

da(g; x)

Ao () = D97 (1.14)

g9=0

11 J.M. Levy-Leblond, Comm. Math. Phys. 12, 64 (1969).
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Debido a la propiedad asociativa de la ley de composiciéon de todo grupo, cualquier funcién
gauge satisface la identidad

a(g's gz) + alg;z) — ald'g:z) = £(d', 9), (1.15)
donde la funcién &, definida sobre G' x GG, es independiente de x y es un exponente del grupo G.
Se puede ver esto a partir de la mencionada ley asociativa. A partir de (1.13) tenemos:
A(g'gz1, 9 gx2) = A1, 22) + alg'g; 22) — alg'g; 1), (1.16)
y también
A(g'gr1, g gr2) = A(gr, ga2) + alg'; g2) — alg'; gar)
= A(z1,22) + a(g; z2) — a(g;21) + (g’ g22) — a(g'; g21),

y por lo tanto, por identificacién con el anterior (1.16), recolectando los términos con el mismo
argumento z, se llega a

a(g's gm2) + alg; w2) — alg'g; z2) = alg’; gz1) + alg;z1) — alg'g; z1),

y como x1 y z2 son dos puntos arbitrarios de X, esta expresion es (1.15) y define una funcion
&(g',g), independiente de .

Levy-Leblond demuestra en la referencia previa que si X es un espacio homogéneo de G, es
decir, si existe un subgrupo H de G tal que X = G/H, entonces, el exponente & es equivalente
a cero sobre el subgrupo H, y las funciones gauge para espacios homogéneos resultan ser:

a(g;x) = &(g, ha), (1.17)

done h, es cualquier elemento del conjunto representado por = € G/H.

Para el grupo de Poincaré P todos sus exponentes son equivalentes a cero y las funciones
gauge cuando X sea un espacio homogéneo de P son idénticamente nulas. Las Lagrangianas
de los sistemas relativistas cuyos espacios cineméticos sean espacios homogéneos de P, son
invariantes.

Sin embargo, en la formulacion no relativista, el grupo de Galileo G posee exponentes no
triviales, que vienen caracterizados por un parametro m que se interpreta como la masa total
del sistema. Las Lagrangianas Galileanas para sistemas masivos no son en general invariantes
bajo G. En el formalismo cuantico, el espacio de Hilbert de los estados de un sistema masivo no
relativista, es el espacio de una representaciéon proyectiva unitaria del grupo de Galileo, en vez
de una verdadera representaciéon unitaria. 2

1.4. Teorema de Noether Generalizado
El analisis de Noether '3 para sistemas Lagrangianos generalizados, demuestra que

Teorema: A cada grupo uniparamétrico de transformaciones continuas de las va-

riablest y q;, 1 =1,...,n, que dejando las ecuaciones dindmicas invariantes, trans-
forman la funcion accion del sistema, bajo una transformacion infinitesimal dg, en
la forma

A(0gz1,0gz2) = A(x1, x2) + AMx2)dg — A(z1)dg,

12 ver ref.7 y también J.M. Levy-Leblond, Galilei Group and Galilean Invariance, en E.M. Loebl, Group Theory
and its applications, Acad. Press, NY (1971), vol. 2, p. 221.
| 13 Bmmy Amalie Noether Nace en Erlangen, Baviera, Alemania, el 23 de marzo de 1882 y
fallece en Bryn Mawr, Pennsylvania, USA, el 14 de abril de 1935. Sus mayores contribuciones en
matemaéticas son en el campo del algebra abstracta, anillos y moédulos. Sin embargo su influencia
en la fisica tedrica es importante con el teorema que aqui se presenta y su teoria de invariantes, que
condujo a Einstein a formular distintos conceptos en su teoria de la relatividad general.




36 CAPITULO 1. FORMALISMO LAGRANGIANO

donde \(x) es una funcion definida sobre el espacio cinemdtico, hay asociado un
obervable cldsico N, el cual es una constante del movimiento.

Este observable N se construye, como veremos en (1.35), en funciéon de A\(x), de
derivadas parciales de la Lagrangiana, y de la accién infinitesimal del grupo sobre
las variables cineméticas.

Estas derivadas parciales de la Lagrangiana definen lo que se llaman la funcién Ha-
miltoniana H y los momentos canonicos pj().

La condiciéon que requiere el teorema de Noether para la funcién accién es equivalente a que la Lagrangiana

transforme bajo una transformacién infinitesimal de la forma:

d\(z)
dr

es decir que sea invariante salvo una derivada total de una funcion de las variables cinemaéticas.

L(dgz,6g%) = L(z, %) + 39,

Demostracion:

Supongamos que tenemos un grupo continuo uniparamétrico de transformaciones G, del espacio
de configuracion ampliado (¢, g;), que puede extenderse a un grupo de transformaciones de todo
el espacio cinematico X. Sea dg un elemento infinitesimal de G, y su accién sobre estas variables
viene dada por:

t—t = t+6t=t+ M(tq)dy, (1.18)
Gi(t) = qi(t) = @) +8qt) = qi(t) + M (t,¢)g, (1.19)

y su extension al resto de variables cineméticas por
¢ V) = ¢V +aV () = ¢V () + M (1, q,4V)dg, (1.20)

y en general
70 =20 + 6600 = ¢V #) + M (t,q,....D)5g,  s=0,1,....k—1, (1.21)

donde M y MZ»(O) son Unicamente funciones de ¢g; y de ¢t mientras que las funciones MZ-(S) con
s > 1, se obtienen a partir de las derivadas de aquellas, y seran funciones del tiempo ¢ y de las
variables ¢; y sus derivadas hasta el orden s.

Por ejemplo,

SOy = 04t _ dlailt) + M0dg) dt
¢ Tdr dt dt’’
pero a primer orden en &g
dt’ dM(t,q) dt dM(t,q)
=1 ) 21— )
T TR Y a9
y por lo tanto
dM (¢, dM (¢,
/) =gV ) + ( 0w M0 5,

que al comparar con (1.20) obtenemos

dM O (¢
M (t,q,qM) = = () _  mdMitq)

dt : dc
donde las derivadas totales
ot — 04; LA dt T ot — " 0q, 4 -

Las demas MZ-(S) para s > 1, se obtienen de la misma forma a partir de la funciones Mi(s_l).
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Bajo dg el funcional acciéon del sistema cambia:

to

5Alq] = /téut’,q’ﬁ(t'))dt'— / L(t, () dt

t) t1

th t2
= [+ std? 0 + s @nar - [ Lt @)

t} t1

Si reemplazamos en la primera integral el intervalo de integracion (t},t5) por (t1,t2) sabiendo
que el Jacobiano de ¢’ en términos de ¢ implica que el diferencial dt’ = (1 + d(dt)/dt)dt, y por
lo tanto:

d(5t)

to t
O R (R K e
! 1

t2 d(6t) 0L oL _ (s
= L——+ —dt+ dq; " (t) | dt,
/t1 ( dt ot aq(s)

habiendo reemplazado la Lagrangiana L(t + t, ¢**) + §¢(*)), por su desarrollo Taylor a primer
orden en las variaciones 6t y d¢(®).

Figura 1.2: Transformacién del punto A en el A’, y de la curva ¢(¢) en la ¢'(¢') bajo una
transformacién infinitesimal. La variacién 6g = BA’ es la suma de la parte BC = ¢(V6t y la
parte CA’ = §q, que es la variacién a t constante de la funcién ¢, y que aqui la denominamos
la variacién en forma de la funcién.

En la variacion de 5q§5) (t) = q’gs) () — qgs) (t) esta contenida una variacion en la forma de la
funcién qz(s) (t), y una variacion de su argumento ¢, (ver figura 1.2), el cual también es afectado
por la transformaciéon del grupo, y por lo tanto,

6q” = ¢+ 00— g (1) = ¢ - a7 (1) + (dg” (1) /de)ot

8¢\ (1) + ¢V ()6t

(s)

donde Sq(s) (t) es la variacion en la forma de la funcién ¢;”'(t) en el instante t. Sabiendo que

i
para la variaciéon de forma a ¢ constante

50 () = d* (5as(t)) /dt* = d(3q* " (1)) /alt,
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resulta que

t2 d(ét) OL OL < (s 0L (s41)

t2 d(Lot) OL < (s
= + dq; () | dt. (1.22)

donde el primer término es la suma del primero, segundo y cuarto de la integral anterior.
Si reemplazamos en el tltimo término

oL - oL -

87%5% = 87%5%

OL -y  OL d(q) d (9L .\ d oL\
aqi(l)‘;qi T o9t dt aq§1)6% dt \ 9g® 04i:
OL s _ d (0L <) d 0L )<
9@ " dt \ 9@ dt\ gg® ) "

_a ‘9L5(1) _dfd (oL Sa: +di 9L Sa.
== aq@) q; dt \ at 8q-(2) qi di2 aq(z) qi,

oL -k d 0L - (k-1 d [ d OL \ < (k-2
aq™ 4= g (aq(k> o4 di \ dt \ gy 04; T

3 1

y juntando términos, obtenemos

SAlq] = /: dt {d(L(St)

dt

- |oL 4 [ oL pd¥ [ OL
+3q; aiql - <8q(1)> +o (1) g (aq(k)> (1.23)

d (- [or d (oL ey dL (oL

el P e coa (1 .
+dt (5(1 aqgl) dt (8%@)) + 4+ (1) dth—1 3q§k) (1.24)

d (<@ | OL d oL Y dF—2 oL

— 1| éa o 2 == e -1 1.2
o < q; 9g®  dt (&I(g) + (=) a2 \ 5, ® (1.25)

d (< -1 | OL
s (w0 o)} 2

Los términos entre paréntesis cuadrados son los momentos canonico-conjugados p;(s), excepto el
primero (1.23), que es el miembro de la izquierda de las ecuaciones de Euler-lagrange (1.4) y que
se anula idénticamente si las funciones g; satisfacen las ecuaciones dindmicas. El integrando de
la variacion del funcional accion queda escrito, salvo el término (1.23), en términos de derivadas
totales con respecto a t.

Para sistemas Lagrangianos ordinarios que dependen tnicamente de derivadas de primer orden, el
momento canoénico-conjugado de la variable generalizada ¢; es una variable dindmica p;, definida
por
_ 0L

aq;

Dpi
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Como generalizacion de esto, para sistemas Lagrangianos con derivadas de orden superior, el for-
malismo candnico generalizado se obtiene definiendo como variables generalizadas los grados de
libertad ¢; y sus derivadas temporales qfs) hasta el orden k£ — 1, es decir las variables generalizadas
son las variables cinematicas con el tiempo excluido. Entonces cada variable generalizada posee un
momento canénico conjugado definido de acuerdo con los paréntesis cuadrados anteriores: **

L d { oL w1 d*Y [ oL
(1) = - = et (=1 — 1.2
Ppi(1) 8%(1) dt <aq§2)> + JF( ) dtF—1 8q§k> ( 7)
0L 4 [ oL 1)F-2 "2 [ oL 198
PO T 5q® " dt \ 9g® Fo ) g (129
Pik) = —aqgk) (1.29)

Se dice que p;(s) es el momento conjugado de la variable qgs_l) y como regla general se ve que en

. e, . L . . . . s .
su definicién, el primer término contiene la derivada parcial de L con respecto a qg ), es decir a la

primera derivada temporal de la correspondiente variable generalizada canoénico conjugada.

Si introducimos en el integrando las variables ¢; que satisfacen las ecuaciones de Euler-
Lagrange, el término (1.23) es idénticamente nulo y la variaciéon del funcional accion (1.22) se
transforma en la variacion de la funcién accion a lo largo de la trayectoria clésica, y por lo tanto,
la variacién de la funcion accién se puede poner como la integral de una derivada total,

to d _ _ _ B
5A(331, .’Eg) = / % {L(;t + (5qipi(1) + 6(]%«(1)])1‘(2) +---+ 5qfk l)pz(k)> } dt, (130)
t1
donde los p;(s) estdn dados en (1.27-1.29). Si reemplazamos en (1.30) la variacién en forma
gqi(s) = (5q§8) — q§8+1)(5t, entonces

t2

d \ .
A1, 72) = / S0t + 60 pieny — 0 pigot  dt (1.31)
t1

con el criterio habitual de suma sobre indices repetidos. Si sustituimos las variaciones ot y 5%(3)
en términos del elemento infinitesimal del grupo dg, (1.18-1.21), obtenemos:

to d
_ @ R ) . (s—1)
6A(z1,22) = /t1 o {(L Di(s)4; )M%-;DZ(S)MZ }596175, (1.32)
donde el rango de suma para cada indice repetido es, © = 1,...,n, s = 1,...,k, y donde el

parametro infinitesimal del grupo dg se puede sacar fuera de la integral.
Como en la integral anterior estamos usando una solucion de las ecuaciones dinamicas, las
cuales son invariantes bajo la transformacion, la variaciéon de la funcién accién es

0A(x1,x2) = A(0gx1,09x2) — A1, 22).

Si resulta que a primer orden en el pardmetro infinitesimal del grupo la podemos poner en la
forma

6A(z1,22) = Mx2)dg — A(z1)dg, (1.33)
que es equivalente a que la Lagrangiana transforme bajo una transformacion infinitesimal como

z(égx,5gj;) = E(a:,a:) + 5QCMC;7_$),

' E.T.Whittaker, Analytical Dynamics, Cambridge University Press, Cambridge (1927), p. 265.
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que implica que las ecuaciones dindmicas son invariantes, igualando a (1.32) podemos realizar la
integral temporal del lado derecho de (1.32) que se reduce al término entre corchetes evaluado
en to menos él mismo evaluado en ¢;. El valor del parametro dg del grupo se cancela en ambos
miembros, y reagrupando los términos que dependen de t; a la izquierda y los de t2 derecha,
obtenemos un observable que toma los mismos valores en los dos instantes arbitrarios ¢; y 2.
Es, por lo tanto, una constante del movimiento y representa la magnitud fisica conservada

-1
N = \x) — (L - pi(s)qgs)) M(t,q) —pi(s)Mi(s )(t,q, ... ,q(s)), (1.34)
donde el término entre paréntesis H = pi(s)qgs) — L, es la diferencia entre los productos de
cada momento por la derivada temporal de la correspondiente variable generalizada canéni-

co conjugada menos la Lagrangiana, es el Hamiltoniano generalizado, de tal manera que
finalmente

N = Aaz) + HM(t,q) — pioy MVt q,...,q®). (1.35)

Si el grupo de transformaciones tiene r parametros, existen r constantes del movimiento relacio-
nadas con las transformaciones infinitesimales (1.33) de la funcién accion bajo el correspondiente
grupo de Lie de r parametros.

El Hamiltoniano y los diferentes momentos se escriben en términos de las funciones Fj(x, &)
del desarrollo (1.8) de la Lagrangiana y de sus derivadas temporales, como vemos en este ejemplo.

Por ejemplo, si tenemos una Lagrangiana que depende hasta la derivada segunda de un grado
de libertad r, L(t,r,dr/dt,d*r/dt*) = L(t,r,u,a), y la L(t,r,u,t,7, ). La Lagrangiana L se puede
escribir ~

~ 0L . N : . .
L=_—4; = F(z,2)¢; =Tt + Rr + Uu,
8;@
donde las funciones T', R y U son esas derivadas parciales F;(x, ) de Z, que son funciones homo-
géneas de grado cero de las derivadas @;, y por lo tanto son funciones de (t,r,u,a). Las variables
cineméticas son, ¢ = {t,r,u} y las variables generalizadas son ¢ = {r, u} por lo que hay un momento
canéunico conjugado de r, p, y otro p, el canénico conjugado de u. Vemos que:
oL _ oL/ or _10L; oL _
ou O Ou {or o

R

ya que 7 = uf. Analogamente

OL _ A(L/i) 9u

10L;, 0L _

da 9i da ioa on U

pues U = at.
El momento p, se define de acuerdo con (1.27-1.29)como

_ 0L _d(oL\ _9L d (0L\ _, dU
Pr=%u " at\oa) o at\oa)~ i’

oL
w=—=U,
b da
que han quedado expresados en términos de las funciones F;(z, %) y de sus derivadas temporales.

La Lagrangiana

y el momento p.,

L =L/t =T+ Ru+ Ua,
y el Hamiltoniano generalizado

H:pru—l—pua—L:Ru—%u—i—Ua—T—Ru—Ua:—T—%u.

La constante del movimiento Noetheriana IV se expresa finalmente en términos del Hamil-
toniano H y de los momentos p;(s) que son funciones de las F; y sus derivadas temporales, mul-

)

tiplicados por las funciones Mi(s que representan la forma en que las correspondientes variables
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cineméticas transforman bajo las transformaciones infinitesimales, dt = dgM, 5%(5) = 5gMi(s), y
de la funcion A(z) que, como veremos en seguida y para particulas elementales, estd relacionada
con los exponentes del grupo G y con el hecho de que las Lagrangianas no son invariantes.
Las funciones F; y sus derivadas temporales son funciones homogéneas de grado cero en las
derivadas de las variables cinematicas #’. Las funciones () y Mi(s) (z) dependen tnicamente
de las variables cinematicas. En consecuencia, las constantes del movimiento Noetherianas son
funciones homogéneas de grado cero en las derivadas de las variables cinematicas y por lo tanto
invariantes bajo cambios arbitrarios del pardmetro de evolucién. Son funciones de las derivadas

temporales de los grados de libertad.

1.5. Particulas Elementales

En mecéanica Newtoniana el sistema mas simple es un punto de masa m. A partir de puntos
masivos se pueden construir sistemas arbitrarios de cualquier forma y masa, y por lo tanto cual-
quier distribucién arbitraria de materia. El punto masivo se puede considerar como la particula
elemental de la mecénica Newtoniana. Desde el punto de vista actual de la fisica de particulas
corresponde a la descripcion clasica de una particula sin espin. Sabemos que existen objetos
como electrones, muones, fotones, neutrinos, quarks y muchos otros, que pueden ser conside-
rados como particulas elementales en el sentido de que no parecen estar compuestos de otros
objetos. Mas atun, no se ha encontrado en la naturaleza ninguna particula elemental sin espin.
Es claro que el punto Newtoniano no da cuenta de la estructura clasica del espin y la existencia
del espin es un atributo fundamental de una particula elemental, que no aparece en los objetos
elementales de la mecénica Newtoniana, por lo que es necesario describirlo adecuadamente.

En mecanica cudntica, el trabajo de Wigner '® sobre las representaciones del grupo de Lo-
rentz inhomogéneo suministra una definicién matematica muy precisa del concepto de particula
elemental. Una particula elemental es un sistema cudntico cuyo espacio de Hilbert de es-
tados puros, es el espacio de una representaciéon unitaria, proyectiva e irreducible del grupo
de Poincaré. Las representaciones irreducibles del grupo de Poincaré se caracterizan por dos
parametros invariantes m y S, la masa y el espin del sistema, respectivamente. Analizando las
diferentes representaciones irreducibles, podremos obtener la descripcion de particulas con o sin
masa y de cualquier valor del espin.

La idea de irreducibilidad de Wigner lo que viene a decir es que todos los posibles estados
vectoriales puros se pueden construir, dentro del formalismo cuantico, a partir de uno cualquiera
de ellos. Comenzando en un estado cualquiera descrito por un observador inercial y anadiéndole
las descripciones que de ese estado hacen el resto de los observadores inerciales, y efectuando
las operaciones habituales de suma de vectores y de limites de sucesiones, se completa todo el
espacio de Hilbert. Aqui esta patente la idea del principio atémico. No hay mas estados que
las modificaciones cinematicas de uno cualquiera de ellos. Si la particula elemental cambia de
estado, siempre es posible encontrar otro observador inercial que la describa en el mismo estado
que anteriormente.

En la formulacion Lagrangiana, si preparamos a la particula elemental en el estado x; para
evolucionar hasta el estado x9, el estado final y cualquier estado intermedio, se puede siempre
obtener del estado inicial mediante un cambio de observador inercial, es decir o = gx1, para
algin elemento g del grupo cinemético G. Esto no es posible en un sistema arbitrario. Esto
es lo que distingue a un sistema elemental de uno que no lo es, que la variedad X, el espacio
cinemético debe cumplir esta restriccién, que, dados dos puntos cualesquiera del mismo, siempre
es posible encontrar alguna transformacion cinemaética que los ligue. Llegamos pues a la

15 E.P. Wigner, Ann. Math. 40, 149 (1939)
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Definicién '®: Una particula elemental clasica es un sistema Lagrangiano cuyo
espacio cinemdtico X es un espacio homogéneo del grupo cinemdtico G.

Los grupos de Galileo y de Poincaré son grupos de Lie de diez parametros y por lo tanto los
espacios homogéneos méas amplios que podemos encontrar en ellos son de dimensién 10. Ademés,
las variables que definen a los espacios homogéneos comparten con los pardmetros del grupo
sus mismos dominios, su dimensionalidad y su significacién geométrica. Ambos grupos, como
veremos mas adelante, se pueden parametrizar en términos de 10 variables (b, a,v, ) con los
siguientes dominios y dimensiones, b € R representa un pardmetro con dimensiones de tiempo
que nos caracteriza la traslacion temporal, @ € R3, 3 variables espaciales que caracterizan a
las traslaciones espaciales. El parametro v € R? con dimensiones de velocidad y que representa
la velocidad relativa entre observadores, restringida a v < c en el caso Poincaré. Finalmente
a € SO(3) son tres parametros adimensionales que caracterizan la orientacion relativa entre los
correspondientes sistemas cartesianos de referencia y que pertenecen a un dominio compacto,
que es una parametrizacién del grupo de rotaciones.

De esta forma, el maximo numero de variables cineméticas, para caracterizar el estado
cinematico de una particula elemental, serd 10. Representamos estas variables cinematicas por
x = (t,r,u, ) con los mismos dominios y dimensiones que los anteriores parametros, y que los
interpretamos geométricamente como tiempo t, posiciéon r, velocidad u y orientaciéon « de
la particula.

Como la Lagrangiana debe depender también de las siguientes derivadas temporales, llega-
mos a la conclusion de que L debe depender de la aceleracién y de la velocidad angular de la
particula. Es por lo tanto, un sistema de 6 grados de libertad. Tres =, representan la posicién
de un punto y los otros tres «, su orientaciéon en el espacio. Podemos visualizarlo mediante
tres vectores unidad ortogonales ligados al punto r, como un sistema cartesiano comoévil. Pero
la Lagrangiana debe depender hasta la derivada segunda de 7, es decir de la aceleracién del
punto, y hasta la primera derivada de «, es decir, la velocidad angular. Los grupos de Galileo y
Poincaré conducen a Lagrangianas generalizadas que dependen de derivadas de segundo orden
de la posicién de un punto.

Debido a esta definiciéon, es el grupo cinemético G, asociado al Principio de Relatividad
Restringido el que determina completamente el espacio cineméatico de una particula elemental,
sobre el que se van a definir las posibles Lagrangianas. Las particulas puntuales son casos
particulares de esta definiciéon ya que su espacio cinemaético es el generado por las variables
(t,r), tiempo y posicion. Dados dos puntos cualesquiera (¢1,71) y (t2,72), con ty > t1, una
traslacion espacio-temporal los liga, por lo que esta variedad es un espacio homogéneo tanto
del grupo de Galileo como del grupo de Poincaré, ya que las traslaciones son un subgrupo de
ambos grupos.

Cuanto méas amplio sea el grupo cinemdtico, mayor nimero de variables tendremos para
caracterizar las posibles variables clasicas que definen el espacio cinematico de una particula
elemental. De esta manera, el formalismo que se propone se puede acomodar a cualquier grupo
de simetrias. Solamente hace falta dar con el grupo adecuado, que no solamente define las
simetrias sino que suministra las variables clasicas de los sistemas elementales. Este grupo esta
todavia sin ser desvelado.

Ejemplo: Particula puntual Galileana. Es un sistema mecanico de 3 grados de libertad, 7, la
posicion del punto. Posee por lo tanto 4 variables cinematicas, © = {¢,r}. Si definimos el estado
inicial por 1 = {t1,71} y el estado final por x2 = {t2,72}, vemos que una traslacion espacio-
temporal transforma uno de los puntos en el otro, por lo que el espacio cinemético es un espacio

homogéneo del grupo de Galileo. Se trata por lo tanto de una particula elemental. Por supuesto

16 M. Rivas, J. Phys. A 18, 1971 (1985); J. Math. Phys. 30, 318 (1989); J. Math. Phys. 35, 3380 (1994).
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que el grupo de traslaciones también es subgrupo del grupo de Poincaré, por lo que la particula
puntual también es una particula elemental desde el punto de vista relativista. Obtendremos en el
capitulo siguiente que si la evolucién es libre, esto es que las leyes dindmicas son invariantes bajo

G, la Lagrangiana resulta ser

1 (dr\® - 1 2

Lo=-m|— ), Lo=_-m—

07 2 (dt) T2
en términos de los grados de libertad y también como funcién homogénea de grado 1 en términos de
las derivadas de las variables cinemaéticas. Podemos ver que Lo depende de las derivadas de todas las
variables cinematicas. Las ecuaciones de Euler-Lagrange a partir de Lo se reducen a d*r/dt* = 0,
e imponemos como condiciones de contorno que la solucion pase por los estados inicial y final 1 y

T2, respectivamente,

2 —T1
—

r(t):'rl—i—: t—t1), te[t,t]

2 — 11
y que si hacemos la descripcién en términos de un parametro arbitrario 7, la soluciéon queda:

t(T):t1+(t2—t1)(T—T1)/(T2—7'1), ’l"(T):T1+(T2—7'1)(’7'—7‘1)/(7’2—7’1), 76[7'1,7'2],

Si redefinimos el parametro de evoluciéon mediante § = (7 — 71)/(72 — 71), podemos tener un
parametro de evolucion adimensional tal que los instantes inicial y final se corresponden con 67 = 0
y 02 =1, con lo que

t(¢9) =t + (tz — t1)9, r(@) =71+ (1"2 — 1"1)9, 0 e [0, 1].
La funcién accion, es decir la integral de la Lagrangiana a lo largo del camino clésico vale
to 2 2
m T2 — T m(’f‘Q—T1)
A = — - dt = —~—= ~7
(.7317372) 2 Zl (tg—tl) 2 o — t1 )

que finalmente se expresa en términos de las variables cineméaticas de los estados inicial y final y
del tnico parametro caracteristico de la particula elemental sin espin, que es la masa m.

El teorema de Noether nos va a llevar a que la energia y el momento lineal se expresen en términos
de las derivadas de la Lo, en la forma:

ofy 1, _m () ol _ ¢ dr
dt )’ I A T

H= — = _Mm-— = -
of 2" " 2
funciones homogéneas de grado cero en términos de las derivadas de las variables cinematicas, y
por lo tanto dependientes de las derivadas temporales de los grados de libertad. El resultado es

que las magnitudes conservadas son independientes del parametro arbitrario de evoluciéon 7.

1.5.1. Aplicacién del formalismo a grupos cinemaéticos sencillos

Supongamos que admitimos que las leyes de la fisica son solamente invariantes por traslacion
espacio-temporal. Esto equivale a que el grupo cinemético asociado al Principio de Relatividad
Restringido G, es el grupo de traslaciones espacio-temporales {R?*, +}, dependiente de cuatro
parametros:

t=t+b, =r+a.

En este caso, el espacio homogéneo méas amplio de G que podemos establecer es el propio G, por
lo que las posibles variables cineméticas son (¢, 7), tantas como los pardmetros by a del grupo y
con sus mismas dimensiones y dominios. Estamos describiendo la particula puntual localizada en
r. Como solamente poseemos como simetrias las traslaciones, el teorema de Noether solamente
nos produce la definicién de los observables H y P, momento temporal y momento lineal,
respectivamente, y la conservacién del momento angular no queda descrita para esta particula.
La Lagrangiana que describa este sistema sera funcion de (¢, r,u), siendo w = dr/dt 1a velocidad
del punto r.

Compliquemos un poco el grupo y admitamos que las leyes de la fisica son también inva-
riantes por rotacion de los sistemas de referencia. Entonces el grupo G viene dado por

t'=t+b, 7 =R(a)r+a,



44 CAPITULO 1. FORMALISMO LAGRANGIANO

dependiente de siete parametros. El espacio homogéneo mas amplio serd el propio grupo y ten-
dremos como variables cineméticas a (t,r, ), tantas como los parametros del grupo y diremos
que la particula elemental, ademas de estar localizada en el punto =, posee una orientacién des-
crita por las variables . La Lagrangiana que describa este sistema serd funcion de (¢, 7, u, o, w),
dependerd, ademés de la velocidad del punto r, w = dr/dt, de la velocidad de cambio de la
orientaciéon, o velocidad angular w. Para este tipo de particula, el teorema de Noether ya nos
brinda la definicién de momento angular, al tener un grupo cinemético mas amplio. Estamos
describiendo algo formalmente equivalente a un soélido rigido, pero sin especificar ni forma ni
tamano.

El siguiente paso, que vamos a desarrollar en més detalle, es considerar que el grupo ci-
nematico también contiene transformaciones inerciales puras con desplazamiento relativo entre
observadores con velocidad constante (boosts). Introducimos en el grupo tres nuevos parametros
de velocidad v, y por lo tanto podremos usar tres variables de velocidad como variables cinema-
ticas. La Lagrangiana dependeré también de la derivada de la velocidad. Ademas, el teorema de
Noether nos producird la definicién de otro observable, el momento cinemético. Analizaremos
mas adelante las dos posibilidades de usar bien el grupo de Galileo G o el de Poincaré P.

1.6. Estructura métrica del espacio cineméatico

La variedad X, el espacio cinematico o espacio de estados de los sistemas dindmicos La-
grangianos, posee una estructura métrica. Es un espacio de Finsler en el que la métrica no
solamente es funcién del punto x sino que depende también de la derivada z. En efecto, como
E(:v, ) es una funcién homogénea de grado 1 en términos de las variables i, resulta que L2
es una funcion homogénea de grado 2 de las variables #%. Si reemplazamos i’ por \i' = ¢,
L?*(z,\i) = L*(z,y) = A2L?(x,2). Si derivamos dos veces con respecto a A y hacemos luego
A=1,

~, AL, o~y O2L%
INL? = —— it 2[%?= _—— i3I
oyt oytoy’
A=1
Por lo tanto puede escribirse como
N o 1 9?12
L= 9ij(z, )", gij(w, &) = 200 9ji

donde las funciones g;;(z,4) son homogéneas de grado cero en las ' y por lo tanto involucran
solamente derivadas temporales. Pero ademéas de depender del punto x, son funciones de las .
Un espacio métrico en el que la métrica es también funcién de las derivadas de las variables del
espacio recibe el nombre de espacio de Finsler!'” 8.

Como +L = +V L2, el problema variacional en el espacio cinemético X se reescribe

T T2 [ T2
/ L(z,z)dr = / \/ L2 (z, &)dr = / \/ gij(z, &) TiEidr =

1

1P, Finsler, Uber Kurven und Flichen in allgemeinen Riumen. Disertation, Gotingen 1918.; G.S. Asanov,
Finsler geometry, Relativity and Gauge theories, (Reidel Pub. Co, Dordrecht 1985); H. Rund, The Hamilton-
Jacobi theory in the calculus of variations, (Krieger Pub. Co., N.Y 1973). H. Rund, The differential geometry of
Finsler spaces, (Springer, Berlin, 1959).

18 Paul Finsler Nacido el 11 Abril 1894 en Heilbronn, Neckar, Alemania, y fallecido en Zurich,
Suiza, el 29 de Abril de 1970. Se dedic6 a la geometria diferencial y a la teoria de conjuntos.
Consideraba que los conjuntos eran como nimeros generalizados con los que se podian establecer
técnicas aritméticas. Fue Elie Cartan quien en 1934, publica un libro titulado Les espaces de Finsler,
donde denomina espacios de Finsler a los espacios métricos que estamos estudiando.
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x2 2
:/ \/gij(x,j:)dxidxj:/ ds,
x1 xr1

pudiendo interpretar ds como el diferencial de arco de la curva que une los puntos extremos
de la evolucion en el espacio cineméatico X. Al postular que la distancia que recorre el sistema
dindmico en el espacio X entre 1 y x2 debe ser minima, estamos transformando el problema
variacional de hacer extremal la accion del sistema mecénico en un problema geodésico en un
espacio métrico. La evolucion de todo sistema dindmico entre los estados inicial x7 y final xg,
sigue una geodésica del espacio X. Y esto es independiente de que el sistema dindmico sea un
sistema arbitrario o sea una particula elemental. Incluso en este caso, es independiente de que la
particula sea libre o esté sometida a una interacciéon. Lo que sucede es que entre una particula
libre y otra en interaccion, la Lagrangiana, y por lo tanto la métrica, son distintas, es decir,
toda interaccion modifica la métrica del espacio cinematico de la particula libre.

Si utilizamos transformaciones del espacio cinemético que dejan invariante a la Lagrangiana,
entonces, bajo estas transformaciones, las magnitudes g;; transforman como las componentes
covariantes de un tensor simétrico de dos indices.

Dadas las ecuaciones de Euler-Lagrange de un sistema dindmico, el problema variacional
implica que debemos buscar soluciones de estas ecuaciones que pasen por los puntos extremos
21y 2. Esto, en general, no tiene por qué poseer solucién para puntos arbitrarios. Si preparamos
al sistema en el punto x1, diremos que el punto x2 estd causalmente conectado con z1, si las
ecuaciones de Euler-Lagrange entre esos puntos poseen solucién. En caso contrario diremos que
estdn causalmente desconectados y no podemos llevar, por evolucion dinémica, el sistema del
estado 1 al estado xo. Como L? > 0, la métrica del espacio es definida positiva entre los estados
causalmente conectados, por lo que en la variedad X si entre dos puntos infinitesimalmente
proximos y para velocidades adecuadas no se satisface que entre ellos gij(x,:b)dxid:vj > 0,
entonces no es posible que estén conectados causalmente y por lo tanto la evolucién entre ellos
no estd permitida.

Para la particula puntual relativista libre de masa m, la Lagrangiana se escribe

Lo = +mey /33 — 72, x0 = ct.

Si reescalamos Lo dividiéndola por la constante mc, la Lagrangiana tiene ahora dimensiones de
longitud donde claramente se ve que la métrica resulta ser gfg,) = Nuv, la métrica de Minkowski,
con 7, = diag(1l,—1,—1,—1). Como L? > 0 eso implica que para todo T se tiene que cumplir que

L’ = gliti" = P - > 0,

por lo que los puntos causalmente conectados son aquellos que se alcanzan a partir de uno dado
con la condicion de que la particula se mueva con u? = 7?/{2 < 2, es decir u < c. Dado z1 los
puntos causalmente conectados con él son los del interior de su cono de luz del futuro. El resto de
los puntos del espacio cinematico (que en este caso se reduce al espacio-tiempo) estan causalmente
desconectados. Son los puntos del pasado, los de su cono de luz y aquellos que quedan fuera de

éste. En esos casos 1., &"4¢” < 0, y las ecuaciones de Euler-Lagrange no suministran solucion fisica.

Dada la estructura general de la L = Fj(z,#)i!, con F; = OL/0i", es facil ver que los
coeficientes de la métrica se escriben como

1 922 o [~0L ~ 9L ~OF;
99 = 504055 0t \ 0 it Mg LT g (1.36)

coeficientes que son simétricos en sus indices pues 0F; /01’ = 0F};/0i".

Para la particula puntual libre reescalada,

_ 0Ly _ iy OFu _ v py

"o T 1, 0 1, I
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~ OF,  duiv |~ [  duds
g,,:FF,,—FLO .,u.: 'L:, —|—L0 —_— - = = Nuv
e div L2 Lo L3 "

tanto para Eo como para —Zo.

En general, el espacio cinemético tendrd una métrica que serd funciéon de punto z si es que la
Lagrangiana lo es, pero lo que siempre resultara es que es ineludible que sea funcion de las 2.
En el caso de la particula puntual relativista libre, la métrica no depende ni de = ni de & como
corresponde a un sistema libre en el que todos los puntos del espacio y todas las velocidades son
equivalentes. Pero si introducimos una interaccion, y la intensidad de la interaccién depende de
la velocidad, como en el caso de un campo magnético, la métrica va a dejar de ser constante y
en general dependera de la velocidad del punto.

1.6.1. Geodésicas en un espacio de Finsler

Las magnitudes i° transforman como las componentes contravariantes de un vector sobre
X. Son las componentes del vector tangente a la trayectoria que sigue el punto caracteristico
del sistema dinémico en el espacio cinematico X. Si la Lagrangiana L es invariante bajo la
transformacion © — 2/, L(z',4') = L(w, %), entonces las magnitudes F; = OL/d", transforman
como las componentes covariantes de un vector sobre X.

. 8L(z,i) OL(a',d") 97 8i7 .,
FZ(JI,Z') - ('):cl - 5‘:1'0/3' 8$1 - 8%1 Fj(x y L )

Podemos definir las componentes covariantes del vector tangente con el uso del tensor métrico
T = gijd7.
Como

e 0L(z. @) - . . ~OL(z,d
A AL B S Y B S S gy 071 CIL ) )

~  OL(x,%)
aii i it

L:

con lo que L2 representa el valor absoluto al cuadrado del vector tangente a la trayectoria, y el
vector "

OL(z, & i ;
_ oL, ):é, FF' =1,

F =200
‘ ot I

representa al vector unidad tangente.
Si derivamos %; con respecto a &7, tenemos

0 _ 0 (z0L\ _ o (100 _1&°L> _
0i7 ~ 0i) \0i' ) 0w \204 | 20804 0
Las ecuaciones geodésicas, son las ecuaciones de Euler-Lagrange, es decir
0L d (9L _ 0

ort dr \oxt)

OL 1 0L* 1 O(gpd’d®)  @9i gy,

o' o[ ' 9, Ot o, Oz’

oL
ot




1.6. ESTRUCTURA METRICA DEL ESPACIO CINEMATICO 47

d (oL 1dL ., 1ldgy ., 1 .
— = gl 4+ Y G  —gg
dr <8$Z> T2 dr it * Idr * AR
Por otra parte

dgij _ 0gij ok

dr oxk
con lo que podemos eliminar las L de todos los denominadores, y si escogemos el parametro
de evolucién como la longitud del arco, L = 1 y log L = 0, nos quedan las ecuaciones de las
geodésicas

9gij sk i@ _ 1d(log L)
oek™  T2dr T dr

+

190 Oaii Oaii
gy = 5 alih - Sk ik, (1.37)
xT T T

Sin embargo el ultimo término es nulo debido a la simetria del tensor métrico, pues

0gi; 1 ( L2 ) N 09ik

ik ~ 2\ oriomioik | T 9’

y al contraer con i/, resulta dg;, /047 7 = 0, pues el tensor gij es funcion homogénea de grado
cero en las . Por otra parte, en el segundo término los indices j, k& son mudos por lo que lo

podemos escribir como
09ij sk — 1 <3gz’j . 3gik) ik

ozk 2\ 9xzF = Oxd

Las componentes contravariantes del tensor métrico se definen como habitualmente gligij = 5%.
Si usamos este tensor, contrayendo en (1.37) con g%, nos quedan en la forma

il 4+ Thadik =0, (1.38)

ro— Lo (3% L O9ik _ 391&) il
ik =99 \uk T 9pi T B ki
donde los simbolos de Christoffel Finslerianos se definen de la misma forma que en el caso
Riemanniano en términos de las derivadas con respecto a las z, del tensor métrico. A diferencia
del caso Riemanniano, son funciones de z y también de .
El espacio cineméatico X es, en general, un espacio de Finsler con torsién. El tensor de torsion
de Cartan, es un tensor simétrico

Chir — lagij _ 1 oL
Uk 905k — 4\ diiorioik |

en todos sus indices. Los espacios de Riemann son espacios sin torsion de Cartan, porque la
métrica es independiente de las derivadas de las .

Postular, como hace la Relatividad General, que la gravedad produce una modificacién de
la métrica del espacio cinemético de la particula puntual, esto es, del espacio-tiempo, en la que
los coeficientes g;;(z) resultan ser solamente funciones de punto, es establecer una restriccion
matematica fuerte sobre las posibles métricas, ya que éstas pueden, en general, ser funciones
también de las ©. Por eso consideramos que en su estatus actual la Relatividad General es una
especie de limite de baja velocidad de una teorfa de la gravitaciéon més general. La segunda
restriccién es que en la naturaleza no existen particulas elementales sin espin, por lo que la
gravedad, lo que modificaria serfa la métrica del espacio cinematico de la particula elemental
con espin, que resulta ser una variedad mas amplia que el espacio-tiempo, como veremos a lo
largo de este curso.

Como conclusion final, dirfamos que la Relatividad General parece ser una teoria de la
gravedad de materia sin espin, moviéndose a baja velocidad.

con
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1.6.2. Ejemplo: particula puntual en un campo electromagnético

La particula puntual de masa m y de carga e en presencia de un campo electromagnético
externo viene descrita por L=1Lo+ EI, con Lo = —pu(z)it = —Hit+p-7, L= —eA,(x)iH,
de manera que el problema variacional en el mismo espacio cinemético que la particula libre,
esto es el espacio-tiempo, es un problema geodésico con una métrica, en el caso relativista, dada
por

G (2, 2) = m*Pnp + AL A, + e(pu Ay + puAy) + eAs ngl’f (1.39)
La modificaciéon de la métrica se anula cuando e — 0. Como el tetramomento lineal mecanico
pu no depende explicitamente de las z, la dependencia de la métrica de las z, lo es a través de
los campos externos A, (z). Pero depende de las variables & a través de su dependencia de las
Py y de sus derivadas. En el limite de baja velocidad, cuando u/c — 0, po = mcy p; = 0, por lo

que nos resulta una métrica Riemaniana, que reescalando L por un factor global mc y llamando
k=e/mc, Ly = —kA,(x)i*,

goo(z) = 14 k2A2 + 2kAg = (1 + kAo(z))?,  gis(x) = —1 — kAg(x) + K2A%(z), i=1,2,3,

g()i(m) = kAZ(.T) + szo({L')Al(x), gij(a?) = kQAZ(x)A](x), 1#£j=1,2,3.

Asi, en el caso de un campo eléctrico uniforme, Ag = E-r/c, A = 0, los coeficientes no nulos de la
aproximacion Riemaniana son goo = (1+eE-r/mc?)?, g;i = —(1+eE-r/mc?). Silo que tenemos
es un campo magnético uniforme, Ag = 0, A = (r x B)/2, goo = 1, gii = —1+ (e(r x B)/2mc)?,
goi = e(r x B);/2mc y finalmente g;; = (e(r x B)/2mc);(e(r x B)/2mc);, con i # j. En una
interacciéon en la que solamente tuviéramos una energia potencial, como en el caso habitual
gravitatorio, mAg = mV (x)/c, y el goo = (1 + V(z)/c?)?, gis = —(1 + V(x)/c?), como veremos
en los ejemplos analizados més adelante.

Las ecuaciones dindmicas las podemos determinar como las ecuaciones de Euler-Lagrange
obtenidas a partir de la Lagrangiana L. En el ejemplo de la particula puntual cargada

Pu = eFu(x)d”, Fu(r)= 0,4, — 0, AL

Otra forma alternativa es como las ecuaciones de las geodésicas construidas a partir de la métrica
que se obtiene derivando dos veces la L?, dada en (1.39). Las ecuaciones geodésicas son (1.38),
que para el espacio-tiempo quedan

A2zt
dr?

+ 10 "7 =0,

donde los simbolos de Christoffel Finslerianos I'), se expresan en términos de las derivadas de
la métrica de la misma manera que en el caso Riemanniano,

1 dg dg Jdg
po_ T ep pv po _ Y9vo ) _ ru
Lo = 29 (3:6‘7 T T oar =Lov,

que a diferencia del caso Riemanniano, estos coeficientes son funciones de x y de &, pero funciones
homogéneas de grado cero de las z.

El tensor de Cartan del espacio-tiempo no es en general nulo, por lo que el espacio-tiempo
con presencia de un campo electromagnético, tiene torsion

G Opy Op Op &p
2w = 55 = eAug s+ edy ok edy ol 4 eAgi” ol
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1.6.3. Otros ejemplos de espacios de Finsler

En la figura 1.3 se muestran posibles movimientos de una particula puntual cargada en su
espacio cinemético, que en este caso es el espacio-tiempo, en cuatro situaciones dinamicas. 1°

T2 T2 T2
X2 m
B an 'ﬁ\
g /' L2
M
1 Tt 1

(a) (b) (c) (d)

Figura 1.3: Cuatro movimientos de una particula puntual en su espacio cinematico, entre
los puntos z; y 72, (a) en el caso libre, (b) en presencia de un campo magnético B, (c)
movimiento libre visto desde un observador acelerado o movimiento en presencia de un
campo gravitatorio uniforme g. El ejemplo (d) es el andlisis gravitatorio en presencia de
una masa M situada en el origen del sistema de referencia que crea un campo Newtoniano.
En los cuatro casos el espacio cinematico es el mismo, el espacio-tiempo, pero con métricas
Finslerianas diferentes que producen trayectorias que en el espacio tridimensional son, en
el caso (a) una recta sin torsion ni curvatura, en (b) con torsién y curvatura, y en (c) y
(d) una trayectoria plana con curvatura.

Las cuatro trayectorias son geodésicas del espacio-tiempo pero con respecto a cuatro métri-
cas diferentes. En la parte (a) el movimiento es libre, la trayectoria es una recta; en (b) esta
sometida a un campo magnético uniforme, y su trayectoria espacial tiene curvatura y torsion.
En este caso la métrica Finsleriana del espacio-tiempo es diferente de la métrica del caso libre.
El campo magnético externo la modifica. En (c¢) es la misma trayectoria libre pero vista desde
un observador acelerado. De acuerdo con el principio de equivalencia esto equivale a la presen-
cia de un campo gravitatorio constante. También en este caso la métrica ha sido modificada.
Finalmente, en (d) analizamos el movimiento de la particula puntual en un campo gravitatorio
Newtoniano producido por una masa M localizada en el origen del sistema de referencia inercial
que hace el andlisis.

Los ejemplos que siguen, relativos al movimiento de una particula de masa m, vamos a
reescalar la Lagrangiana dividiéndola por el factor mec, con lo que L tendra ahora dimensiones
de longitud. Conviene recordar, que si la evolucion se expresa en términos de un pardmetro
adimensional 7, los coeficientes de la métrica g, son adimensionales, ya que las coordenadas
de los puntos del espacio-tiempo tienen dimensiones de longitud.

Este tema corresponde a una charla impartida en castellano por el autor en el IAC en Noviembre
de 2014. (http://iactalks.iac.es/talks/view/703) y a una videoconferencia, impartida en inglés en el VIA,
(http://viavca.in2p3.fr/site.html) en Enero de 2015.
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(a) En el caso (a) la Lagrangiana reescalada de la particula libre es

Lo = +y/id —i? = F,it, L[} = guits = P2 —i? >0,

la métrica es g, = M con 1, = diag(l,—1,—1, —1). Es constante y corresponde a la métrica
de Minkowski.

(b) En el caso (b), supongamos un campo magnético uniforme en la direccion OZ, de inten-
sidad B. Podemos tomar como potencial vector A = (0, Bz,0) y potencial escalar Ap = 0. La
Lagrangiana de la particula puntual reescalada en este campo es

. o, eB . .
Lp = —\/if - 7'2+mfcﬂfy = F,i", Fy=—po, Fi=-p, Fy=-—pat(eB/mc)x, F3=—ps.
que conduce a la ecuacién dindmica regida por la fuerza de Lorentz en un campo magnético

d
d—ZZ:euxB.

To c —T; —U;

Pbo = = y Di= =
\/'2_,‘02 V2 —u? \/-2_,’;2 V2 —u?
0 0

De acuerdo con (1.39) con Ag = A} = A3 =0, Ay = Bz, llamando k = eB/mc, la formulacion
variacional nos lleva a que el espacio-tiempo tiene la métrica

kxu2uy kxu, 9 9 5
90021+m, 911:—1+m(0 _uy_uz)7
goo = —1 + k%% + _ kauy (302 —3u? —2u? — 3u2)
(02 _ u2)3/2 z Y z) >
kxu, 9 9 9
933:—1+m(0 _ux_uy)a
kxcuzuy, kxc 9 9 9 kxcuyu.
gor = _mu go2 = —m(c — Uy, — UZ), goz = —m
kxu, 9 9 9 kx kxu, 9 9 )
( — Uy — uz) y 913 = muzuyuz, g23 = m (C —us — uz) ,

gi12 = (@ — w22 c

Como vemos, los coeficientes son funciones de punto, es decir de la variable z, pero son funcién
ademas, de las tres componentes de la velocidad de la particula u,, u,, us, es decir g, (x, ). Si
la velocidad del punto es despreciable frente a c, los coeficientes de la métrica quedan:

goo =1, goa=—kr, gi=-1, ga=-1+k2% g3=—1,

siendo nulos los demés, donde la dependencia de las velocidades ha desaparecido y se ha transfor-
mado en una métrica Riemanniana. Con esta métrica restringida obtendremos una Lagrangiana
restringida Lp

L% = A2 — 72 + K2y — 2kacty,

que difiere de la Lagrangiana original en un término extra

L% = L% — 2kay (\/ 22 — 2 — ci) ,
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y por lo tanto la fuerza sobre la particula no es la fuerza de Lorentz. Esta métrica no es solucién
de vacio de las ecuaciones de Einstein, sino que produce un escalar de curvatura y tensor de
Einstein, que valen

—k? 3k? 3k3x k2

R=—, Gu=—, th:_ia Goo =

1
— k2 k4 2 Ly =
5 1 1 Gyy 4( +3k%z7), G _

y los simbolos de Christoffel no nulos son
1
Iy, =kaz/2, T, = —§k(1+k2x2), If =—k/2, Ty, =k, Ty =k/2 TIY =-kz/2.

Con la fuerza de Lorentz las ecuaciones dinamicas que se obtienen de la Lagrangiana Lp, son

duy;  eB 1 I duy eB B 1 I du,

At ) Y A A ) T ) e
que nos lleva a que uyduy /dt + uydu, /dt + v du, /dt = w - du/dt = 0, por lo que el movimiento
es con velocidad de modulo constante, el factor y(u) es constante y la particula se desplaza en
la direccién OZ con velocidad constante y rota a la vez que se desplaza con velocidad constante
en el plano XOY, con velocidad angular w = eB/v(u)m. Sin embargo las ecuaciones de las
geodésicas debidas a la métrica restringida que se deriva de Ly son

= —keug(1 — kzuy/c), dCZZ ~0,

dug
% = kcuy (1 — kzuy/c),

duy
dt

que también conducen a que el movimiento sea con velocidad w constante. Siendo consecuentes
con el limite de baja velocidad, deberemos tomar en estas ecuaciones el limite cuando u/c — 0,
~v(u) = 1, y se reducen a las anteriores. Para la Lagrangiana restringida ER, la fuerza sobre la
particula es la fuerza de Lorentz en el limite de baja velocidad.

(c) En el ejemplo (¢) de un campo gravitatorio uniforme, la dindmica vendria descrita por la
Lagrangiana

~ ~ g-r .

Lg = LO + CT Ct,
que conduce a las ecuaciones dinamicas dp/dt = g, con p = y(u)u, independientes de la masa
de la particula. Esta Lagrangiana reescalada, desde el punto de vista geodésico corresponde a
una evolucién en el espacio-tiempo con una métrica Finsleriana dada por:

B g-7\2 0(202—3u2) (g-7)
goo—l-i-( 02) _0(02—u2)3/2 2’

(> +u? —u?) (g-r)

gii = —1+ o2 — w23z 2 1=1,2,3
2
B uu; (g-r) o
goi = _(62 — u2)3/2 2 L= 1,2’3
ity GO izj=123

TIZ 2 e

El término g - r tiene dimensiones de velocidad al cuadrado. Si la velocidad del punto es des-
preciable frente a ¢, los coeficientes no nulos son los

SN 2 '
900:1+(QCT> —2(g-r)/c®, gi=-1+(g-7)/c®, i=1,2,3



92 CAPITULO 1. FORMALISMO LAGRANGIANO

es decir

g.'r‘2 g."" 3
900:(1_072)a gii:_<1_7)a t=1,2,3,

donde la componente goo es idéntica a la de la métrica de Rindler correspondiente a un obser-
vador uniformemente acelerado o a la presencia de un campo gravitatorio global constante.

(d) El ultimo ejemplo el (d) es el de la particula puntual en el potencial gravitatorio Newtoniano
de una masa puntual M situada en el origen del sistema de referencia. La Lagrangiana reescalada
es oM
L N = z() + 5 ct.
c*r
A partir de aqui, y teniendo en cuenta (1.36) se obtiene la métrica de la particula puntual en
un espacio con un potencial central. La métrica que resulta, es

., (GM 2 c(2c® —3u®) GM
g00 = c2r (2 —u2)3/2 c2r’
c(2—u2+u2)GM
Gii = -1 + (02 — u2)3/22 C27" ) 1= 1, 2,3
wlu; GM .
s OM
cuitly i#j=1,2,3

9ij = (2 —u2)3/2 2

Es una métrica Finsleriana que, en el caso de velocidades pequenas frente a ¢, los inicos términos
que sobreviven son los términos diagonales,

oGM  G2M? GM\?
go=\l1——7F—+—75)=(1——5-)

c2r cAr2 c2r

que si el altimo término que va con G2/c* se considera despreciable, es el coeficiente de la
métrica de Schwarzschild. Para los
GM
gi=—\(1———1,
c?r

que de ser Schwarzschild tendria que salir —(1 — 2G M /c?r)~L. Vemos que los coeficientes en el
caso de bajas velocidades se reducen al potencial gravitatorio de una masa central en el origen
M, dividido por c?.
Este limite de baja velocidad de la métrica Finsleriana de la particula en un potencial

Newtoniano, aparece como

GM\? GM

ds? = (1 - 2) Adt? — (1 - 2) (dr? + r*(d6? + sin® 0d¢?))

cr cr
que es una métrica Riemanniana, estatica, invariante por rotacién. Si llamamos Rs = 2G'M/c?
al radio de Schwarzschild, el escalar de curvatura y el tensor de Einstein aparecen como

R2

S

R= 5
r(2r — Rg)?’

3R2 (24r — TR4) R

Grr = G99 = (RS - 3T)RS

Rs — 3r)Rssin® 0
Gy = ( )

Ggp =

8r3(2r — Ry)’  4r2(2r — R)?’ (2r — Rg)% ' (2r — Rs)?

i
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por lo que no es solucién de vacio de las ecuaciones de Einstein de la Relatividad General.

En los dos ejemplos gravitatorios, la aproximacién Riemaniana de la métrica se ha traducido
en que el goo Minkowskiano de la particula libre se modifica en la interacciéon gravitatoria en
la forma gy = goo(1 + V(r)/c?)? y los gii en la forma ¢/, = gi;(1 + V(r)/c?), siendo en ambos
casos V (r) el potencial gravitatorio.

1.6.4. Principio de Causalidad

Entre los principios fundamentales enunciados no estéd incluido el Principio de Causa-
lidad. El contenido de este principio, que de forma coloquial viene a expresar que las cosas
no suceden porque si, sino que cualquier efecto viene precedido por una causa que lo produce,
vamos a ver que estd de alguna manera contenido en el Principio Variacional.

Podriamos considerar el Principio de Causalidad como la restricciéon impuesta al espacio
cinematico X por la condicién de que la métrica Finsleriana debe ser definida positiva. Eso nos
define en el espacio X, fijado un punto, dos subvariedades, una desconectada causalmente con ese
punto y otra conectada, es decir, que si establezcemos un punto inicial para el planteamiento
variacional no se puede escoger en X cualquier otro punto para caracterizar el estado final.
Solamente aquellos que pertenecen a la subvariedad causalmente conectada con él. Por una
parte esta la flecha del tiempo, lo que hace que £(7) > 0, es decir que to > t1, y por otra que
gijda:ida:j > (. Si el Principio Atémico nos lleva a que X, para una particula elemental, debe
ser necesariamente un espacio homogéneo de G, el Principio de Causalidad, una vez fijado el
punto inicial de la evolucién, nos restringe este espacio a una subvariedad del mismo. En el caso
particular de la particula puntual se reduce al interior del cono de luz del futuro del punto inicial
de la evolucién x1. En general, con la métrica dada, si damos dos puntos arbitrarios x1 y x2 del
espacio cinematico X, el que exista un g € G que los ligue no significa que causalmente puedan
estar conectados. Por ejemplo, para una particula puntual si z; = (¢1,71) es el estado inicial,
lo podemos llevar a zo = (t1,72), en el mismo instante ¢, mediante una traslacion espacial,
pero este punto de X no podria ser el final de la evoluciéon ya que se moveria con velocidad
infinita. Entre estos dos puntos, como puntos del espacio de Minkowski, f Nudrtdx” < 0. Esto
viene a confirmar que solamente entre aquellos puntos en los que gijdxidxj > 0 sea claramente
definida positiva se va a dar una posible evolucion, ya que los demés puntos estarian causalmente
desconectados. Si lo que evoluciona es una particula puntual sin masa, entonces la variedad
causalmente conectada es la superficie del cono de luz, entre cuyos puntos la métrica es nula.

Las propias ecuaciones de Euler-Lagrange poseen solucién tnica con condiciones de contorno
en el instante inicial, pero si damos como condiciones de contorno las variables cineméticas en
los extremos de la evolucién, que es como se plantea estrictamente el problema variacional, no
siempre existird solucion. Si existe solucion se satisface el principio de causalidad y si no existe,
puede estar sugiriendo la imposibilidad de evolucién entre esos puntos. Estos puntos no estarian
causalmente conectados.

La homogeneidad de X implica que todos los estados son equivalentes, y que fijado uno de
ellos, el resto son los posibles estados en que pueden encontrar a la particula elemental el resto
de los observadores equivalentes. Es el caracter definido positivo de la accién al cuadrado entre
dos puntos el que justifica qué puntos pueden estar causalmente conectados.
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1.7. Apéndice: Grupos de Lie de transformaciones

Vamos a introducir la notacién y algunos elementos generales de la teoria de grupos de Lie
de transformaciones de una variedad. Se trata de analizar como las diferentes magnitudes fisicas
transforman bajo la accién de cambios de sistemas de referencia y bajo grupos de simetrias.

Consideremos la transformacién de una variedad de dimension n, X, 2’ = gz dada por n
funciones continuas y derivables, que dependen de un conjunto de r pardmetros continuos, en
la forma:

= fiadg%), VzeX, VYge@, i,j=1,...,n, o=1,...,m

Esta transformacion se dice que es la acciéon de un grupo de Lie de transformaciones si cumple
las dos condiciones:

(i) G es un grupo de Lie, es decir, existe una ley de composicion de grupo para los elementos
de G, ¢ = ¢(a,b) € G, Ya,b € G, dada por r funciones continuas y derivables ¢7(a,b) de las 2r
coordenadas de los elementos a y b.

(ii) Las ecuaciones de transformacion satisfacen

o = f(2';0) = f(f(x;0);b) = f(x;¢) = f(x; 9(a,D)).

La parametrizacién del grupo se puede siempre tomar de tal manera que las coordenadas
del elemento neutro e del grupo son e = (0,...,0), de tal manera que un elemento infinitesimal
del grupo es uno cuyas coordenadas dg?,0 = 1,...,r, son infinitesimales.

Bajo la accién de un elemento infinitesimal d¢g del grupo G, el cambio en las coordenadas
z' del punto = € X esta dada por

of'(x;9)

o'+ det = f(x;6g) = 2 + 2

By 897 = x' + ul(x)dg7,

g=e

después de un desarrollo Taylor a primer orden en los parametros del grupo y sabiendo que
x* = f*(x;0). Hay nr funciones auxiliares del grupo que se definen por

_ 0f'(x319)

ug () 39 : (1.40)

g=e

y por lo tanto a primer orden en los parametros, dz’ = u’ (z)5g°.
La accion del grupo sobre la variedad X se puede extender a la accién del grupo sobre el
conjunto F(X) de funciones continuas y derivables definidas sobre X, mediante:

g:h(z) = KW (x) = h(gx). (1.41)

Si el elemento del grupo es infinitesimal, entonces

Oh(x)

o o (2097,
después de un desarrollo Taylor a primer orden en los parametros infinitesimales del grupo. La
transformacion infinitesimal sobre F(X) se puede representar mediante la accion de un operador
diferencial en la forma

W (z) = h(z" +dz') = h(z' + u (2)5g°) = h(x) +

1) = (14 6° w (o) 1 ) Wo) = (1 097 X)) = UG ),

donde I es el operador unidad y los operadores diferenciales

0
ozt

X, = (2) (1.42)
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En particular, cuando actuamos con el operador U(dg) = (I + dg° X,) sobre la coordenada 2/
obtenemos 7 + da’ = 27 4 ul (2)6g°.

Los operadores X, se denominan los generadores de las transformaciones infinitesimales.
Hay r operadores linealmente independientes que generan un espacio vectorial real 7-dimensional
y tal que el conmutador de dos cualesquiera de ellos [X,, X)] también pertenece a este espacio
vectorial, es decir,

[(Xo, Xo] =2y Xoy a0 A=1,...,7 (1.43)

Los coeficientes cf, son un conjunto de constantes reales, llamadas las constantes de estruc-
tura del grupo y el espacio vectorial que construyen los generadores se le llama el algebra de
Lie £(G), asociada al grupo de Lie G. Las constantes de estructura son antisimétricas en sus

indices inferiores ¢, = —c},, y satisfacen las identidades de Jacobi:
B _ _
ch\cﬁa + ci‘#cga + Chieha = 0, Yo, A\, u, 3=1,...,7.

Las ecuaciones (1.43) son las reglas de conmutacién que caracterizan la estructura del dlgebra
de Lie del grupo.

Si una transformacion finita del grupo, de pardmetros ¢, se puede hacer en n pasos mas
pequernios de parametros g% /n, con n suficientemente grande, entonces una transformacion finita
U(g)h(x) Se puede obtener como

U(g)h(z) = lim <H+9;XU>H h(z) = exp(g”Xo) h(z).

n—0o0

Esto define la aplicacién exponencial y en este caso se dice que los parametros g° son los
pardametros normales o candénicos. En la parametrizacién normal la ley de composicién de
los subgrupos uniparamétricos se reduce a la suma de los correspondientes parametros de los
elementos que intervienen en la operacion.

Consideremos que F(X) es el espacio de Hilbert de los estados de un sistema cuéntico;
(1.41) puede ser interpretada como la funcion de onda transformada bajo el elemento del grupo
g. Entonces, si el operador U(g) es unitario, habitualmente se escribe en la forma

i~
U(g) = exp (h g"Xg> ,

en términos de la unidad imaginaria ¢ y la constante de Planck £, de tal manera que en este ca-
so los nuevos operadores X, son operadores autoadjuntos y representan ciertos observables del
sistema. Las dimensiones fisicas de estos observables dependen de las dimensiones de los parame-
tros del grupo g7, puesto que el argumento de una exponencial es adimensional, y la presencia
de la constante de Planck implica que g° X, tiene dimensiones de accién. Estos observables,
teniendo en cuenta (1.42), se representan en una representacion unitaria por los operadores
diferenciales autoadjuntos

0
oxt’

X, = —u (z)

- Uy, (1.44)
i

Sin embargo, (1.41) no es la forma més general de transformaciéon de una funcion de onda
de un sistema cuéntico, como veremos en el Capitulo 3. Pero una vez que conozcamos cémo
transforma, podremos otener las expresiones explicitas de los generadores del grupo por un
procedimiento similar. En general, la funcién de onda transforma bajo un grupo continuo con lo
que se denomina una representacién unitaria proyectiva del grupo, la cual involucra en general,
alguna fase adicional.
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1.7.1. Operadores de Casimir

Cuando tenemos una representacion de un grupo de Lie, bien sea mediante operadores linea-
les o por matrices que actian sobre un espacio vectorial, podemos definir lo que se denominan
operadores de Casimir. Son operadores C' que pueden ser expresados como funciones de los ge-
neradores X, del dlgebra de Lie, habitualmente en forma polinémica, y que tienen la propiedad
de que conmutan con todos los generadores, esto es, satisfacen [C, X,] =0, VYo =1,...,r. En
general no se expresan como combinaciones lineales reales de los X, y por lo tanto no pertenecen
al algebra de Lie del grupo. Pertenecen a lo que se denomina el dlgebra del grupo, es decir,
el dlgebra asociativa, pero en general no conmutativa construida a partir de todas las combina-
ciones lineales reales o complejas de productos de los X, en la correspondiente representacion
del grupo.

En aquellas representaciones en las que los X, sean operadores autoadjuntos, como en el
caso de un formalismo cuédntico, los operadores de Casimir pueden también ser autoadjuntos y
representaran a aquellos observables que permanecen invariantes bajo cualquier transformacion
del grupo. En particular, cuando consideremos los grupos cinemaéticos que relacionan a los ob-
servadores inerciales, los operadores de Casimir de estos grupos representaran las propiedades
intrinsecas del sistema. Son aquellas propiedades que son independientes de qué observador iner-
cial las mida. Son aquellos observables cuyas medidas toman el mismo valor cuando cambiamos
de sistema de referencia

Para grupos semisimples, es decir, grupos que no poseen subgrupos invariantes Abelianos,
como el grupo de rotaciones SO(3), los grupos unitarios SU(n) y muchos otros, se demuestra
que los operadores de Casimir son polinomios reales homogéneos de los generadores X,, pero
esto no es el caso para grupos de Lie arbitrarios. Sin embargo, para la mayor parte de los grupos
con interés en fisica, como el grupo de Galileo, Poincaré, De Sitter, Weyl, SL(4,R), el grupo
inhomogéneo ISL(4,R) y el grupo Conforme SU(2,2), los operadores de Casimir se pueden
tomar como polinomios de coeficientes reales de los generadores.

1.7.2. Espacios homogéneos de un grupo

Una variedad X recibe el nombre de espacio homogéneo de un grupo G, si Vi, 9 € X
existe al menos un elemento g € G tal que x2 = gx1. En ese caso se dice que G actia sobre X
de una forma transitiva. El término homogéneo nos recuerda que las propiedades locales de la
variedad en el punto x se trasladan a cualquier otro punto de la variedad por medio de la accién
del grupo, y por lo tanto, todos los puntos de X comparten las mismas propiedades locales.

La érbita de un punto x es el conjunto de puntos de la forma gz, Vg € G, tal que si X es
un espacio homogéneo de G, entonces todo X es la érbita de cualquiera de sus puntos.

Dado un punto z¢ € X, el subgrupo estabilizador (little group) de z es el subgrupo H,,
de G, que deja invariante al punto xg, es decir, Yh € Hy,, hxg = 0.

Si H es un subgrupo de G, entonces todo elemento g € G se puede escribir como g = ¢'h,
donde h € H, y ¢’ es un elemento de G/H, el conjunto de cosets por la izquierda generados
por el subgrupo H. Si X es un espacio homogéneo de G, puede ser generado por la acciéon de
G sobre cualquier punto arbitrario o € X. Entonces Vo € X, © = gzg = ¢'hxo = ¢z, por lo
que el espacio homogéneo X es isomorfo a la variedad G/Hy,.

Los espacios homogeneos de un grupo se pueden construir como estructuras cociente del
grupo por todos sus posibles subgrupos continuos. Reciprocamente, se puede demostrar que si
X es un espacio homogéneo de un grupo G, entonces existe un subgrupo H de G tal que X
es isomorfo a G/H. Por lo tanto, el espacio homogéneo més amplio de un grupo es el propio

grupo.
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1.7.3. Ejemplos de grupos continuos

1. Consideremos el grupo de traslaciones de la recta:
¥ =z +a.

Con a = 0 tenemos el elemento neutro del grupo y —a representa al elemento inverso. La
transformacion es infinitesimal si a lo es y la escribimos como ' = z + da. Si f(z) es una
funciéon de x, la accion infinitesimal del grupo sobre f la definimos como

f'(z) = f(x + da) = f(z) + 6aaggcx) = (I+4 daP)f(x).

Al operador P = 0/0z le llamamos el generador de la transformacion infinitesimal y el elemento
infinitesimal del grupo se convierte en el operador dg = I + daP al actuar sobre las variables
y funciones de estas variables. Si f(x) es una funcion invariante bajo la accion de este grupo,
entonces Pf = Jdf/0x =0, y f no depende de x.

2. Consideremos las rotaciones del plano

/ 3 / .
' =xcosa—ysina, Yy =zxsina+ ycosa.

Con a = 0 tenemos el elemento neutro del grupo y —a es el inverso. Si « es infinitesimal, de
valor da, a primer orden en este parametro las ecuaciones de transformacion quedan:

¥ =z —yba, vy =y+xdo.

Si f(x,y) es una funcion de estas variables, bajo el grupo transforma

F(@.y) = flayf) = f(o—ydo, ytada) = f<x7y>+5a< 9 +xa> f(y) = (L+8ad) f(z.y)

Yo oy
donde el operador diferencial

es el generador de las rotaciones infinitesimales. Si f(z,y) es invariante bajo rotaciones, entonces
Jf =0, es decir es solucion de la ecuacion diferencial

ox y -y

ya que el elemento de arco de componentes (dz, dy) es ortogonal al gradiente de f y por lo tanto
f debe ser una funcién arbitraria de las curvas x2 + y? =cte, es decir f(z% + y?).
3. Consideremos un boost Galileano a lo largo del eje OX,

t=t, 2 =zx+0t

Con v = 0 tenemos el elemento neutro del grupo y —v representa el elemento inverso. La
transformacion infinitesimal es con dv infinitesimal y queda:

t'=t, 2 =ux+ vt
La acciéon del elemento infinitesimal sobre una funcion f(t,z) viene dada por

af(t,x)
ox

donde K = t0/0x es el generador de los boosts a lo largo del eje OX.

f'(t,x) = f(t',2") = f(t,z) + dvt

= (I+0vK) f(t,x),
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1.8. Apéndice: Sumario de Mecanica clasica

1.8.1. Cinematica

Los sistemas materiales que evolucionan vienen descritos por un conjunto de variables, que
van cambiando a partir de unos valores iniciales. Denominamos variables cinematicas a estas
variables que evolucionan y que describen de forma univoca los estados por los que va pasando el
sistema material. Al espacio de todos los estados del sistema material le denominamos espacio
cinematico, y es una variedad X de dimensioén n, siendo n el niimero de variables cineméticas
x; que caracterizan de forma univoca cada uno de los diferentes estados del sistema material.

1.8.2. Dinamica

Vamos a suponer que la evolucion de los sistemas materiales se puede describir en términos
del conocimiento de un parametro continuo 7 del cual las variables cinematicas son funciones
continuas y derivables z;(7). Denominamos descripcion dindmica del sistema, entre dos estados
inicial 1 y final z9 al conocimiento de las funciones x(7), que satisfacen las condiciones de
contorno z(11) = x1, x(72) = x2, es decir que pasa por los puntos extremos de la evolucion, con
T > T1.-

Entre las variables cineméaticas z; debe al menos existir una, zg, la cual es una funcién
mondtona creciente del pardmetro de evoluciéon 7, es decir ©g > 0. Esto nos permite invertir
la funcién zg = zo(7) y obtener 7 = 7(x¢), y poder caracterizar la evoluciéon en términos de
una de las variables cinematicas. Estas variables que satisfacen durante la evolucién que &; > 0,
se dice que son variables de tipo temporal, puesto que nos permiten analizar la evolucién en
términos de su cambio mondtono creciente. La flecha del tiempo va a implicar que al definir
una magnitud conservada ligada a la invariancia por traslacién temporal, la energia, sea una
magnitud definida positiva.

Se trata de calcular, conocidos los puntos extremos de la evolucién de un sistema material,
cudl es esa funcion z(7) que nos determina la dindmica del sistema.

Postulado
La trayectoria dindmica del sistema material es aquella que hace extremal al valor de la accién
del sistema material, entre esos puntos extremos prefijados.

La accion del sistema material a lo largo de un camino cualquiera que une esos puntos
extremos se calcula en funcion del conocimiento de una funcién L(z, ), denominada funciéon
Lagrangiana del sistema material, de tal manera que para cada camino x(7) nos define un
nimero real

T _
(0] = [ La(r),i(r)r
T1
donde cada integral se calcula a lo largo del correspondiente camino x(7).

Estamos describiendo la dindmica mediante un formalismo variacional. Como las funciones
x;(7) son derivables con respecto a T y suponemos que existe al menos una variable funcion
monoétona de 7, de tipo temporal xg = ¢, las variables cinemaéticas son también funciones deri-
vables con respecto a t. Al establecer el formalismo variacional es necesario conocer cudles de
las variables cinematicas son realmente independientes y de que no existen relaciones funcio-
nales entre ellas. Por ejemplo si tengo como variables cineméticas la posiciéon de un punto y la
velocidad de ese punto, tres de las variables cineméticas definen las coordenadas r; del punto y
otras tres variables cinematicas son las componentes de la velocidad del punto v; = dr;/dt, por
lo que existe una relaciéon funcional entre ellas.
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Denominamos grados de libertad del sistema material a aquellas variables cinematicas
esenciales, excluido el tiempo t = xg, de tal manera que el resto de las variables cineméticas
son derivadas con respecto a t, hasta un orden finito k, de aquellas. Denotemos por ¢; a estos
grados de libertad esenciales. De esta manera, las variables cinematicas son el tiempo t = xy,
los grados de libertad g; y sus posibles derivadas temporales ¢/ = d"g;/dt", hasta un maximo
orden finito k.

En términos de variables esenciales, el problema variacional queda expresado como el fun-

cional
[2)

Alg(6)] = /t Lt gi,q\", ..., ¢"Fat,
1

donde al haber dependencia funcional entre algunas de las variables cineméticas, ya que algunas

son derivadas temporales de otras, el elemento independiente que caracteriza globalmente a una

posible evolucién es un camino ¢(t) en términos de los grados de libertad. Dado un camino ¢;(t),

éste conduce de forma univoca a un camino x(7) entre los instantes 71 y 72 > 7.

La formulacion variacional, reducida a su dependencia estricta de los grados de libertad esen-
ciales e independientes, nos lleva a que la trayectoria ¢(t) de los grados de libertad que, ademas
de hacer que las variables cineméticas pasen por los extremos x; y =2, hace extremal al fun-
cional accion, debe satisfacer el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, las denominadas
ecuaciones de Euler-Lagrange,

oL d [ 0L d* oL
— == |+.. .+ (D | == | =0,
Jg; dt ((‘3q(1)) dtk <aq(k)>

)

que es un sistema de ecuaciones diferenciales de orden 2k. Los teoremas de existencia y unicidad
de soluciones de este sistema, supuesto regular, nos singularizan una solucién fijados en el
instante inicial ¢; = t(71), los valores de los grados de libertad ¢;(¢1) y sus sucesivas derivadas
qi(r) (t1), hasta la de orden 2k — 1, qg%_l)(tl).
Pero por otra parte, la solucién debe pasar por los puntos extremos de la evolucién, x1 y 2.
Eso implica, que las anteriores condiciones iniciales en el instante ¢; se podran expresar (tal
vez de forma no univoca) en términos de las variables cinematicas x1 y 2, en los extremos. Si
no existe esa soluciéon, se dice que x1 y z2 estan causalmente desconectados y por lo tanto la
evolucion entre ellos no es posible.

La primitiva funcién Lagrangiana E(w, ) resulta ser una funciéon homogénea de grado 1 de
las variables derivadas #;, por lo que admite la forma

L(z, 1) = Fi(z, ),

donde las F; son funciones homogéneas de grado cero de las &;. Esto implica que Ez(a:,x'), es
homogénea de grado 2 de las z;, y se puede escribir como

L (x, %) = gij(x, @)did; > 0,

donde los coeficientes g;; son funciones homogéneas de grado cero de las ;.

Dos puntos préximos x; y x;+dx;, se dice que estan causalmente conectados si g;jdx;dx; > 0,
ya que la accion al cuadrado entre ellos es definida positiva. La accion entre dos puntos proxi-
mos no puede ser nunca nula, ya que implicaria que la L se anula idénticamente en un instante,
con lo que dejariamos de tener asociada una accién a un sistema material. La anulaciéon de
la accién implicaria que el sistema deja de evolucionar. Esto conduce, por ejemplo, a que en
el caso relativista no es posible tener una particula puntual moviéndose a la velocidad de la
luz, ya que la Lagrangiana se anularia idénticamente. Como L? > 0, necesariamente tiene que
contener, ademés de las coordenadas del punto, otras variables cinematicas que hagan que la
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accion al cuadrado sea siempre, en cualquier punto, definida positiva. Los fotones, son particulas
puntuales que ademads tienen orientacion, es decir, rotan.

Principio de Causalidad
La evolucion de un sistema material entre los puntos 1 y x2 a lo largo de un camino z(7) es
posible, si en cada momento de la evolucién 7 se cumple g;jdx;dx; > 0.

Dados dos puntos arbitrarios 1 y x2 esto no serd siempre posible, por lo que fijado x; existe
un subconjunto de puntos del espacio cinematico que estdn causalmente conectados con z;. El
resto son inalcanzables desde él, y la evolucion entre ellos es imposible.

Este principio no establece de forma univoca el que dado un punto inicial se pueda predecir
hacia qué punto evoluciona. Més bien lo que establece es la posibilidad de que la evolucién entre
dos puntos dados sea o no factible.

Métrica
El espacio cinematico X es un espacio métrico con un tensor métrico, simétrico, definido por

1 9212

99 =2 0000; "
No es, en general, definido positivo, por lo que a partir de cada punto (z, &), solamente aquellos

puntos = + dx son alzanzables desde x si g;jdx;dx; > 0. Es un espacio métrico de Finsler.

1.8.3. Grupo cinematico

El grupo de simetrias asociado al Principio de Relatividad Restringido no est4 fijado a priori.
Bacry y Levy-Leblond en 1968 20 establecen bajo criterios estrictamente mateméticos relativos
a la estructura del dlgebra de Lie del grupo, los posibles grupos cinematicos. Parten de que el
grupo contiene como operaciones traslaciones espacio-temporales, rotaciones y transformaciones
cinematicas puras, y por lo tanto el grupo es de dimensién 10. Las operaciones de inversion
espacial e inversiéon temporal no son, en principio, simetrias pero si automorfismos del grupo.

El grupo mas general que encuentran es el grupo de De Sitter. En el espacio-tiempo existen
dos pardametros universales, un factor de escala R, cuyo inverso seria la curvatura del espacio-
tiempo y otro una velocidad limite ¢, la velocidad relativa inalcanzable entre observadores.
Hay dos grupos de De Sitter, SO(3,2) y SO(4,1), uno de curvatura positiva y otro negativa,
respectivamente. Como limite de estos grupos se encuentra que si R — oo ambos grupos dan
lugar al grupo de Poincaré. El espacio-tiempo seria plano, pero existiria una velocidad limite.

Si tomamos en cambio ¢ — 0o, dan lugar a los denominados grupos de Newton, en los que los
movimientos relativos entre observadores contienen o bien desplazamientos relativos indefinidos,
con velocidad decreciente, o bien desplazamientos relativos oscilantes. Corresponderian a grupos
cosmologicos en los que el universo o bien estd en continua expansién o bien su evolucién es
oscilante.

Si en el grupo de Poincaré hacemos ¢ — oo o en los grupos de Newton hacemos R — oo, el
resultado es el grupo de Galileo.

1.8.4. Resumen del formalismo

1. Para un sistema de n grados de libertad ¢; cuya Lagrangiana dependa hasta las deri-
vadas de orden k de los grados de libertad ql(k) = dFq;/dt*, L(t, qi,qgl),...,qgk)), las
variables cinemdticas son x; = {t,qi,qgl), .. .,ql(k_l)}, es decir el tiempo, los grados de

20H. Bacry and J.M. Levy-Leblond, Possible Kinematics, J. Math. Phys. 9, 1605 (1968)
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10.

11.

libertad y sus derivadas temporales hasta el orden k — 1. Las variables generalizadas son

(1) (

k—1 . . . L. . ;
{g,q; 7, q )}, es decir, las variables cinemaéticas con el tiempo excluido.

. Cada variable generalizada posee un momento canénico conjugado, definido por

oL d [ OL s d¥75 [ OL B

(2 1
es decir p;(1) es el momento conjugado de las g, p;2) es el momento conjugado de las qZ(l)

y finalmente p;(;) es el momento conjugado de las q(k b,

. En una descripcion paramétrica de la evolucion, t(7), ¢;(7), la Lagrangiana L = Lt,

donde el punto " representa a la derivada con respecto al parametro 7, es una funcién de
las variables cinematicas y de sus primeras derivadas con respecto de 7, &, L(x, %).

. La funcién accién es el valor del funcional accién para el camino que la hace extremal.

. La funcién accion es una funcién explicita de todas las variables cinematicas 1 y x3 en

los extremos de la trayectoria en el espacio cineméatico X, A(x1, z2).

. El parametro de evolucién arbitrario 7 se puede elegir adimensional, y por lo tanto L tiene

dimensiones de accién.

La Lagrangiana L se puede obtener de la funcién accién mediante el limite

L(z, i) = lim 8‘4;;9)@.

. La Lagrangiana L no es funcién explicita de 7, pero es funciéon homogénea de grado 1 de

las derivadas #; de todas las variables cinemaéticas. Esto nos permite escribirla como una
suma de tantos términos como variables cinematicas
~ OL(z, )

7

. Las funciones F;(x,2) son funciones homogéneas de grado cero de las &; y por lo tanto

son funciones de las derivadas temporales de las variables generalizadas. Como cada su-
mando F;x; tiene dimensiones de accién, cada F; tiene la dimension complementaria de
la correspondiente variable z;.

La funcion L?, que es definida positiva, se puede siempre escribir como

~ 1 9?12
2 SN e .

L* = gij(w, 2)d:%5,  gij(z, @) = 200,01, = Yji,

donde los coeficientes g;; = g;;, son funciones homogéneas de grado 0 de las derivadas ;.

La Lagrangiana se puede escribir a partir de L2 como L = \/ﬁ o bien L= —\/E, ya que
al ser L? definida positiva esta raiz cuadrada existe, luego o bien L es definida positiva
a lo largo de la trayectoria, o bien es definida negativa. Existen por lo tanto dos tipos
distintos de sistemas dindmicos con las mismas variables cineméticas y que conducen a
trayectorias que hacen que la accién del sistema sea maxima o minima. Para particulas
elementales si L describe a la particula, —Lala antiparticula. Particula y antiparticula
conducen sobre el espacio cinemético a la misma definiciéon de distancia métrica L2,
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El espacio cinemético es siempre un espacio métrico Finsleriano. Como

T2 ) — T2 T2
/ Ldr = :I:/ \/EdT = :|:/ gij(:ﬂ,i):)&i:ﬁj dr = :|:/ \/gijdébidl'j = :I:/ds
1 T1 T1 71

y el problema variacional es equivalente a un problema geodésico sobre el espacio cinemé-
tico X, con una métrica g;;(x, &) que es funcion de punto = y de las derivadas ;.

Si consideramos dos puntos proximos del espacio cinemético z y x + dx tal que el valor
de L?(z,dr) < 0, implica que la evolucién entre esos puntos es causalmente imposible.

Si el sistema mecénico es una particula elemental, entonces es condicién necesaria que
el espacio cineméatico X sea un espacio homogéneo del grupo cineméatico G asociado al
Principio de Relatividad Restringido.

El espacio cinematico de una particula puntual es el espacio-tiempo. Esta variedad es
siempre un espacio métrico, con una métrica méas general que una métrica Riemanniana.
El admitir, como hace la Relatividad General, que el espacio tiempo como variedad de
la particula test, es un espacio métrico Riemanniano es una restriccién sobre la posible
situacion mas general. El espacio cinemético de la particula puntual relativista libre tiene
como métrica la métrica de Minkowski.

La invariancia de las ecuaciones dindmicas bajo un grupo de transformaciones no implica
que la Lagrangiana ni la funcién accidén sean invariantes bajo este grupo. El teorema de
Noether establece la relacion entre como se modifica la funcion A(x1,x2) bajo un grupo
y la construcciéon explicita de las constantes del movimiento asociadas a ese grupo que
deja invariantes las ecuaciones din&micas. Las constantes del movimiento Noetherianas se
escriben en funcion de la Lagrangiana, de sus derivadas F;(z, ), de las derivadas tem-
porales de éstas y de las funciones M (x) de como transforman las variables cinematicas
0t = Moy(z)dg, 5q§8) = Mi(s)(:c)dg, bajo una transformacion infinitesimal del grupo de
parametro dg. Si
d\(z)

dr '’

L(gx,8g%) = L(z, i) + 0g

entonces
-1 -1
N = /\(x) — (L —pi(s)q§s))M0 — pi(S)Mi(s ) = )\(1') + HM() —pi(s)Mi(s ),
que contiene, ademas de la funcion A(x) tantos términos como variables cinematicas,
donde el Hamiltoniano aparece multiplicando por la funcién My de cémo transforma la

variable cinematica 2 = ¢, y cada momento Pi(s) canonico conjugado de la variable gene-

. s—1 . . , . . . .
ralizada q-( ), cambiado de signo, por como transforma infinitesimalmente esta variable

(2
generalizada Mi(sfl).

Si el grupo de simetrias es un grupo dependiente de r parametros, entonces existen hasta r

constantes del movimiento N,, 0 = 1,...,r asociadas a cada transformacién de pardmetro
infinitesimal g%, que produce las transformaciones
A\ ()

5t = Moy (1)dg°, 5q(s) = Mi(o,s) (2)dg°,

i

L(6¢°x,8¢°%) = L(x,@) + dg° o

Ny = Ao(z) + HMyo — pi(s)Mi(;il)'

Todas las constantes del movimiento asociadas a grupos de simetrias representan a obser-
vables fisicos que no son definidos positivos.



Capitulo 2

Ejemplos de particulas con espin

PARTICULAS NO RELATIVISTAS

2.1. Particula puntual no relativista

El grupo cinematico asociado al Principio de Relatividad Restringido es el grupo de Galileo
G. Ver el Apéndice al final del capitulo sobre el grupo Galileo para la notacion y propiedades
que vamos a usar en este capitulo.

Consideremos un espacio cinematico caracterizado por las variables (¢,7) = x, con dominios
t € R, r € R?, similares a los parametros del grupo b y a, respectivamente. Supondremos que
son funciones de un cierto pardmetro de evolucién 7 y que en cualquier instante 7 de la evolucion
dos observadores inerciales cualesquiera relacionan sus medidas espacio-temporales mediante:

t(r) = t(r)+0b, (2.1)
(1) = R(u)r(r) +vt(r) + a.

Debido a como transforman estas variables, las interpretamos como el tiempo y la posicién de
la particula, respectivamente. Si suponemos que el pardmetro de evolucién 7 es invariante para
todos los observadores inerciales, tomando la derivada 7 de ambos miembros resulta que las
derivadas de las variables cinematicas en cualquier instante 7, transforman:

t'(r) = fi(r), (2.3)
(1) = R(p)r(r)+ vi(7). (2.4)

Si definimos la velocidad de la particula mediante w = dr/dt = 1 /1, entonces la velocidad de la
particula transforma entre observadores inerciales en la forma:

De esta manera podriamos obtener la forma de transformar de las sucesivas derivadas. La La-
grangiana que describa a esta particula sera funcion L(t,r,u) y en la descripcion paramétrica
de la evoluciéon L(t,r,t,7) = L(x,#) y homogénea de grado 1 de las derivadas ;. Esta homo-
geneidad nos lleva a la forma general:

L=Ti+R-, (2.5)

donde T = OL/dt y R; = OL/07; son todavia funciones desconocidas de las variables cinematicas
y de sus derivadas. Ademaés, son funciones homogénes de grado cero de las derivadas de las
variables cineméticas, por lo que son funciones de (¢, 7, u). Esta homogeneidad es independiente

63
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de que la particula sea libre o esté sometida a alguna interaccion. Ademaés las funciones Ty R;
no son totalmente independientes. En efecto, si en la expresion (2.5) hacemos la derivada de
ambos miembros con respecto a r;, tenemos

OL  .OT Ou; OR; duy,  OT OR;
R =— = ~Z= 77 R; S ndhel, SN R; k)
87"i 6Uj (97"1' + + TJ 8uk 87"1’ 8ul + + uj 8u2 ’
pues Ou;/Or; = 6;;/t, lo que nos lleva a que
orT OR;

También sabemos que como 7'y R; son derivadas parciales de L y ésta es una funcién continua
y derivable de sus argumentos, se cumple la igualdad de derivadas cruzadas

PL L OR; T

otor; oot Ot or;’

pero estas funciones dependen de estas derivadas a través de las variables u; = 7 /£, por lo que

2

8Ri_3Rian_8Ri<fj)_@T_W@Uj_@T% oT 8RZ~_O

Gi N 8Uj 8i N 8Uj _877"1'_8114]‘ 87'",‘ _au]‘ t - 87%+ujauj N

que es otra relacion del tipo (2.6), que sugiere que OR;/0u; = OR;/0u;.

2.1.1. Particula puntual libre

Si la particula es libre, las ecuaciones dindmicas deben ser invariantes para el conjunto de
observadores inerciales, ya que tanto desde el punto de vista activo como pasivo, el cambio de
sistema de referencia o la transformacién cinematica de la particula no pueden alterar sus leyes
dindmicas. Si estuviera bajo una interacciéon, habria que desplazar también los mecanismos que
interaccionan con ella, por lo que en general las ecuaciones dindmicas no seran invariantes, ya
que los cambios que hacemos entre observadores inerciales afectan solamente a las variables
cineméticas y sus derivadas, asociadas a la particula y no a los mecanismos de interaccién como
campos, imanes, etc.

Desde el punto de vista de las transformaciones infinitesimales, como Lo (t,7,i,7) depende de
estas variables que transforman segiin (2.1-2.4), los diferentes generadores del grupo de Galileo al
actuar sobre funciones de estas variables son:

0 . ;
H:&, P=V, J=rxV+7rxV; K=tV+tV;.
Si la Lagrangiana es invariante bajo las traslaciones, entonces HLo=0 y PL,= 0, implica que Lo
no es funcion de ¢ ni de r. Bajo rotaciones JLo = 0, e implica que es funcion de 72 y también de
t y debe ser homogénea de grado 1 en estas derivadas. Finalmente, si es invariante bajo los boosts
Galileanos K Lo = 0, lo que implica que dLo/07 = 0, y seria independiente de 7. Como esto no
puede ser, si KLy = d(f(t,r))/dr, con dimensiones de masaxdistancia, es una derivada total y
las ecuaciones dinamicas resultan ser invariantes. De acuerdo con la estructura de la funciéon gauge
(2.7), se tiene
,’;,2

KLo=mi = %(mr). iViLo=m#, = Lo= %mT + F(1),

siendo F(t) una funcién arbitraria de ¢ que debe ser homogénea de grado 1, por lo que en general,

tiene la forma F' = —Hyt, con Hy una constante, que se interpreta como la energia interna.
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Asociada a esta variedad X, la funcion gauge del grupo de Galileo es

alg;x) =€&(g,z) =m (Uzt/Q +wv- R(u)r) , (2.7)

donde el pardmetro m se interpreta como la masa de la particula y £(g,¢’) es el exponente del
grupo G. Si la transformacion es infinitesimal dg, a primer orden en los parametros queda

a(dg;z) = mR(0p)r - dv = \i(z)dv;,

y a(dg;x) es distinta de cero si la transformacion es un boost Galileano, por lo que la La-
grangiana es invariante bajo traslaciones y rotaciones. Bajo los boosts Galileanos la funcion
Ai(z) = mr;.

Si en vez del anélisis infinitesimal hacemos el anélisis bajo transformaciones finitas, la trans-
formacién de la Lagrangiana libre bajo una transformacion finita general del grupo de Galileo
es

zo(xlv'itl) = EO(x>x) +m (’UQt'/2 +v- R(M)T) . (28)
Por lo tanto
L'y 0Ly 1 ot dLo o
' = = A = 2 eyl —_— . ..
T = Y ( o + ke ) o7 + (57'%' +mv]R(u)ﬂ> 5 (2.9)

pero de (2.3) y (2.4) tenemos que 9t/ = 1y 0r;/Ot' = —R~'(u);1v1, respectivamente, por lo
que

1
T=T- 3 mv? —v- R(u)R. (2.10)

Analogamente
R = R(p)R + mv. (2.11)

Los momentos canonico conjugados de los tres grados de libertad independientes ¢; = r;, son
p; = 0Lo/07; = R;, y por lo tanto el teorema de Noether nos lleva a las siguientes constantes
del movimiento bajo los diferentes subgrupos de simetrias:
a) Bajo traslaciones temporales la funcién gauge (2.7) es nula, 6t = 6b, M = 1, mientras que
dr; = 0 y la constante se reduce a la expresion R -dr/dt — Lo/t = —T.
b) Bajo traslaciones espaciales también a(g;x) = 0, 6t = 0, M = 0, mientras que dr; = da;,
M;; = d;; y el observable conservado es R.
¢) Bajo transformaciones Galileanas puras con velocidad constante (boosts) 6t =0y M =0,
en tanto que 0r; = tdv; y M;; = td;;, pero ahora la funcién gauge a primer orden order en el
parametro de velocidad es a(dv;x) = mr - dv, por lo que el observable conservado es mr — Pt.
d) Bajo rotaciones a(g;x) = 0, 6t = 0y M = 0, pero dr; = g;jpr0a, y M = €575 v la
magnitud conservada es r X R.

Recolectando estas magnitudes, les podemos dar los siguientes nombres y simbolos:

Momento temporal H = -T, (2.12)
Momento lineal P = R = p, (2.13)
Momento cinematico K = mr — Pt, (2.14)
Momento angular J = r x P. (2.15)

Les hemos reservado los mismos simbolos en maytsculas que los de los correspondientes
generadores del grupo de simetrias, que dejan las ecuaciones dindmicas invariantes: Incluso sus
nombres hacen referencia al tipo de pardmetro de la correspondiente transformacion.
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En general, lo que hemos definido como el momento temporal, recibe habitualmente el nombre

de energia o bien de Hamiltoniano del sistema. Sin embargo, ninguno de los observables asociados
a los grupos uniparamétricos de simetrias es definido positivo. Todos ellos pueden tomar ambos
signos, ya que si el pardmetro de una transformaciéon de un grupo es positivo el de su inversa
es negativo y los generadores de las transformaciones infinitesimales son vectores tangentes a las
orbitas, y por lo tanto pueden tener componentes de cualquier signo. Por energia entendemos un
observable que es siempre definido positivo por lo que en realidad la energia se definiria como
E = |H|. Esto es importante a la hora de clasificar las diferentes particulas que vamos a encontrar,
sobre todo en la formulacién relativista, en la que, por lo que respecta a H, el signo de H es también
una propiedad intrinseca, independiente del observador inercial que la mida. En la formulacion
relativista llamamos particula a aquél sistema para el que H, > 0 y antiparticula cuando H, < 0.
En ambos casos, si particula y antiparticula poseen masa m y estan en reposo, H, = mc® y
H, = —mc?, y su energia es E = mc® = |H|. Esta discusiéon entre particulas y antiparticulas se
desarrollara con mas detalle en la seccion 2.7 lo que nos llevara a denominar al observable momento
temporal como energia, pero siendo siempre, para las particulas masivas, un observable definido
positivo, distinguiendo a la antiparticula por el signo opuesto de la carga.
Para el momento cinemético existen nombres alternativos en la literatura. Asi, Levy-Leblond lo
denomina momento Galileano y en otros textos, escasos por cierto, se le suele denominar momento
estdtico, porque es un observable de dimensiones de masa X distancia. Siendo consistentes con
la propuesta primera le deberiamos denominar momento Poincaré en el caso relativista. En estas
notas usaremos el nombre de momento cinematico, incluso en la formulacién relativista.

Si tomamos la derivada 7 en (2.14) del momento cinematico K =0, por ser una constante
del movimiento, implica P = m7/t = mu = R, donde u es la derivada temporal de la posicion
de la particula. Si tenemos en cuenta la relacion (2.6), entonces

oT OR; 1
Pu —uja—uj = —u;mé; = —mu; = T(u)= —imu2 + Tp,

siendo Tj una constante, ya que 7' no depende de més variables. Con estas funciones la Lagran-
giana de la particula puntual libre queda

~ . 1 72 . 1
L0:Tt+R~7'°:§m%+Tot, = Lo=Zmu’+ 1.

2.1.2. Observador del centro de masa

Las seis condiciones P =0y K = 0, implican uw = 0 y » = 0, de tal manera que la particula
estd en reposo y su posicion localizada en el origen del sistema de referencia del observador.
Para definir de forma tnica un observador nos falta fijar una rotacién arbitraria y una traslaciéon
temporal. Sin embargo, a falta de estas operaciones, decimos que la clase de observadores para
los que P =0y K = 0, representan el observador del centro de masa. Estas seis condiciones
las utilizaremos también para definir el observador del centro de masa, en el caso relativista.

A partir de (2.10) y (2.11) vemos que la energia (momento temporal) y el momento lineal
transforman como:

1
H = H—{—v-R(u)P—|—§mv2, (2.16)
P = R(p)P+ mo. (2.17)

Entonces, si Hy y P = 0 son la energia y el momento lineal medidos por el observador del
centro de masa, para un observador arbitrario que ve a la particula moviéndose con velocidad
u, resulta de (2.16) y (2.17) que

1
H = Hy+ §mu2 = Hy+ P%/2m, P =mu.
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La Lagrangiana para la particula puntual libre es

~ . . . . . om P

LO:Tt—FR‘r:—Ht—i—P‘r:—Hot—i—E?, (2.18)
donde Hj es la constante arbitraria —7j, que no juega ningtun papel en la dindmica ya que el
término que la contiene es una derivada total y puede tomarse como Hy = 0. Estara relacionada
con el término mc? de la particula puntual relativista.

Si definimos el espin como el momento angular con respecto al punto r, resulta
1
S=J—-rxP=J-—KxP=0, (2.19)
m

es una constante del movimiento idénticamente nula, por lo que la particula puntual es una
particula sin espin.

2.1.3. Interaccién con el exterior

La Lagrangiana mas general de la particula puntual es de la forma L="Ti+ R -7, donde las
funciones T'y R son funciones de ¢,, 7,7 y homogéneas de grado cero en las derivadas t y 7,
por lo que son funciones de la variables u = /. En el caso libre, la Lagrangiana es invariante
por traslaciones y por lo tanto no son funciones ni de ¢ ni de 7, y toman la forma, en el caso
Galileano

1
T0:—§mu2:—Hm, R():m’u:Pm
mientras que en el caso Poincaré, ésta resulta ser, como veremos en la seccién 2.3,
—mc? mu
Ty = —Hnm, Ro=

V1—u?/c? V1—u?/c? P

De ahf que la Lagrangiana libre tanto en el caso relativista como en el no relativista, se pueda
escribir como Ly = Tyt + Ry -+ = —H,,t + P,, - . A estas magnitudes relacionadas con la
Lagrangiana libre, que da cuenta de la masa de la particula, las hemos denotado con el subindice
m, para indicar que son propiedades mecénicas. Vemos que son funciones de u y que en ambos
casos cumplen las condiciones (2.6).

En el caso general, si la Lagrangiana de la particula puntual bajo una actuacion exterior
es L, las ecuaciones dindmicas no tienen por qué ser invariantes por traslaciéon, ya que cuando
desplazamos las variables ¢ y , si no desplazamos también cuantos dispositivos interaccionan con
ella, la dinamica sera diferente. Pero la homogeneidad de L en términos de £ y 7 se mantendra.
Podemos definir la parte de interaccion con el exterior como la diferencia de estas dos funciones
homogéneas Ly = L — Lo, que sigue manteniendo la misma estructura homogénea en términos
de las derivadas de las variables cineméticas. Entonces, Ly = Aot + A -7, donde Ag = OL;/0t,
A = OL;/0r. Tanto Ay como A seran en general, funciones de ¢,r,u. Esta claro que estos
términos modifican las definiciones de la H y de la P de la particula libre, y ahora H =
—0L/0t = Hy,, — Aoy P =0L/07 = P, + A. La funcién —Ag es la modificacion del momento
temporal mecanico H,,, y A la modificaciéon del momento lineal mecanico P,,, debidas a la
interaccion. Ademas de los observables H y P, también K y J son modificados por los agentes
externos.

Vamos a ver que la dependencia en u, tanto de Ay como de A es innecesaria, por lo que la
interaccion general, serd dada por funciones (que denominaremos campos) solamente espacio-
temporales e independientes de la velocidad. En efecto, consideremos el caso Galileano. Las
ecuaciones dindmicas a partir de la Lagrangiana en su descripcion temporal

m (dr\?
L = E <dt> —+ Ao(t, T') + A(t,'r) - u,
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son

oM oA, d
or; J or; dt

dQ’FZ‘ 8140 8141 BA] 8141
m = - + u; -
dt2 aTZ' 8t aTZ' 87’]'
el ultimo término entre paréntesis es una funcién antisimétrica en ¢ y j, por lo que puede ponerse
como €5, Bruj, con lo que la variacion del momento lineal mecanico de la particula puntual

(mui—I—Ai):O, 1=1,2,3

es decir

dP,, d*r
LM mS L =E B .
I mo +u x B, (2.20)
con 0A
EZVAO—E, B:VXA,

es igual a la fuerza de Lorentz asociada a sendos campos E y B funciones solamente de t y de
r. En el caso relativista también obtendriamos que dP,,/dt = E + u x B, pero la expresion de
P, = y(u)mu en términos de la velocidad, es diferente. Si tanto Ay como A fueran funciones
de u, al plantear las ecuaciones dinamicas tendriamos:

04y 0A; d ( DA, aAj) 0

i . - . _ A .
87“1' + Y 67’1' dt M+ 8uz Tt i 8uz

Ahora bien, de la homogeneidad de la L 1= Aot + Ajr;, al derivar ambos miembros con respecto
a 7, se obtiene:

A1 A1
A =iZ20L 04y
I 0 T Y

por lo que el término adicional que aparece en las ecuaciones dindmicas

04y 9A;

— +u; =
8ui J 8uz

0,

que cumple las condiciones (2.6) que satisfacen respectivamente 7'y R, es idénticamente nulo
y no interviene en la dinamica, como si tanto Ag como A, fueran independientes de u como
habiamos supuesto. Lo mismo se puede aplicar al caso de la particula puntual relativista, por
lo que la fuerza méas general es una fuerza de tipo de Lorentz, con campos solamente espacio-
temporales. Respecto de la variaciéon de la energia mecénica, solamente la parte de la fuerza de
interaccion FE realiza trabajo. En efecto, en el caso no relativista,

m (dr\?  dH,, dr d?r
Hp=—(—), =2=m— .- =u-E.
2 <dt> at  at A T

En el caso relativista, H,, = y(u)mc?, P, = v(u)mu, pero al ser una particula elemental, el

invariante masa, definido por Hgn/CQ — P,% = m?c?, no cambia debido a la interaccion, por lo
que derivando temporalmente esta expresion, tenemos:

—-H,——— 2P, ——=0, —=u-—— =u-E.
2 dt o dt Toodt dt
En ambos casos, la variaciéon por unidad de tiempo de la energia mecanica de la particula, es el
trabajo de la fuerza E debida a la interaccion, a lo largo de la trayectoria que sigue el centro
de masa de la particula. Como los campos externos estan definidos en el punto r, este punto
también representa la localizacién del centro de carga de la particula.
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Como B =V x A, satisface V- B = 0, y se trata de un campo pseudovectorial sin fuentes,
de divergencia nula. Por otra parte, tomando el rotacional de E, se anula el V x (VAp), por lo
que unas ecuaciones que satisfacen estos campos son:

VXE:—%?, V-B=0. (2.21)

que son parte de las ecuaciones de Maxwell del campo electromagnético. Como son campos
vectoriales, nos falta conocer, para que los campos queden definidos, cémo son las V- E y
V x B y las correspondientes condiciones de contorno. En el caso de las ecuaciones de Maxwell,
éstas son:

1 1 1 0FE
V-E=—p, VXxB=—j+--—
eop, % 6002'7 + 62 ot

y no aparecen mientras no establezcamos la parte de la Lagrangiana que describa a los campos
libres y como éstos son modificados por la presencia de la particula. Es decir nos falta establecer
la dindmica de los campos. En el caso del campo electromagnético p es la densidad de carga
eléctrica y j el vector densidad de corriente. Si tomamos la divergencia de la segunda ecuacion
y usamos la primera, llegamos a

(2.22)

op
pri
que es la ley fundamental de conservacion de la carga eléctrica.

Para una particula puntual de carga e localizada en r en el instante ¢ su densidad de carga
es p=ed®(r—x)d(t—T)y j = ed® (r —x)d(t — T)u, siendo x cualquier punto del espacio, T'
cualquier otro instante y d(z — a) la funcion delta de Dirac. Las ecuaciones (2.21) no dependen
para nada del estado de la particula, mientras que las (2.22) nos muestran cémo la presencia
de la particula, y por lo tanto de la corriente a ella asociada, modifica localmente a los campos
en el entorno de la misma. Hay que tener presente que lo que aqui aparecen son derivadas
espacio-temporales de los campos, es decir derivadas con respecto a las variables cinematicas de
la particula, por lo que se refieren desde el punto de vista local a coémo cambian estos campos
en puntos proximos a la trayectoria de la particula. La ley de conservaciéon de la carga eléctrica
nos pone de manifiesto la existencia de una propiedad escalar ligada a la particula y que viaja
con ella a lo largo de su trayectoria, por lo que se refuerza de nuevo el que el punto 7 es el
soporte o localizacién de la carga e.

Este formalismo no nos garantiza que los campos Ag y A, o bien sus campos derivados E
y B, satisfagan todas las ecuaciones de Maxwell, pero si que la interaccién es invariante bajo
(2.23), como veremos a continuacion. Pero parece indicar que la posible interaccion que una
particula puntual pueda sufrir es mediante una fuerza de tipo Lorentz, expresada en términos
de unos campos E y B sin restriccién en cuanto a su alcance. La gravedad como interaccion,
ha quedado fuera del contexto de posibles interacciones, por la definicién del Principio de Re-
latividad Restringido. De esta forma de proceder no se determinarfan las otras interacciones
conocidas de corto alcance como las de tipo fuerte o débil, que estan confinadas a regiones del
orden de 1071 a 107!® m, distancias en las que los fenémenos cuanticos son relevantes. Estas
dltimas interacciones se describen habitualmente en el contexto de la teoria cuantica de campos
y no son predichas en esta descripcién variacional clasica.

Los campos Ag y A, no estan univocamente determinados, ya que lo que interviene en la
dindmica son sus derivadas espacio-temporales. Si los modificamos en la forma

OA(t,T) OAX(t,r)

V-j+ 0,

donde A(t,7) es una funcion arbitraria de las variables cinematicas, la Lagrangiana L; se mo-
difica en la forma

8>\(t,r)t-+ ON(t,r) . dX
ot Oor; [
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que resulta ser una derivada total y puede eliminarse por no intervenir en la dinamica. La
transformacion (2.23), que deja invariantes las ecuaciones dindmicas, modificando los campos
externos en cada punto del espacio-tiempo, recibe el nombre de transformacién gauge local.

Pudiera parecer que al dejar las ecuaciones dindmicas invariantes, nos produciria una ley
de conservacion, utilizando el teorema de Noether. Pero no se trata de una transformacién
de un grupo uniparamétrico, sino de una transformacién de tipo general, generada por una
funcién arbitraria A, que hace que la Lagrangiana no sea invariante, sino que transforme con
una derivada total. Parece entonces que si asociado a ese término existe algtin parametro del
sistema, éste puede ser la carga, lo mismo que en el caso no relativista el pardmetro masa nos
caracterizaba a la funcién gauge cuya derivada total aparecia en la variacion de la Lagrangiana.

2.2. Particula Galileana con espin

La particula elemental no relativista mas general ! es el sistema Lagrangiano cuyo espacio
cineméatico X es todo el grupo de Galileo G. Describimos el estado de la particula en cada
instante 7, mediante el conocimiento del tiempo t(7), la posicion de un punto 7(7), la velocidad
de este punto u(7) = dr/dt y la orientacion de un sistema cartesiano de ejes unidad e;(7),
i =1,2,3, ligados a ese punto. Estas nueve componentes (e;); se pueden expresar en términos
de tres parametros esenciales p(7), como se puede ver en el apéndice 2.9 y en la expresion:

(ei); = R(p)ji =

14 2 (1= p*) 8ji + 2pjpi + 223k pr] (2.24)

Sin embargo, esta asignacion que hace un observador inercial de las variables de orientacion de
la particula, como un sistema de tres vectores unidad ortogonales ligados al punto es totalmente
arbitraria. Esto quiere decir que la Lagrangiana no va a ser una funcién explicita del valor actual de
estas variables, ya que cualquier otra asignaciéon nos daria los mismos valores para la accién. Pero
lo que verdaderamente importa es que esta orientacién va cambiando, por lo que la Lagrangiana
si va a ser funcién de cémo la orientacién cambia, es decir de la velocidad angular con que este
sistema de ejes rota, la cual es independiente de cual sea esa asignacién inicial. Quiere esto decir
que si cualquier observador modifica la orientacion de los ejes unidad que asigna a la particula,
esto no cambia el valor de la velocidad angular de los mismos, como veremos mas adelante.

Tendremos por lo tanto otra simetria adicional a la del grupo cinemaético, la de las rotaciones
locales de los sistemas de ejes unidad asociados al punto. Le llamaremos el grupo de rotaciones
Local, y lo designaremos por SO(3)r, el cual conmuta con todo el grupo de Galileo, por lo que al
menos el grupo de simetrias espacio-temporales es el G ® SO(3)r. El resultado es que L es funcion
de las variables esenciales de orientacién p y p a través de su dependencia de la velocidad angular
w, la cual se expresa en términos de p y p en la forma (2.35), como veremos.

Entonces las variables cinematicas son las diez variables reales z(7) = (¢(7),r(7),u(7), p(7))
con dominios t € R, r € R3, u € R? y p € R? similarmente a los correspondientes parametros
del grupo. La relacion entre los valores 2/(7) y x(7) en cualquier instante T para cualquier par
de observadores inerciales, y usando la representaciéon pasiva de las rotaciones, esta dado por:

t'(r) = t(r)+0b, (2.25)
(1) = R(u)r(t)+vt(r) + a, (2.26)
u' (1) = R(p)u(r)+wv, (2.27)
pr) = BF p(r) —px p(1) (2.28)

1—p-p(1)

! M. Rivas, Classical Particle Systems: I. Galilei free particles, .J. Phys. A 18, 1971 (1985).
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Esta tltima expresion corresponde a que cada vector unidad transforma en la forma e, = R(u)e;,
y formando con los tres vectores en forma de columna la matriz R(p), resulta R(p’) = R(pn)R(p)
y esta composicién de matrices de rotacién equivale a que entre los pardmetros esenciales exista

la ley de transformacion mencionada (2.28).

Entre estas variables cineméticas existen las tres ligaduras diferenciales u(7) = 7(7)/£(7),
que junto con la homogeneidad de la Lagrangiana L en términos de las derivadas de las variables
cinematicas:

L(z, &) = (OL)0;)i;, (2.29)

nos reducen de diez a seis los grados de libertad esenciales de la particula.

Estos grados de libertad son, la posicion r(t) y la orientacion p(t). La Lagrangiana depende
hasta la segunda derivada de 7(¢) y de la primera derivada de p(t). La expresion (2.29) esta
dada explicitamente por:

L=Ti+R-7#+U-u+V - p, (2.30)

donde las funciones T = dL/di, R; = OL/0r, U; = OL/du', V; = OL/9p" serén, en general,
funciones de las variables cinemaéticas (¢,7,u,p) y funciones homogéneas de grado cero en
términos de las derivadas (£, 7,1, p).

Las variables generalizadas son r, u y p, y sus momentos canénico conjugados son:

_ oL _df 9L\ _9L_d(OL)_ o dU
Pr= Barjat) ~ @t \o(@r/dt2)) ~ or  dt \ou ) dt’
oL oL
Pu= Blqujat) ~ ou O
_ oL 9L _
b= ldp/ar) ~ op ~

Como variables candnico-conjugadas, p, es el momento conjugado de r, p, es el momento
conjugado de u y p, es el momento conjugado de las variables de orientacion p.
Si suponemos que el parametro de evolucion 7 es invariante, las variables derivadas trans-

forman bajo G:

t'(r) = (), (2.31)
(1) = R(p)r(r) + vi(r), (2.32)
W(r) = R(p)u(r), (2.33)
gy (plr)—pxp(r)(1—p-p(7))
o= (e |
p-p(7)(p+ p(r) — p < p(7))
(G 2

En vez de la derivada p(7) que transforma de una manera complicada, es mejor definir la
velocidad angular de la particula w como funcién de ella, en la representacién pasiva, en la
forma

= —f X [ 2.35
w 1+p2( p+pxp), (2.35)
como veremos mas adelante.
Es una funcién lineal de p, y transforma, como vemos maés abajo, como:
W'(r) = R(p)w(r) (2.36)
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Dos observadores inerciales miden el mismo valor absoluto de la velocidad angular. La trans-
formacion inversa de la (2.35) es la

(cw—pxwtplp-w), (2.37)

N —

p=

Estamos interpretando la matriz de rotacion que define la orientacion de la particula R(p(7))
como una matriz cuyas tres columnas representan, en el instante 7, las componentes de los tres
vectores unidad ligados al punto. Entonces R(p(7)) representaria la rotacion que lleva el sistema
de ejes ligado a la particula en el instante 7 = 0 al sistema cartesiano en el instante 7.

Expresion de la velocidad angular.
Si tenemos en 7 = 0 los ejes e;(0), que definen por columnas la matriz de rotacion R(p(0)), en el
instante 7 seran

((e1(7))(e2(7))(e3(7))) = R(p(7)) R(p(0))

y su cambio por unidad de pardmetro 7

((ex(7))(€2(7))(es(7))) = R(p(7))R(p(0)) = R(p(r) R (p())((e1(r))(e2(r))(es(r)))

con lo que la velocidad de cambio de cada eje, considerado como vector columna, es la accién sobre
el propio eje en el instante 7 de una matriz

dei
dr

= R(p(1))R™"(p(7))ei(r) = Qei(r),

donde la matriz Q@ = RR™' = RRT es antisimétrica. En efecto, en cualquier instante 7 se cumple,
R(p(T))R" (p(7)) = 1, donde el superindice T significa la matriz transpuesta, y I es la matriz unidad
3 x 3. Si tomamos la derivada con respecto a 7 de esta expresion, RRT+RRT =+ 07 = 0, por
lo que las tres componentes esenciales de la matriz antisimétrica §2 definen un vector w

0 —Wwz Wy
Q= W 0 —wz |,
—Wy Wz 0

de tal manera que podemos escribir la dindmica de cada vector unidad como

dei
dr

=w X €;.

y w se interpreta como la velocidad angular con que rota el sistema cartesiano ligado al punto. Las
componentes de w, expresadas como funciones de las variables p y p vienen dadas en (2.35).

Si cada observador inercial cambia la matriz R(7) formada por los tres vectores unidad en el
instante 7, por otra cualquiera R'(7) = R(7)M, donde M es cualquier matriz ortogonal, entonces
R'™(7) = MTRT (1), y para este observador ' = R'R'" = RMMTR”T = RR” = Q, por lo que
cualquier asignaciéon que este observador haga de la orientacién, nos produce la misma expresion de
la velocidad angular como funcion de p y p, cualesquiera que sea la p, en este sistema de referencia
en cualquier instante. Esto justifica que la Lagrangiana no dependa explicitamente de las variables
py p,ysilosea a través de la expresion de la velocidad angular como funcion de ellas.

La expresion (2.28) corresponde a R(p'(7)) = R(u)R(p(7)). Por lo tanto

Q' = R ()R (p'(1)) = R(n)R(p(7))R" (p(7))R" ()
= R(W)QR™(p),

lo que conduce a la ecuacion (2.36) en términos de las componentes esenciales w de la matriz
antisimétrica 2. Ver el apéndice 2.9.3 para la descripcion precisa de la orientacion.
Esto hace que la parte de la Lagrangiana (0L/0p")p" se pueda escribir como

oL , 0L 9w
9’ T dwi ap

V.-p= =W w, (2.38)
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debido a la linealidad de w en términos de p y donde W; = oL /Ow'. Por lo tanto, la forma mas
general de la Lagrangiana de una particula elemental no relativista, se escribe, en vez de (2.30),
como: _

L=Ti+R-7+U -u+W - w, (2.39)

y donde las funciones T, R, U y W son funciones, en principio desconocidas y a determinar
en cada caso, de las variables (t,7,u,a,$2), donde @ = 4/t = du/dt, es la aceleracion del
punto (no confundirlo con el parametro de la traslacion espacial), y la variable Q = w/f es la
velocidad angular en la descripcion temporal, pero no son funciones explicitas de las variables
de orientacion p. Todo esto es independiente de si la particula es libre o estd en interaccion.

Como estamos usando un parametro arbitrario de evolucion 7, el mismo para todo obser-
vador inercial, y que lo podemos tomar adimensional, la Lagrangiana L tiene dimensiones de
accion, por lo que cada uno de los sumandos de su desarrollo (2.39) tiene también dimensiones
de accion. Esto trae consigo que cada una de las funciones desconocidas F; = 0L/Ji; posee co-
mo dimensiones la de accién dividida por la dimensién de la correspondiente variable cinematica
xi, ya que al ser 7 adimensional x; y &;, tienen la misma dimension. Asi, 7' tendra dimension
de (accion/tiempo)=energia, R dimension de (accion/longitud)—=masaxvelocidad es decir mo-
mento lineal, U la de (accion/velocidad)=masaxdistancia o momento estatico, y finalmente W
dimensién de accién o momento angular porque w es adimensional.

2.2.1. Particula libre con espin

Puesto que X es la totalidad del grupo de Galileo G, la funciéon gauge més general es
efectivamente el exponente del grupo:

alg:z) = (g, ha) = m(v*t(7)/2 + v - R(p)r(7)), (2.40)

similar a (2.7), lo que nos permite interpretar el pardmetro m como la masa de la particula. Bajo
la accién de un elemento arbitrario del grupo de Galileo, la Lagrangiana Lo, si las ecuaciones
dindmicas son invariantes bajo el grupo de Galileo, transforma de acuerdo con:

Lo(g(r), d(gx(7))/dr) = Lo(x(r), (7)) + da(g; x(7)) /dr. (2.41)

Esto nos conduce, a través de un céalculo similar al desarrollado en (2.9)-(2.11), a que estas
funciones transforman:

T'(r) = T(7)—v-R(u)R(1) — mv*/2, (2.42)
R(r) = R(u)R(t)+mv, (2.43)
U'(r) = R(pU(r), (2.44)
W'(r) = R(u)W(r). (2.45)

2.2.2. Constantes del movimiento Noetherianas

Conocida la accion del grupo de Galileo sobre las variables cinemaéticas dado en (2.25)-(2.28),
el teorema de Noether nos define las siguientes constantes del movimiento para la particula libre:

a) Bajo una traslacion temporal la funciéon acciéon es invariante, A(z) = 0, y llamamos como
es habitual a la magnitud conservada el momento temporal total de la particula, H. Como

ot =0oby 5%(3) =0, M=1y Mi(s) =0, y aplicando (1.35), tenemos:
H = (Lo~ piya,”) = ~(Lo/t = ploa”) = T = Rou—U i)t = W - w/i+

+R—dU/dt) - u+U -u/t+V - p/t,
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y como W -w =V . p, resulta que

au
H=-T—-— u, 2.46
o (2.46)
donde todos los términos tienen dimensiones de energia.
b) Bajo traslaciones espaciales, A(x1,z2) es invariante, \;(z) = 0, y se nos definen las tres
componentes del momento lineal total de la particula P. Ahora

ot =0, M =0, or; = da;, MY = d;j, du; =0, M =0,

opi =0, MY =0,

y entonces

au
P=R— — = 2.4
dt p?“’ ( 7)

donde todos los términos tienen dimensiones de masaxvelocidad.

c¢) Bajo transformaciones Galileanas puras de velocidad v, A(x1,x2) no es invariante sino que
teniendo en cuenta (1.13) y la funciéon gauge (2.40) a primer orden en los parametros dv;, la
accion transforma como A = mry - dv —mry - dv y por lo tanto, A\;(z) = mr;, lo que nos define
las componentes del momento cinematico total de la particula, K, en la forma:

ot = 0, M = 0, 57‘@' = 51}1'25, Ml(;) = 51']'25, 5u1 = 5Ui, MZ(;L) = 5@',

opi =0, MY =0,

y asi
K=mr—-Pt-U, (2.48)

donde todos los sumandos tienen dimensiones de masaxdistancia.

A partir de K = 0, nos lleva a P = mu — dU /dt, por lo que identificindolo con (2.47),
la funcion R = mu independientemente de la Lagrangiana particular que escojamos. Observar
que el momento lineal total no tiene la direccion de la velocidad w = dr/dt, del punto r.

d) Finalmente, bajo rotaciones A(x1,z2) permanece invariante, \;(z) = 0, y la correspondiente
constante del movimiento, el momento angular total de la particula con respecto al origen
del sistema de referencia del observador J, proviene de la transformacién infinitesimal de valor
day, en tanto que el pardmetro du; = da; /2, es la mitad del dngulo infinitesimal rotado, por lo
que

0t =0, M; =0, 0r; = €pridoy, MZ-(;) = €ikjTk>

(u)
5ui = qkjuk(Saj, Mij = €k UL,

opi = bau(bij — €ijrpr + pin) /2, Mi(f) = (05 — €ijkpr + pirj) /2,

y como la constante del movimiento es

Jj = _pTiMZ’S‘,‘) _pule(]u) _ppiMi(]P)

lo que nos lleva a
—Pi€igiri = €jrimi b, —Ui€igjur, = €jpiurUs,
como de (2.35)
Ow, 2
Opi 1+ p?

(—0ki + €rip1)
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_OLo Dy ()

AP P _ /.
puesto que
0wy, (p)
pi Miy™ = =0
y por lo tanto, en forma vectorial
J=rxP+uxU+W=L+Z+W=rxP+S8S, (2.49)

donde todos los sumandos tienen dimensiones de accién o momento angular. L = r x P repre-
senta al momento angular orbital, Z = u x U es el momento angular debido a la dependencia de
la Lagrangiana de la aceleraciéon y que, como veremos, proviene del movimiento orbital relativo
del centro de carga alrededor del centro de masa (o Zitterbewegung) y W proviene de la depen-
dencia de la Lagrangiana de la velocidad angular y lo interpretamos como la parte rotativa del
momento angular.

Como J es el momento angular total de la particula con respecto al origen del observador, S
representa el momento angular de la particula o espin con respecto al punto 7. Como dJ /dt = 0,
el espin S satisface dS/dt = P X w y no es una constante del movimiento ni siquiera para la
particula libre. Es el momento angular clésico equivalente al operador espin de Dirac en el caso
cuéntico, puesto que satisface exactamente su misma ecuacién dinamica.

e) Hemos mencionado que ademas del grupo de Galileo como grupo de simetrias de la particula
elemental libre tenemos el grupo de rotaciones locales SO(3)r. Este grupo solamente afecta a
las variables de orientacion. Asi, las variables cinematicas transforman:

t'=t, r=r u=u, R(p)=RpMa), YMa)ecSO@3),
Solamente se nos transforman las variables p, que corresponde en el caso infinitesimal a

,  ptoaj2—pxia/2
= U-psaf2)

Las magnitudes conservadas solo provienen de los momentos p, = V, y serén:

1 (L)
o = M;; .
s (5pZ = (504]' (513 -+ PiPy Ezljpl) M] (505]'

o . (L) . 820 8wk (L)
Ty=—ViMy~ = =5 ap i
pero
Ok p@) =L g s on o9
dps ij T T2 (( —p°) kj + 2pkp; + Ekjsps)

con lo que este término es en realidad la componente k, cambiada de signo, del vector unidad
ej, (e;),, dado en (2.24), con lo que estas constantes del movimiento son

Tj = —Wk(—ej)k =W. €j, (250)

la proyecciéon, en los vectores unidad de la particula, del momento angular ligado
con la rotacion.

De estas constantes del movimiento, el momento lineal P proviene de la invariancia de L con
respecto a las variables de posicién 7, por lo que de las propias ecuaciones de Euler-Lagrange
para estos grados de libertad podriamos haber obtenido:

OLy d [ 9Ly +di dLo o A 9L d dLo 0
or;  dt \ 9(dr;/dt) dt2 \ O(d?r;/dt?) ) 7 dt [O(dr;/dt) dt \O(d?r;/dt?) )|
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pues 0Ly/0r; = 0, con lo que obtenemos dP/dt = 0, donde P viene dado en (2.47).

La conservacion de las proyecciones T; se puede obtener también de las propias ecuaciones
dindmicas relativas a la orientacion. Como L depende de p y de p a través de la velocidad
angular w, estas ecuaciones dinamicas se reescriben como

3io_i 9Lo —0 %éh}j_j Lf’oawj —= @_WA
api dr apl - 8&)]' api dr 8wj 8pl - 8wj N 7
que nos llevan a
A%
—=wx W,
dr
y la variacién de los ejes del cuerpo e;, hemos visto que es
dei _ w X e;
dr "

de donde con T; = W - e;, derivando con respecto a 7,

dT;
dr

=(wxW)-e+W:(wxe;)=0.

Veremos la importancia que tienen estas componentes conservadas del espin en el caso
cuéntico, para clasificar los estados del electrén.

Ejercicio: Demostrar que si una Lagrangiana depende de las variables de orientacion p y p a
través de la expresion (2.35) de la velocidad angular w(p, p), entonces las ecuaciones dinamicas

relacionadas con la orientacion,
oL d (oL\ _,
8[71' dr 8pz -

AW /dT = w x W, con W;=

se transforman en _
oL
Gwi '

2.2.3. Espin respecto del centro de masa

Podemos considerar también el momento angular de la particula con respecto a su centro de
masa, una vez que éste, esté adecuadamente definido. El observador del centro de masa se define
como aquel observador inercial para el que P =0 y K = 0. Estas seis condiciones definen una
clase de observadores definidos salvo una rotacion arbitraria y una traslacién temporal, también
arbitraria. La condicién P = 0 define la clase de observadores para los que el centro de masa
estd en reposo y KK = 0 es la condicién adicional de que el centro de masa esté situado en el
origen del sistema de referencia. Esto proviene de (2.48), que si ponemos k = U/m, éste es
un observable con dimensiones de longitud, y tomando la derivada con respecto a 7 en ambos
lados, sabiendo que pP= 0, obtenemos:

d(r — k)

K:():mi“—Pf—mk, es decir, P=m 7

(2.51)
Entonces el punto g = r — k se mueve a velocidad constante y vemos que representa la posicion
del centro de masa de la particula. Por lo tanto, el observable k = r — q es la posicién relativa
del punto r con respecto al centro de masa, el cual queda definido por

g=r——U. (2.52)
m
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Vemos que P =0y K = 0 dan lugar efectivamente a dq/dt = 0, y r = k, es decir, g = 0,
como habiamos adelantado. Con esta definicién, el momento cinemético se puede reescribir como
K = mq — Pt, en términos de la posicién del centro de masa q y del momento lineal total P.

Podemos definir el momento angular de la particula con respecto a su centro de masa
Scar, como la diferencia entre el momento angular total J y el momento angular orbital del
movimiento del centro de masa g x P, por lo que

1 dk
SCM:J—qu:J—EKxP:S—i—kxP:—mk:x%+W. (2.53)

Vemos que también se escribe como el momento angular S con respecto al punto r, mas el
momento angular orbital de este punto k x P con respecto al centro de masa. El espin Scoay,
queda expresado en términos de las constantes del movimiento J, K y P, y es por lo tanto
otra constante del movimiento. Alternativamente lo podemos describir de acuerdo con la ultima
expresion como la parte rotatoria del momento angular W'y del término —k x mdk/dt que
sugiere una contribuciéon de naturaleza (anti)orbital debida al movimiento relativo del punto r
alrededor del centro de masa. Esta parte esta relacionada con el zitterbewegung, o més precisa-
mente con la funciéon U = mk que refleja la dependencia de la Lagrangiana con la aceleracion.
El otro término W proviene de la dependencia de los otros tres grados de libertad p;, y, por lo
tanto, de la velocidad angular. Este zitterbewegung refleja el movimiento del centro de carga
alrededor del centro de masa. La consideraciéon de que el punto r representa al centro de carga,
ha sido ya sugerido en trabajos previos sobre el electron relativista 2.

Debido a que para la particula libre J = 0, y que dW /dT = w x W y a partir de la expresion
de P, (2.47), obtenemos una relacion general entre diferentes observables para una particula
libre:

rTxR+uxU+wxW =0, (2.54)

lo cual refleja que la velocidad, aceleracién y velocidad angular no son magnitudes totalmente
independientes. De alguna manera, podemos tomar como sistema de ejes ligados al punto 7,
la terna de vectores unidad de Frenet-Serret de la trayectoria del punto. Segin esto, con 7 y
7, se determinan el vector tangente y la normal principal, su producto vectorial nos define la
binormal, y por lo tanto la derivada de la terna nos produce la velocidad angular que sera
también funcion de la tercera derivada.

Sabiendo que en el caso no relativista R y 7 tienen la misma direccion, se reduce a

uxU+wx W =0. (2.55)

2.2.4. Dinamica del espin

Como el momento angular es un observable que esta definido con respecto a un punto con-
creto, y la particula elemental posee dos puntos caracteristicos = y el centro de masa g, podemos
analizar la dinamica del espin con respecto a esos dos puntos, S y S, respectivamente. En
cualquier caso, conocido el momento angular con respecto a un punto, nos permite calcular el
momento angular con respecto a cualquier otro sin mas que anadirle r x P, siendo P el momento
lineal total del sistema y 7 el vector de posicién del primer punto con respecto al segundo. Para
la particula libre, el momento angular con respecto al origen del observador, se escribe:

J=rxP+S=qxP+Scuy.

De aqui se deduce, derivando con respecto al tiempo que

s dScy
E—PX’U,, dt =

2 A.O. Barut and A.J. Bracken, Zitterbewegung and the internal geometry of the electron, Phys. Rev. D 23,
2454 (1981).

0.
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Sin embargo, si sobre la particula y en el punto r, tenemos localizada una fuerza F', el momento
de esta fuerza con respecto al origen, nos daré la variacion de J,

dJ dP dS
E—TXF—UXP—{—TXE‘FE

pero dP/dt = F, con lo que el espin S satisface exactamente la misma ecuacion dinamica que
en el caso libre, es decir

ds
>~ _p
7 X u,
solo que hora P no es una constante del movimiento. Para el otro
dJ dP  dScwm
b F = P bl
A R R TR T
por lo que
ds

es el par externo, de la fuerza definida en 7, con respecto al centro de masa. Si el espin con
respecto al centro de masa no se conserva, entonces © # q y el centro de masa y el centro de
carga son necesariamente dos puntos distintos.

2.2.5. Transformacién de diversos observables

Las diferentes funciones que componen la Lagrangiana E, transforman bajo el grupo de
Galileo de acuerdo con (2.42)-(2.45). Si la tercera de estas ecuaciones la derivamos con respecto
a 7 y la dividimos por # = £, resulta:

au’ au , dU’ dUu aUu

g =B we e = e v R

Esto nos lleva a que el momento lineal P y el momento temporal H, transformen entre los
observadores Galileanos en la forma dada en (2.16-2.17) para estos mismos observables en el
caso de la particula puntual.

1
H = H+v-Ru)P+ imUQ, (2.56)
P = R(p)P + mo. (2.57)

De esta forma, si Hy y Py = 0, son los valores que toman estos observables para el observador
del centro de masa, entonces, para cualquier otro observador que ve moverse al centro de masa
con velocidad v

1, pP?

H=Hy+ -mv°=Hy+ —, P =mv.

2 2m
Por lo tanto, cualquiera que sea el observador, la magnitud H — P?/2m = Hy es un ntmero
constante y define una propiedad intrinseca de la particula elemental, ya que su medida es
independiente del observador. Ademas, la parte espacio-temporal de L, es la que define la parte
variante gauge, y adopta la forma general

Ti+R-7=—Hi+ P -7.

En efecto )
~H{+P v =-Hi+P- -7+ 5mv?i +mu - R(p)r.
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De esta forma, la parte segunda de la Lagrangiana U - u + W - w, es necesariamente invariante
Galileana. El otro pardmetro intrinseco de la particula elemental, el espin o la velocidad de
rotacion interna, aparecerd ligado a esta parte invariante. Si expresamos el Hamiltoniano en
términos de los invariantes Hy y m, la primera parte nos queda

. 9 2

. .omr 1 /dU\“.
—-Ht+P-r=—-Hpt+ ———— | — | t.
e o 2m<dt>

El primer término es una derivada total y se puede suprimir, el segundo es el que da lugar a la
variacion gauge de la Lagrangiana, y el tercero es necesariamente invariante Galileano.

La transformacion del espin con respecto al centro de masa S¢ps definido en (2.53), proviene
de como transforman k =U/m y W,

' dk

r_ b v -
k'=R(pk, —;=Ru_, W =RuW

lo que nos lleva a que
Scm = R(p)Scm

y por lo tanto S’ % M= S% A €8 una propiedad invariante entre observadores. Para la particula
libre es también constante es decir es un nimero o propiedad intrinseca de la particula. La
Lagrangiana de una particula con espin dependera de forma explicita de estos dos invariantes
my Scom-

No podemos decir lo mismo del espin con respecto al centro de carga S = u x U + W que
transforma en la forma:

S =u xU +W' = (R(p)u+v) x R(pu)U + R(u)W = R(pn)S + v x R(n)U,

y por lo tanto su médulo depende de v y no es por lo tanto una propiedad intrinseca.
El centro de masa transforma como r:

qd'(7) = R(n)q(7) + vt(7) + a.

Esto no va a ser asi en el caso relativista y el centro de masa no transforma como la posicion
del punto. Esto se debe a que si ¢ y 7 son considerados con simultaneidad en un referencial,
sus transformados ¢’ y 7’ no tienen por qué ser simultaneos en otro referencial relativista, cosa
que si ocurre en el caso no relativista. También, en el caso relativista, la definicién del centro
de masa q depende de la aceleracion del punto r.

2.2.6. Particula Galileana con espin (anti)orbital

Para analizar la estructura del espin de una particula elemental vamos a ver ejemplos en los
que las dos contribuciones asociadas a las funciones U y W, aparecen por separado:

Consideremos una particula elemental Galileana cuyo espacio cinematico sea X = G/SO(3),
de tal forma que cada punto = € X esté caracterizado por las siete variables z = (¢, 7, u), u =
dr/dt, que se interpretan como tiempo, posicion y velocidad de la particula, respectivamente.
En este ejemplo no tenemos variables de orientacién. Como la Lagrangiana depende de las
derivadas de estas variables, serd también funcién de la aceleracion.

Si la particula es libre, debido a la invariancia por rotacién y traslacién, esto implica que Lg
sera funcion solamente de u?, (du/dt)? y u - du/dt = d(u?/2)/dt. Este ultimo término es una
derivada total, por lo que puede ser descartado.

A partir de la condicion (2.55), U ~ u, y por otra parte U = mk, pero k es la posicion
relativa del punto r con respecto al centro de masa, con lo que en este vector k tiene que tener
direcciéon opuesta a la aceleracion de r, porque si no el punto r se separaria del q, de ahi que el
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término U - & ~ —u2. Como por otra parte la expresion Tt + R -+ = —H{i + P - 7 nos produce
el término gauge dependiente de la masa, esto sugiere que debe ser de la misma forma que en
el caso de la particula puntual.

Supongamos pues que nuestra particula elemental viene dada por la siguiente Lagrangiana,
que en términos de los tres grados de libertad = y sus derivadas, se escribe:

m [dr\? m [ d*r 2

El pardmetro m es la masa de la particula ya que el primer término es variante gauge con la
misma funcion gauge (2.40) que depende de esta constante m, mientras que el parametro w
de dimensiones de tiempo~! representa una frecuencia interna constante e inmodificable. Es la
frecuencia del zitterbewegung. Los pardmetros m y w serian las propiedades intrinsecas de esta
particula.
En términos de las variables cinemaéticas y de sus derivadas, y en términos de un parametro
de evolucion 7 arbitario, la Lagrangiana se reescribe
) -2
Le=2L 1% (2.59)
2 i 2w? i
donde el punto significa derivada con respecto a 7. Si consideramos que el parametro de evolucion
es adimensional, entonces todos los términos en la Lagrangiana tienen dimensiones de accion.
Por ser la Lagrangiana una funcion homogénea de grado uno en términos de las derivadas de
las variables cinemaéticas, Ly puede escribirse como

Lo=Ti+R-7#+U -u, (2.60)

donde las diferentes funciones que aparecen estan definidas por

850 m (dr\?> m [(d®r\>
T = —_— = —— —_ —|— _ _— R
ot 2 \ dt 2w?2 \ dt?

850 dr
R = —=m— 2.61
or dt’ (2.61)
850 m d2’l"
U = —=———_, 2.62
ou w? dt? (2:62)
Las ecuaciones dindmicas que se obtienen de la Lagrangiana (2.58) son:
1 d*r d*r
———+ =5 =0 2.63
w? dtt + dt? ’ (2:63)
cuya solucién general es:
r(t) = A+ Bt + C coswt + Dsinwt, (2.64)

en términos de 12 constantes de integracion A, B, C' y D.
Al aplicar el teorema de Noether al grupo de Galileo, las correspondientes constantes del
movimiento se pueden escribir en la forma:

dU
Momento temporal H = —-T —u- e (2.65)
dU dU
Momento lineal P = R——=mu— —, (2.66)
dt dt
Momento cinematico K = mr — Pt—U, (2.67)

Momento angular J = rxP+4+uxU. (2.68)
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Al no tener la particula variables de orientacion no podemos definir la proyeccion 7T; del momento
angular de rotacién en los ejes del cuerpo.
Es precisamente la presencia de la funciéon U lo que distingue a esta particula de la particula
puntual. La magnitud S = u x U representa el espin con respecto al punto r. Encontramos en
este ejemplo més simple que el momento lineal tampoco tiene la direccién de la velocidad w, y
la estructura del espin esta ligada con la dependencia de la Lagrangiana de la aceleracion.

Si sustituimos la solucion general (2.64) en (2.65-2.68) vemos que las constantes del movi-
miento se pueden escribir en términos de las constantes de integracion,

= AxmB—-mwC x D. 2.72

H = ’;B2—m;"2(CQ+D2), (2.69)
P = mB, (2.70)
K = mA, (2.71)
J (2.72)

El momento cinemético K en (2.67) difiere del de la particula puntual (2.14) en el término
—U, de tal manera que si definimos el vector k = U /m, con dimensiones de longitud, entonces
K = 0 nos lleva de (2.67) a la ecuacion:

v g = r — k, define la posiciéon del centro de masa de la particula, que es un punto distinto de
r y que usando (2.62) viene dado por

1 d?r

E W. (2-73)

1
g=r——U-=r+
m
Tiene la forma (2) que posefa el centro de masa en términos del centro de carga en el anélisis
hecho en el preambulo de estas notas.
Las ecuaciones dinamicas (2.63) se pueden reescribir en la forma:

d’q
-2 = 2.74
1~ (274
dPr

donde (2.74) es (2.63) después de derivar dos veces (2.73), y la ecuacion (2.75) es (2.73) habiendo
puesto todos los términos en el lado izquierdo.

A partir de (2.74) vemos que el punto g se mueve en linea recta y a velocidad constante,
mientras que el movimiento de r, dado en (2.75), es un movimiento armonico isétropo de
pulsaciéon constante w, alrededor del punto gq.

El espin de la particula con respecto al centro de masa, Scas se define como

1
SCM:J—qu:J—EKXP, (2.76)

que al quedar escrito en términos de constantes del movimiento, es claramente otra constante del
movimiento. Su magnitud S? es una propiedad constante e invariante para todos los observadores
inerciales, por lo que serd una propiedad intrinseca que caracteriza a la particula. En términos
de las constantes de integraciéon se expresa como

Scym = —mwC x D. (2.77)
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A partir de su definicién, obtenemos

d dk
(r—q)=—-kxm—, (2.78)

SCM:uXU—i-kxP:—m(r—q)x% 7

y aparece como un momento angular (anti)orbital del movimiento relativo del punto r alrededor
del centro de masa g en reposo, de tal manera que el momento angular total, se escribe

J=gqxP+Scy=L+ Scum. (2.79)

Es la suma del momento angular orbital L asociado al movimiento del centro de masa y de la
parte del espin Scps. Para una particula libre, ambos L y Scas son separadamente constantes
del movimiento. Usamos el término (anti)orbital para sugerir que si el vector k representa la
posicién de un punto de masa m, el momento angular de este movimiento tiene la direccion
opuesta a la del observable espin. Pero como veremos en seguida, k no representa la posicion
de ninguna masa sino que se trata de la posicion relativa del centro de carga de la particula,
con respecto al centro de masa.

2.2.7. Interaccién con un campo electromagnético externo

Si g representa la posicion del centro de masa, entonces ;qué posicion representa el punto r?
El punto 7 representa la posiciéon de la carga de la particula. Esto lo podemos ver considerando
una cierta interaccién con un campo externo. La homogeneidad de la Lagrangiana en términos
de las derivadas de las variables cinematicas sugiere una Lagrangiana de interaccion de la forma:

L= —ed(t,7)i + eA(t, ) - 7, (2.80)

lineal en las derivadas de las variables ¢ y » y donde los potenciales externos son solamente
funciones de ¢t y r. Podriamos haber considerado otros términos de interaccién de la forma
N(t,r,u) - u, y que también las funciones ¢ y A dependieran de w y %. Sin embargo, si la
Lagrangiana de interaccién depende de w esto implica que la interaccién modifica la definicion
del observable U = mk el cual define el espin. Pero si la particula es elemental, sus propiedades
intrinsecas no pueden cambiar de tal manera que (2.80) es el término de interaccion mas general.
Es lo que se denomina el acoplamiento minimo, entre la corriente asociada al movimiento de
la carga j, con los potenciales externos en la forma j,A*, donde la corriente j, se refiere al
movimiento de la carga asociada al punto r, como veremos a continuacién. Por lo visto en la
seccion 2.1.3, ni ¢ ni A seran funciones de u, por lo que (2.80) es la interaccion mas general.
Las ecuaciones dindmicas que se obtienen de Ly + L son

1 d» dr e
ot s = (B(r) +ux B(t,r), (2.81)

donde el campo eléctrico E y el campo magnético B se expresan en términos de los potenciales
en la forma habitual, E = —V¢ —0A/0t, B =V x A. Las ecuaciones dindmicas (2.81) pueden
ser separadas en la forma,

d*q e
o5 = —(Etr)tuxB(tr), (2.82)
dz’f' 2
7 + wi(r—gq)=0. (2.83)

El centro de masa q satisface ecuaciones Newtonianas bajo la accién de la fuerza de Lorentz
externa, mientras que el punto r sigue satisfaciendo el mismo movimiento armonico isétropo de
pulsacién constante w alrededor de q. Pero la fuerza externa y los campos estan definidos en el
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Figura 2.1: Movimiento de la carga ¢ > 0 en el sistema del C.M. El momento magnético
tiene sentido contrario al espin y el momento dipolar eléctrico d = ek, es perpendicular al
espin.

punto r y no en el punto q. Ademas, es la velocidad u del punto r la que aparece en el término
magnético de la fuerza de Lorentz. El punto 7 representa claramente la posicion de la carga de
la particula.

Esta carga efectia un movimiento oscilante de muy alta frecuencia w, que para el electréon
relativista es, como veremos, w = 2mc?/h ~ 1,55 x 10*'s7!. El valor medio de la posiciéon de
la carga es el centro de masa pero este movimiento relativo da lugar al momento magnético
p de la particula, dibujado en la figura en sentido opuesto al espin, en el supuesto de que la
carga e > 0 y ortogonal al plano del zitterbewegung. Su valor es, de acuerdo con su definicion

clasica: 3 . "
u:2/r><jd3r:€k:x ~ Scu, (2.84)

2 dt  2m
donde j = e83(r — k)dk/dt es la corriente asociada al movimiento de la carga e localizada en
el punto k.

La particula también posee un momento dipolar eléctrico oscilante d = ek, perpendicular a
@y por lo tanto a S¢ps para el observador del centro de masa, tal que para tiempos superiores
a su periodo natural, su valor medio temporal es cero.

A pesar de ser éste un ejemplo no relativista, por (2.84) vemos que posee una relacion
giromagnética g = 1. Para que g # 1 es necesario que exista otra componente del espin no rela-
cionada con el movimiento de la carga. Sin embargo, es importante ver que contiene un niimero
importante de detalles que aparecen cuando Dirac hace el analisis del electron relativista ?,
donde ambos momentos g y d aparecen, dando lugar a dos posibles términos de interaccién en
el Hamiltoniano de Dirac. Regresaremos a este andlisis cuando analicemos el electron relativista.

2.2.8. Interaccién con un campo magnético uniforme externo

Consideremos la interaccion de este modelo de particula con espin (anti)orbital en un campo
magnético uniforme externo B. Es un ejemplo que puede resolverse de forma exacta. La ventaja
de un modelo Lagrangiano es que no necesitamos postular ninguna ecuacién para la dindmica del

% J.D. Jackson, Classical Electrodynamics, John Wiley & Sons, NY (1998), 3rd. ed. p.186.
* P.A.M. Dirac, The Principles of Quantum mechanics, Oxford Univ. Press, 4th ed. (1967).
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espin, la cual aparecerd como consecuencia de la dindmica de los diferentes grados de libertad.
El resultado es que para el espin con respecto al centro de masa obtendremos una ecuacién
dinamica del tipo dScp/dt = p x B, donde el momento magnético p se expresara de forma
adecuada en términos del movimiento relativo del centro de carga.

El sistema de ecuaciones (2.82-2.83) se reduce a

2 2

%:%UXB, ZT;—I—wQ(’r—q):O.
Con la definicion de las variables v = dq/dt, es equivalente a un sistema lineal de doce ecuaciones
diferenciales de primer orden para las componentes cartesianas de 7, u, ¢ y v. Si definimos la
variable adimensional 7 = wt, entonces este sistema de ecuaciones depende tnicamente del
parametro adimensional a = eB/mw que es el cociente entre la frecuencia ciclotronica |w.| =
eB/m y w, la frecuencia natural del movimiento interno.

Si tomamos el campo magnético a lo largo del eje OZ la fuerza externa es ortogonal a él. Si
llamamos g3 y 73 a las correspondientes coordenadas a lo largo de este eje, del centro de masa
y del centro de carga, respectivamente, satisfacen

d2 qs d2’l”3

—5 = 0, 5+ w(rs —q3) =0 (2.85)

cuya solucion general en términos de los valores iniciales g3(0), r3(0), v3(0) y us(0) es

q3(t) = g3(0) + v3(0)t, (2.86)
1
r3(t) = (r3(0) — ¢3(0)) coswt + ;(u?,(O) —v3(0)) sinwt 4 ¢3(0) + v3(0)t. (2.87)
Analogamente, las otras componentes del centro de masa en términos de la nueva variable de
evolucion
d’q dry  d’q dry
dr? dr’  dr? dr’

que integradas una vez obtenemos

dq dgz
—— =ary+b;, — =—ari+ by, 2.88
dr 2T dr e ( )
donde b1 y by son dos constantes de integracion con dimensiones de longitud.
Nos queda integrar estas dos ecuaciones (2.88) y las ecuaciones de las otras dos componente

del centro de carga, que aparecen como

d’l“l _ dT‘Q .

dr =Y g T (2.89)
du1 . dUQ .
g ST o= (2.90)

Como es un sistema lineal de primer orden, la matriz de este sistema en términos de las seis
variables q1, g2, 71, T2, U1 y U2, tomadas en este orden es

00 0 a 0O

00 —a 0 0O

0 0 O 0 1 0
M= 0 0 O 0 0 1|

10 -1 0 0O

01 0 -1 00
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cuya ecuacion caracteristica es A8 + 2X* 4 A2 4 a? = 0. Posee seis raices diferentes, que corres-
ponden a los seis modos normales del sistema. Si llamamos A = iz, estas variables verifican
22(1 — 2%)? = a2, por lo que si resolvemos la ecuacion ctbica z(1 — 22) = a, las seis soluciones
de la forma =iz serén los seis valores propios del sistema. Si definimos

1
k= 3 arcsin <3\£§a>, (2.91)

los seis valores propios son *iw;, 7 = 1,2, 3, donde:

wy = 2 sink, wy= —cosk — 1 sink, ws=cosk — 1 sin k. (2.92)
V3 V3 V3
Si3v/3|al/2 < 1 entonces las seis raices son imaginarias puras y el movimiento es un mo-
vimiento tri-periédico con esas tres frecuencias. En caso contrario, si existen raices reales, la
soluci6én tiene un comportamiento exponencial. En general, para el electrén, como veremos més
adelante, la frecuencia del zitterbewegung es w = 2mc? /A, y por lo tanto

a/B = e/mw = eh/2m*c* = 1,13 x 10" Y Tesla™?,

por lo que incluso con campos magéticos muy intensos, el parametro a es muy pequeno y la
solucion correspondiente es oscilatoria.

La soluciéon general del sistema completo serd una combinacion lineal de estas tres oscilacio-
nes y dependerd de doce constantes de integraciéon que se expresardn en términos de los doce
valores iniciales de la posicién y velocidad del centro de masa y del centro de carga. La forma
de la solucién para el centro de carga es:

ri(t) = AcoswiT+ BsinwiT + CcosweT + DsinwsT + E coswsT
+ F'sinwsT + ba/a,

ro(1) = BcoswiT — AsinwiT + D coswer — C'sinwaT
+ FcoswsT — Esinwst — by /a,

r3(t) = (r3(0) —g3(0)) coswt
L 5(0) — v5(0)) sinwt + 45(0) + us(0),

donde
bi/a =v1(0)/aw —12(0), b2/a = v2(0)/aw + r1(0).

Para las coordenadas del centro de masa, obtenemos:

q(r) = (1—wd)(AcoswiT + Bsinw7)

+ (1 —w3) (C coswar + Dsinwsr)

+ (1 —w?) (Ecoswst + Fsinwsr) + by /a,
(1) = (1 -w?)(BcoswyT — Asinw;7)

+ (1 —w?)(Dcoswar — Csinwsr)

+ (1 —w?) (Fcoswst — Esinwst) — by /a,
a3(t) = q3(0) +v3(0)t.

Las seis constantes A, B,C, D, E, y F', condimensiones de longitud, satisfacen el sistema lineal

1 1 1 A —v2(0)/aw
W] Wy w3 C|= —uz(0)/w ,
w? w3 w§ E r1(0) — q1(0)
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1 1 1 B v1(0)/aw
wp w2 w3 D | = u1(0)/w ,
w? w? Wi F r2(0) — g2(0)

donde ¢(0), v(0) and 7(0), u(0), son, respectivamente la posicion y velocidad del centro de
masa y centro de carga en el instante t = 0.
Si llamamos N a la inversa de la matriz que contiene a las frecuencias, resulta ser:

2 2
| [ waws (W3 —w2) Wi —ws w3 —ws
N=—_ — §-wi W —
= wiwz(w) —wsg) wi —wi wi—ws |,

wiwa(we —w1) WP — w2 Wy —wi
donde A = (w1 — w9)(ws — w3)(ws — w1 ), de tal manera que obtenemos la expresion final de las
constantes de integraciéon en términos de las condiciones iniciales.
A orden més bajo en el parametro a, puesto que k ~ v/3a/2, los modos normales son:
a 3a? a 3a?

wi=a+0(a3), wy=-1- 5 + 5 +0(a®), wy=1- 5§ + 0(a®). (2.93)
En términos de los parametros fisicos, y en la evoluciéon temporal, estas frecuencias normales
son, a orden mas bajo:

w 3w? w 3w?
w1 = We, wz:w—f—&;, wz:w—i—f—&;, (2.94)

donde w. = eB/m y w son la frecuencia ciclotronica y la del zitterbewegung, respectivamente.

Para expresar estos valores iniciales en términos de parametros fisicos, como el radio del
movimiento interno Ry, el radio ciclotronico R., la velocidad del centro de masa v o la frecuencia
del zitterbewegung w, consideremos un electréon que se lanza con velocidad v, perpendicular al
campo magnético uniforme externo B. Tomamos el plano XOY de tal manera que la posicion
inicial del centro de masa esta en la coordenada R. = —vm/eB sobre el eje OX, y la velocidad
inicial v es a lo largo de la direccion positiva del eje OY. Con este convenio, el centro de
masa efecttia una precesion alrededor del eje OZ con una velocidad angular |w,| en la direcciéon
positiva. Para una particula de carga positiva la posicion inicial se habria tomado en —|R,|
sobre el eje OX y la velocidad angular irfa en sentido negativo del eje OZ.

La posicion inicial del centro de carga se caracteriza por los tres parametros ¢, 6 y ¢, donde
0 y ¢ representan la orientacion inicial de la velocidad angular interna w, y el parametro ¢ es la
fase inicial del centro de carga como se muestra en la Figura 2.2. Con todos estos valores nulos,
w apunta a lo largo del eje OZ y la posiciéon del centro de carga es el punto R, + Ry sobre el

eje OX.
Estos valores iniciales, escritos en forma matricial son:

R, R, Ry

q0)=1 0 |, r0)={ 0 | +Roz(¢)Roy(@)Roz(¥) | 0 |,
0 0 0
0 0 0

v0)=|v ], u0)=|v]|+ ROZ(¢)ROy(0)ROZ(¢) wRy |,
0 0 0

donde Roz () representa una rotacion en sentido activo, de valor av alrededor del eje OZ. Como
el espin antiorbital tiene su orientaciéon opuesta a la de la velocidad angular, su valor inicial es

0
Scar(0) = Roa(9)Roy(60) | 0 | (2.95)
=S
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Figura 2.2: Fase inicial ¢) del centro de carga y orientaciéon inicial (6,¢) de la velocidad
angular w.

donde S = meg. Entonces, las condiciones iniciales para determinar los coeficientes de la
soluciéon general son:

—v2(0)/aw R. v1(0)/aw 0
—uz(0)/w = | aR.—aRy |, u1(0)/w =|Ro |,
r1(0) — q1(0) BRo r2(0) — ¢2(0) 0Roy
donde R, = —vm/eB, w. = —eB/m = —aw, como anteriormente, y los parametros constantes:

a = —sing¢gcosfsiny + cos ¢ cosy,
B8 = cos¢cosfcosy — sinpsin,
v = —cos¢@cosfsiniy — sin ¢ cos,
0 = sin¢coshcos + cospsin.

A orden mas bajo en a, las frecuencias son:

3 3
wl—w2:1+§a, Wy — w3z = —2, w3—w1:1—§a,
a a
w1+w2:—1+§, w2 + w3 = —a, w3+w1:1+§,

a (12 a
wlwgz—a<1+§>, W2W3:—<1—4>, W3W1:CL<1—§),

y la inversa de la matriz N, a orden O(a?), es

1+ 2a? —a —1—9a%/4
N=| a/2—-a*> -1/2+a/2-3a*/4 1/2—3a/4+ 9a?/8
—a/2—a* 1/2+4+a/2+3a%/4 1/2+ 3a/4+ 9a%/8

De esta forma, los coeficientes de la solucién general, a primer orden en a, son:

A = R.— BRy+ aRpa,
B = —Ry(ay+9),
Ry aRy

C = 7(04—!— B) — T(204+ 35),
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R R

D = 70(5—7)+%(2’v—35),
R R

B = SXB-a)+ (36 - 20),
R R

F = 70(5+7)+%(27+35),

y los coeficientes
bl/a:—(SR(), bg/a:ﬂRo.

Este movimiento depende del radio ciclotronico R, a través del parametro A, y el resto de
los términos dependen del radio interno Rj.

La solucion general, despreciando términos de orden a Ry, se puede escribir en forma vectorial
como:

R. Ry
r(0) = Roset) | 0 |+ (I~ Roslewe) Rio,0,0) | 0
0 0
wet Fo
b Rou (-5 ) R0+ w0) | 0|+ Olar)
0

donde T es la matriz unidad 3 x 3 y R(¢,0,v) = Roz(¢)Roy(0)Roz(). Los dos primeros
términos representan el movimiento del centro de masa a este orden de aproximacién, mientras
que el tercero es precisamente el movimiento relativo del centro de carga alrededor del centro
de masa. La contribucién a orden aRy, que hemos despreciado, se puede escribir como:

O(CLR())
wet 0
= —J, [Roz(wct)ﬁ((b, 0,7) — Roz (—;) R(p,0,¢ + wt)] aRy
0
. aRy
t ot
2 | R (< R0 |0 )]
0
donde
0O -1 0
J.,=|1 0 0],
0O 0 O

es la matriz 3 x 3, generadora de las rotaciones alrededor del eje OZ. Los dos primeros términos
representan la correcciéon a este orden, del movimiento del centro de masa, y el tercero es
la correcciéon del movimiento relativo interno. La presencia del generador J, en este término,
implica que esta correccién no produce ninguna contribucién al movimiento alrededor del eje
OZ. La solucién alrededor de OZ es exactamente:

q3(t) =0, r3(t) =—Rosinf cos(wt + 1), (2.96)

es decir, un movimiento armoénico de amplitud Rgsin6, y frecuencia w.
La posicién relativa del centro de carga con respecto al centro de masa verifica:

Ry
k(t) = Roz <—w;> R(¢,0,% +wt) | O
0
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aR()

i t et
_Jz Sln(w )ROZ <_w> R(¢’ 97¢) 0 ’ (297)
2 2
0
y si despreciamos las contribuciones al orden aRy, se reduce al primer término

wet Ro
k(t) ~ Rox <—2) R(g. 0, +wt) | 0 |, (2.98)

0

que representa una oscilacion con la frecuencia natural w del zitterbewegung alrededor del eje
inicial del espin, y con una precesion hacia atréas con la velocidad angular w./2.

Figura 2.3: Movimiento del centro de masa y centro de carga (en rojo) de una particula
negativamente cargada, en un campo magnético uniforme. El espin con respecto al centro
de masa precesa en sentido contrario del movimiento ciclotrénico y con la mitad de la
velocidad angular. La velocidad del centro de masa es perpendicular al campo.

La trayectoria de los centros de masa y carga se ha dibujado en la Figura 2.3, donde el
movimiento rizado representa la trayectoria del centro de carga.

Para el estudio de la dindmica del espin con respecto al centro de masa, sustituiremos la
soluciéon general en su definicién analitica

dk(t)

dt ’
donde lo tnico que tenemos que calcular es la derivada (2.98). Para este calculo, tenemos que
tener en cuenta que

Scm(t) = —mk(t) x (2.99)

Roz(wt) = exp(J,wt),

y por lo tanto .
Roz(wt) = exp(Jwt) Jyw = Rog(wt) Jw = Jw Roz(wt).

Tomando la derivada de (2.98) obtenemos los siguientes términos:

—weRy/2
% Rea (<2 LR 0w +wt) [ 0
dt 2 0
wet 0
T Res (—;)w,e,wwt) Wy |, (2.100)

0
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donde
0 Ry
wRy | =wd, | 0 |. (2.101)
0 0

De todos estos términos, el primero es de orden w.Ry = vRy/R. = awRy = ac, que incluso con
campos magnéticos intensos se puede despreciar.
La dinamica del espin con respecto al centro de masa se reduce a:

0
Seu(t) = Roy <—°"2t> R6.0,0+wt)| 0 | =R <—°"2t> Sem(0),  (2.102)
—mwR3

donde Scar(0) viene dado en (2.95). El espin con respecto al centro de masa precesa hacia
atrés con la mitad de la velocidad angular del movimiento ciclotrénico mientras que su valor
absoluto permanece constante a este orden de aproximaciéon. En la Figura 2.4 representamos
esta evolucién durante el mismo intervalo temporal que la de la Figura 2.3 con una orientaciéon
inicial 8 = 30° y ¢ = 90°, donde podemos observar, ademas de la precesién con velocidad
angular constante, una pequena nutacién, al siguiente orden de aproximacién.

Figura 2.4: Precesion del espin con respecto al centro de masa S¢y, alrededor del eje OZ.

La energia del sistema es
H=-T—-u-— (2.103)
que sepuede expresar como:
2 2.0\ 2 3
m (dr m [(d°r mdr d°r
H=—|—| —— | — —— - —= +eV(r,t
2 (dt) 2w2<dt2> g as TV,
y, como V(r,t) = 0 en presencia de un campo magnético constante, resulta:
2 2 2 2
m (dq m (dk mw?® 5, (P —eA)
H=_—_(2) -2 (=2) - =2 g2+ =Y g 2.104
2(dt> 2<dt> 2 om0 (2.104)
A orden mas bajo, la contribucién proviene de

R, Ry
q(t) = Roz(wet) [ 0 | + (I —Roz(wet)) R(¢,0,9) | 0
0 0
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J 0 wCRO
d—(t] =Roz(wet) | v | — Roz(wet) J. R(4,0,7) 0 )
0

Por lo tanto

de tal manera que teniendo en cuenta (2.97) y (2.100)

dq 2 wCRo 2
<dt> = v’ 4+ | . R(¢,6,) 0
0

0 cho

] () W,@,w)( ; )]

0 0

2

(f;:) :w2R%+

—WCR()/Q 2
JZR(¢,9,¢+wt)( 0 )]

0
_Wc}%O/2 0
+2 [Jz R(9,0,v + wt) ( 0 ) | R(0,0,9 + wt) (WRO)
0 0
Como
B(t) ~(t) cos ¢sin 6
R(¢,0,¢ +wt) = o(t) a(t) singsinf |,
—sinf cos(wt + 1) sinfsin(wt + 1) cos 6
—0(t) —a(t) —singsind
LR(G,0,6+wt) = [ BE) At  cososing |,
0 0 0
donde
a(t) = —sin¢gcosfsin(y + wt) + cos ¢ cos(¢ + wt),
B(t) = cos¢cosbcos(y) + wt) — sin ¢sin(y) + wt),
v(t) = —cos¢cosbsin(y + wt) — sin ¢ cos( + wt),
d(t) = sin¢cosbcos(y + wt) + cos psin(y + wt)
entonces

wCRO —(S(t)
W,e,wm( : )%RO(M )
0 0

En consecuencia

2
(Cflf) = 0"+ wZRH(6(0)” + B(0)%) — 20weRo(0),

2
(45) = whs+ 2586507 + 80 + s RY6(60(0) — Blo)alo),
Como
S(6)3(8) — A(Byalt) = — coss.
5(0)2 4+ B(0)2 = 1 — sin? @ cos® 1),

5(t)? + B(t)? =1 — sin? 6 cos® (¢ + wt),
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si expresamos w, en términos del parametro a, w. = —aw, en el caso del electréon wRy = ¢, la
energia a orden mas bajo en a es:

2
H:Ho—a(mc cos 6

- mvcﬁ(()))
2me’ > 1

- (0000 + 507 - 007 + 500

Al orden mas bajo, la energia de interaccién se puede poner como:

+a

1 B mc?
H]:—famC2COSQZ—LECOS(9:—yJ-B, (2.105)
2 2m w
y como S = mwR2 = mc?/w, S, = —S cos 6, implica que
eS cosf eS,
_ _ 2.1
He 2m 2m’ (2.106)
o bien .
=—-——=Scum- 2.107
p=—5-Scm (2.107)
La energia de interaccién se puede también escribir como:
B —
Hi=-8cosh= "B Scn = —2. Se, (2.108)
2m 2m 2

i.e., como el producto escalar del espin con respecto al centro de masa y la velocidad angular
de precesion del espin.

Desde otro punto de vista, si suponemos que la relaciéon entre el espin y el mo-
mento magnético viene dada por (2.107), y que la dinamica del momento angular
con respecto al centro de masa viene dada por la ecuaciéon del momento

ds e
oM =puxB=——Soy xB=Qx Scyuy.
dt 2m
La velocidad angular constante de precesion del espin, es la frecuencia angular de
Larmor
B _ w
2m 2’
ya que w. = —eB/m, i.e., de valor mitad y direccion opuesta a la velocidad an-

gular ciclotrénica, como se pone de manifiesto en la Figura 2.4. Esto produce la
contribucién a primer orden, ya que a este orden el espin conserva su valor absoluto.
Sin embargo, esta hipotesis no contiene los términos adicionales de correcciéon a los
modos normales w;, que pueden ser relevantes en procesos de alta energia, y que se
pueden obtener usando la solucién general exacta.

2.2.9. Particula Galileana con orientacion

Otro ejemplo simple de particula con espin es aquél en el que el espin estd relacionado con
las variables de orientacion.

Desde el punto de vista matematico, el espacio cinematico es el X = G/R3, donde R =
{R3,+} es el sugbrupo Abeliano de las transformaciones Galileanas puras con velocidad cons-
tante. De esta forma, las variables cinematicas son x = (¢,7, p), que se interpretan como el
tiempo, la posicién y la orientaciéon, respectivamente.
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Una Lagrangiana para este espacio cinemdtico tiene la forma general
L=Ti+R #+ W w.

Debido a la estructura del exponente (2.235), la funciéon gauge es la misma que en los ejemplos
anteriores. La relacion general (2.55) nos lleva a que W x w = 0, ya que la Lagrangiana
es independiente de @, y por lo tanto W y w son colineales. De acuerdo con la forma de
transformar de la Lagrangiana, el término W - w es invariante Galileano y como W y w son
colineales, podemos tomar W ~ w y una posible Lagrangiana puede ser de la forma:

Las diferentes constantes del movimiento Noetherianas son

m (dr\® T 2

K=mr—Pt, J=rxP+W,

donde u = dr/dt es la velocidad del punto 7, y © = w/% is la velocidad angular en términos de
la evolucion temporal, frente a la w que representa la velocidad angular pero no con respecto
al tiempo sino con respecto al pardmetro de evolucién arbitrario 7. El punto r se mueve con
velocidad constante y representa tanto la posiciéon del centro de carga como la posiciéon del
centro de masa. El espin con respecto al centro de masa es el observable S = W que satisface
la ecuacion dindmica dS/dt = w x S = 0, y por lo tanto, el sistema cartesiano local asociado
al punto r rota con velocidad angular constante €2.

El espin toma el valor constante S = I€2, y cuyo valor absoluto es independiente del obser-
vador inercial. El pardmetro I juega el papel de momento principal de inercia, lo que sugiere
una proporcionalidad directa entre el espin y la velocidad angular, lo que corresponde a un
sistema mecénico con simetria esférica. Podriamos asociar un cierto tamano a la particula ya
que sugiere que posee un radio de giro Ry, relacionado con los otros pardmetros por I = mR2.

Este modelo corresponderia clasicamente a un soélido rigido con simetria esférica (los tres
momentos principales de inercia iguales) de tal manera que las variables de orientacion p descri-
ben la orientaciéon de sus ejes principales de inercia. Es una particula de seis grados de libertad.
Tres representan la posicion del centro de carga r y los otros tres p, la orientaciéon de un siste-
ma cartesiano, comévil, ligado al punto . Como no hay dependencia de la Lagrangiana de la
aceleracion los centros de carga y centro de masa, son el mismo punto.

Para el observador del centro de masa no existe corriente asociada la movimiento del centro
de carga, por lo que no es posible asociarle ni momento magnético ni momento dipolar eléctrico.
Por lo visto en los ejemplos anteriores, las propiedades magnéticas de la particula estan asociadas
con la parte del espin relacionada con el zitterbewegung, y estdn ausentes en este modelo de
tipo solido rigido.

PARTICULAS RELATIVISTAS

2.3. Particula puntual relativista

El grupo cinemaético asociado al Principio de Relatividad Restringido es el grupo de Poincaré.
Ver el Apéndice al final del capitulo sobre el grupo de Poincaré para la notacién y propiedades
que vamos a usar en este capitulo.

Consideremos un espacio cinematico caracterizado por las variables (¢,7) = x, con dominios
t € R, r € R?, similares a los parametros del grupo b y a, respectivamente. Este espacio
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cinemético es la estructura cociente X = P/L, donde P es el grupo de Poincaré y el subgrupo
L es el grupo de Lorentz. Supondremos que son funciones de un cierto parametro de evolucion 7
y que en cualquier instante 7 de la evolucién dos observadores inerciales cualesquiera relacionan
sus medidas espacio-temporales mediante la accion del elemento del grupo g = (b, a,v, ) € P,
dada por:

(1) = (1) +7(v- R(p)r(r) /¢ +b, (2.110)
/ _ '72
r'(r) = R(M)"“(T)+’th(7)+7(1+7)62(’0 R(p)r(7))v + a, (2.111)

Estas variables se interpretan como el tiempo y la posicién de la particula. Si el parametro de
evolucion 7 es invariante bajo el grupo tomando las derivadas con respecto a 7 de (2.110) y
(2.111) obtenemos la ley de transformacion de las derivadas de las variables cineméticas

'(r) = A7) +7(v- R(p)i(r))/c?, (2.112)
. _ . , 72 .
(1) = R(p)r(1)+~yvt(r) + 7(1 e (v- R(p)7(1))v. (2.113)

La velocidad del punto w = dr/dt transforma entre observadores inerciales como

2
L R(pu(r) 40+ —L (v R(p)u(r)v
)= (1 +7)e
M=% T+ v Riw) u(r)]@) ' (2.114)

De la misma manera obtendriamos la ley de transformacién de las sucesivas derivadas tempo-
rales, como la aceleracion, etc.
Si a partir de (2.114) calculamos el modulo de la velocidad, resulta:

2_ 2
2 i 5+ 2 (2.115)
Y (L+v-R(p)u(r)/c?)
En principio el valor de la velocidad del punto no esta restringido, pero si u < ¢ entonces u’ < ¢
para todo observador inercial, y lo mismo si v > ¢, v/ > ¢ y también si u = c resulta que
u' = c. La formulacion relativista nos brinda la descripcion de tres tipos diferentes de particulas
puntuales, segin que su velocidad v sea u < ¢, u = ¢ 0 u > ¢, para todo observador inercial.
Para los casos © = ¢y u > ¢ no es posible encontrar un observador en reposo respecto de ellas,
ya que el parametro v del grupo de Poincaré satisface v < c.
No existen ligaduras entre estas variables y solamente la homogeneidad de la Lagrangiana
en términos de las derivadas de las variables cineméticas nos reducen de cuatro a tres el ntimero
de grados de libertad de la particula. Esta homogeneidad nos lleva a la forma general:

L=Ti+R-7, (2.116)

donde T = L /Oty R; = oL /07 son todavia funciones desconocidas de las variables cineméticas
y de sus derivadas, tanto si la particula es libre o estd en interaccién. Ademaés, son funciones
homogéneas de grado cero de las derivadas de las variables cineméticas, por lo que son funciones
de (t,7,u) y debido a esta homogeneidad no son totalmente independientes pues satisfacen como
en el caso Galileano las ecuaciones (2.6).

2.3.1. Particula puntual libre

Si la particula es libre, las ecuaciones dindmicas son invariantes bajo P, y también la La-
grangiana porque el grupo de Poincaré no posee exponentes no triviales y las posibles funciones
gauge asociadas a su transformacion son nulas.
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Desde el punto de vista de las transformaciones infinitesimales, como Eo(t,'r,i, 7) depende
de estas variables que transforman segtn (2.110-2.113), los diferentes generadores del grupo de
Poincaré al actuar sobre funciones de estas variables son:

9 . r 0 7 0
H—a, P=V, J=rxV+4+7xV,, K_*za"' v+787+tv

como en el caso Galileano, salvo el generador de los boosts K, que tiene una estructura diferente
porque la transformacion de velocidad v afecta no solo a las variables espaciales » y 7 como en el
caso Galileano, sino que también a las variables temporales t y t.

Si HLo = 0 y PLO =0, 1mp11ca que Lo no es funcién de ¢ ni de 7. Ademés JLo = 0 implica
que es funcion de 72 y también de { para ser homogénea de grado 1. Finalmente, si es invariante
bajo los boosts Lorentzianos K Lo = 0, lo que implica que

7 8 ~
que nos lleva a que Lo es una funcién arbitraria de ¢*2 — 72. Ademas hay que exigirle que sea
homogénea de grado 1 en estas derivadas y que tenga dimensiones de accién. Una posibilidad es que
sea de la forma sv/c2{2 — 72, con s un parametro de dimensiones de masax velocidad, por ejemplo

mec.

Como la Lagrangiana es invariante bajo P, desde el punto de vista de transformaciones
finitas, las funciones T' y R transforman bajo P en la forma:
T = T —~(v-R(u)R), (2.117)
-2
I+~

R = R(uwR—~vT/c* + (v- R(u)R)v/c%. (2.118)
Donde vemos que, al no depender estas ecuaciones de b y a, las funciones T' y R son invariantes
bajo traslaciones y, por lo tanto, independientes de ¢ y de r.

Los momentos conjugados de las variables generalizadas ¢; = r; son p; = 850 /07, v las
constantes del movimiento Noetherianas se calculan de forma similar al caso Galileano. La
unica diferencia es que ahora la funcién gauge es nula, y para el calculo del momento cinemético
tenemos que las transformaciones infinitesimales son §t = 7 - §v/c?, M; = r;/c* and §r = tév,
M;; = td;; por lo que obtenemos:

Momento temporal H = -T, (2.119)
Momento lineal P = R=p, (2.120)
Momento cinematico K = Hr/c? — (2.121)
Momento angular J = 7 x P. (2.122)

La energia (momento temporal) y el momento lineal transforman como:

H'(r) = ~yH(T)+~(v- R(p)P(7)), (2.123)

2

/ v g
Es decir, como las componentes de un tetravector contravariante P* = (H/c, P). Los
observables cK y J son las componentes esenciales del tensor antisimétrico J* = —J"* =

oHPY — 2V PP K = J0 y T = e JU)2.

Tomando la derivada 7 del momento cinematico, K = 0, obtenemos que P = H7 /Pt =
Hu/c?, donde u = 7/t es la velocidad de la particula y el punto r representa tanto la posicion
de la carga como el centro de masa.

Las seis condiciones P = 0 y K = 0, implican © = 0 y » = 0, de manera que la particula
estd en reposo y localizada en el origen del sistema de referencia, como en el caso no relativista.
Denominamos a estos observadores la clase de observadores del centro de masa.
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De (2.123) y (2.124) vemos que la magnitud (H'/c)2 — P> = (H/c)? — P? es invariante
Poincaré y ademés una constante del movimiento. Como P? = (H/c)?u?/c?, con u < ¢, esto
implica que este invariante sea definido positivo, de dimensiones masaxvelocidad al cuadrado,
y lo escribamos como el cuadrado (mc)? en términos de una magnitud constante, la masa
de la particula que la tomamos como el nimero positivo m. Despejando H, obtenemos dos
posibilidades

H=+mc?(1 —u?/?) ™% = £y (u)mc?.

De aqui que P = +vy(u)mu. Vamos a ver que el signo de H, que puede ser positivo o negativo,
es otra propiedad invariante Poincaré.

Para el observador del centro de masa, P = 0, por lo que H = +mc?®. Si H > 0 para el
observador del centro de masa, entonces de (2.123) se tiene que para cualquier otro observador,
H' =~+H > H >0, pues v > 1. Si H < 0, entonces también H = yH < H < 0. El signo de H es
otra propiedad invariante entre observadores.

La velocidad u < ¢, porque en caso contrario H seria imaginario. Si u > ¢ el invariante (H/c)? —
P? < 0y no es posible definir la masa en reposo de la particula. Si sustituimos las expresiones
de T'y R en (2.116), obtenemos dos posibles Lagrangianas para una particula puntual libre de
masa m, caracterizadas ademas, por el signo de H

Lo = FmeV 22 — 2. (2.125)

La particula que describe la Lagrangiana (2.125) con el signo +, posee un momento temporal
H <0, yladesigno —, H > 0. Particulas y antiparticulas aparecen de forma més simétrica en
la formulacion relativista. Si desarrollamos la Lagrangiana al orden més bajo en u/c, en el caso
H > 0, obtenemos

m 7>
2

Lo = —mc*t +

por lo que el primer término —mc?t es equivalente al término Galileano —Hgt de (2.18). La
Lagrangiana con H < 0 posee como limite de baja velocidad —(m/2)72/t que no aparece
descrita como un posible ejemplo en el caso Galileano. Ver la seccién 2.7 para la diferencia
entre particulas y antiparticulas por lo que respecta a su interaccion.

El espin con respecto al centro de masa se define similarmente al caso no relativista

2
SCMEJ—qu:J—%KxP:O, (2.126)

es nulo, por lo que la particula puntual relativista no posee espin.

2.4. Particulas relativistas con espin

Los espacios homogéneos de mayor dimensiéon de P, pueden ser parametrizados por las
variables (t,7,u, p), donde el parametro velocidad w puede ser v < ¢, u = ¢, o bien u > ¢,
por lo que el grupo de Poincaré describe tres tipos maximales de particulas con espin. Las
denominaremos, de acuerdo con el valor de este parametro, por los nombres siguientes: al primer
grupo, en el que la carga de la particula se mueve con u < ¢, le llamaremos bradién, a partir del
griego Bpadvus que significa lento. Los bradiones son por lo tanto aquellas particulas elementales
cuya posicion de la carga r nunca alcanza la velocidad de 1a luz. A la segunda clase de particulas
con (u = ¢) las denominaremos luxones puesto que el punto r se mueve siempre a la velocidad
de la luz para todo observador, y finalmente, a las del tercer grupo que como u > ¢, las
llamaremos taquiones, a partir del griego Taxvs, rapido.
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Para el segundo grupo hemos usado el nombre latino de luxones en vez del griego fotones,
porque en este grupo, ademas de describir fotones clasicos con espin también vamos a encontrar
la descripcion clésica del electron. Esta clase de particulas relativistas y los taquiones no poseen
equivalentes no relativistas.

La primera clase corresponde a particulas cuyo espacio cinematico es todo el grupo de
Poincaré y produce modelos que van a tener correspondencia, en el caso de baja velocidad frente
a ¢, con los modelos que se analizan en el caso Galileano. De acuerdo con el anélisis hecho en el
preambulo sobre el movimiento del centro de carga, cuya velocidad debe ser inalcanzable para
todo observador inercial, es precisamente al grupo de luxones al que vamos a dedicar el estudio
que sigue. Quienes quieran analizar otros ejemplos relativistas, en particular los taquiones,
pueden consultar el libro del autor. En el caso de los taquiones no es posible encontrar modelos
que al ser cuantizados tengan espin 1/2.

2.5. Luxones

Consideremos aquellas particulas elementales cuyo espacio cinemético esta formado por las
variables (t,7,u,p) de dominios t € R, » € R3, p € R?, y u € R3 pero con u = ¢. Como u = ¢
vamos a denominar a esta clase de particulas con el nombre de Luxones. Esta variedad es un
espacio homogéneo del grupo de Poincaré P. En efecto, consideremos el punto de esta variedad
x = (0,0,u,0). El grupo que lo deja invariante (the little group) es el subgrupo uniparamétrico
V. de transformaciones de Lorentz puras en la direccion del vector w. Entonces X ~ P/V,,
resulta ser un espacio homogéneo de dimensién nueve.

Para estas particulas, las variables ¢, r transforman de acuerdo con (2.110) y (2.111), respec-
tivamente. Sus derivadas como en (2.112) y (2.113). Para la velocidad u la forma de transformar
(2.114) y de su moédulo (2.115) por lo que si u = ¢ para un observador, esto implica v’ = ¢, para
todos por lo que la variedad dada es un espacio homogéneo de P.

La forma general de transformacion de las variables de orientacion p, se obtiene de (2.247)
pero ahora las funciones F' y G, que involucran factores -y(u), se hacen infinitas en el limite
u — ¢, pero su cociente tiene un limite finito que nos lleva finalmente a

plr) = 1 p(r) = x p(7) + Fe(v, p;u(7), p(7))
1—p-p(7) + Ge(v, s u(r), p(7))

donde las funciones F'. y G, vienen dadas por:

: (2.127)

7(v)
(1 +7(v))e?
ux (vxp)+(uxp)xv +(u-p)(vxp)
(uwx p)(v-p)+ (uxp)x(vxp), (2.128)

[uxv+u(v-p)+v(u-p)

FC('Uv [ u7p)

+ +

7(v)
G ; = ——————|u- (v x < (u x
c(v, u;u, p) 1702 [u-v+u-(vxp)+v-(uxp)
— (- p)(v- )+ (ux p)- (v x ). (2.129)
Como u' = u = ¢, el valor absoluto de la velocidad es invariante lo cual significa que u’ puede
ser obtenido a partir de u mediante una rotacion:

u' = R(p)u, (2.130)
donde el pardmetro ¢, que caracteriza a esta matriz de rotacién, es
Cpt Fo(v,piu(r),0) P+ arpelu X vt u(v-p) 4w (v )

14 Ge(v, p;u(r),0) 1+W[u-v+u-(vxu)]

¢ (2.131)
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La ecuacion (2.127) corresponde a

1—¢-p
y si son €} los tres vectores unidad columna que configuran la matriz ortogonal R(p), y e; los
tres vectores unidad columna que configuran la matriz ortogonal R(p), esta relacion equivale a

e, = R(p)e;, i=1,2,3,

(2

con la misma ¢ en ambos casos, como en (2.131).

Puesto que la variable u(7) = ¢, durante toda la evoluciéon y para cualquier observador,
podemos encontrar dos tipos distintos de particulas. En efecto, si derivamos con respecto a 7 la
expresion de u? = ¢2, obtenemos que 4t(7) - u(7) = 0, es decir, particulas para las cuales siempre
u(7) = 0 que como veremos son particulas masa nula, y particulas para las que @(r) # 0
pero es siempre ortogonal a u. Estas particulas corresponden a objetos con masa cuya carga
se estd moviendo siempre a la velocidad constante ¢, y cuyo centro de masa se va a mover con
velocidad inferior a c. Este tipo de particulas son consistentes con lo analizado en el preambulo,
para objetos elementales cuyo centro de carga y centro de masa son puntos diferentes.

2.5.1. Particulas sin masa. (El fotén)

Si 4 = 0, u es constante y el punto r sigue una trayectoria rectilinea con velocidad constante.
Por lo tanto las variables cineméticas se reducen a (¢, r, p) con los mismos dominios y significados
habituales de tiempo, posicion y orientacion, respectivamente. Las derivadas ¢ y 7 transforman
como (2.112) y (2.113) y, en vez de la variable p vamos a utilizar la variable w definida en (2.35)
y que transforma bajo P:

W'(1) = R(p)w(7), (2.133)
donde de nuevo, ¢ viene dada en (2.131).

En efecto, a partir de (2.132), como @ = 0, si tomamos la derivada 7 de ambos miembros,
R(p') = R(¢)R(p),

y la matriz antisimétrica Q = R(p)RT (p) posee por componentes esenciales las componentes del

vector velocidad angular w,
0 —Ws Wy
Q=1 w. 0 —ws |. (2.134)

—Wy Wz 0
Podemos ver que transforma
@ = R(pR"(p') = R@)R(p)R" (p)R" (¢) = R(¢)2R" (),

y esta transformacion de la matriz conduce a que sus componentes esenciales transformen de
acuerdo con (2.133).

Para esta particula no existen ligaduras entre sus variables cinematicas, y como u = 0, la
forma més general de su Lagrangiana utilizando la homogeneidad, es

L=Ti+R -7+ W w. (2.135)

Las funciones T = dL/8t, R; = OL/di", W; = L/, sersn funciones de (¢, 7, p) y funciones
homogéneas de grado cero de las derivadas de las variables cinematicas (£, 7, w). Como { # 0 las
podremos expresar en términos de u = 7/t y de £ = w/#, que son efectivamente la velocidad y
velocidad angular de la particula, respectivamente. Si la particula es libre, la invariancia de la
Lagrangiana bajo P, nos lleva a que estas funciones transformen bajo P:

T'=~T —~(v- R(p)R), (2.136)



2.5. LUXONES 99

2
R = R(u)R — yoT/c* + (1—277)02(” - R(p)R)v, (2.137)
W' = R(¢p)W. (2.138)

Son invariantes por traslacién y por lo tanto independientes de ¢ y de 7. Son por lo tanto
unicamente funciones de (u, §2), con la ligadura u = ¢. La invariancia bajo rotacién nos prohibe
la dependencia explicita de p, de tal manera que la dependencia en las variables p y p, lo es a
través de la velocidad angular w, como hemos comentado en la seccién 2.2.

El teorema de Noether nos da lugar, como anteriormente, a las siguientes constantes del
movimiento:

Momento temporal H = -T, (2.139)
Momento lineal P = R, (2.140)
Momento cinematico K = Hr/c2 —Pt—W x u/c?, (2.141)
Momento angular J = rx P+ W. (2.142)

En este caso no existe en el momento angular el término del zitterbewegung u x U, porque la
Lagrangiana no depende de la %. La particula, localizada en el punto r, se mueve en linea recta
a la velocidad de la luz, por lo que no es posible encontrar un observador inercial que la vea en
reposo. Para cualquier observador inercial P # 0. A pesar de no existir el observador del centro
de masa, definimos el espin como el momento angular de la particula con respecto al punto 7,
mediante la expresion: S=J —r x P =W,

Si tomamos en (2.142) la derivada con respecto a 7, obtenemos dS/dt = P x u. Como Py
u son dos constantes del movimiento, entonces el espin tiene una derivada temporal constante.
Representa a un sistema mecédnico con un espin que crece continuamente. Esto no es lo que
entendemos por un sistema elemental salvo que esa constante sea cero y dS/dt = 0. Entonces
el espin es constante y como P y u son vectores no nulos, deben ser necesariamente vectores
colineales, aunque no sabemos todavia su orientacién relativa, ni la expresién de P en términos
de wu.

El momento temporal y el momento lineal son las componentes de un tetravector y junta-
mente con el espin transforman como

H =~H +~(v - R(p)P), (2.143)

2
P = R(u)P +~yvH/* + (1—?77)02(0 - R(p)P)v, (2.144)
S’ = R(¢)S. (2.145)

La relacion entre Py w se obtiene a partir de (2.141), tomando la derivada con respecto a 7y
con la condicién de que el espin, que se reduce a W, es constante, K=0= Hi/c? — Pt, es
decir, P = Hu/c%. Tomando ahora el producto escalar de esta expresion con u obtenemos que
H=P-u.

A partir de (2.143) y (2.144), la magnitud (H/c)?> — P? es una propiedad invariante y
constante del movimiento, que debido a la relacién entre sus términos, es idénticamente nula.
La particula es de masa nula. Para esta particula, ambos observables H y P son siempre no
nulos para todo observador inercial. En caso contrario, si se anulan para un observador se anulan
para todos. Por (2.145), 52 es otro invariante y constante del movimiento, por lo que juntamente
con la masa nula es otra propiedad intrinseca de la particula.

La parte de la Lagrangiana Tt + R-+ = —H{+ P -7, puede ponerse como —(H — P-u)f = 0,
por lo que es idénticamente nula. La Lagrangiana se reduce solamente al tercer término que es
de la forma S-w. Una particula de masa nula que se mueve en linea recta a la velocidad de la luz,
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necesariamente tiene que venir caracterizada por variables de orientacion, pues en caso contrario
L = 0, es decir, los fotones necesariamente van rotando. La formulacion relativista prohibe
la existencia de particulas puntuales que se mueven en linea recta a la velocidad de la luz.

Vemos a partir de (2.130) y (2.145) que la magnitud adimensional ¢ = S - u/Se, es otro
invariante y constante del movimiento, y lo que esperamos es que la Lagrangiana sea una funcion
explicita de él y de S. Teniendo en cuenta la forma de transformar bajo P de u, w y S, dadas en
(2.130), (2.133) y (2.145) respectivamente, resulta que el espin debe ser necesariamente funcion
vectorial de u y w. Por otra parte, la Lagrangiana debe ser funcién explicita y homogénea de
grado uno de todas las derivadas de las variables cinematicas, luego S tiene que ser una funcion
homogénea de grado cero de £ y 7.

Si el espin no es transversal, como ocurre con los fotones reales, entonces S = € Su/c con
e = £1, por lo que la Lagrangiana queda finalmente:

L= <65) rw. (2.146)

c t

Para esta Lagrangiana, el momento temporal es H = —az/éhi: S - Q, donde Q = w/t es
la velocidad angular de la particula. El momento lineal es P = OL/0r = €S /c, y como Py
u son colineales, 2 y u deben ser también colineales. Si H es positivo, entonces 2 = eQu/c.

Esto significa que la energia H = SQ) = S2nv. Para los fotones, segun Planck H = hv, y
por lo tanto S = h/2v = h y el foton es un boson. De esta forma la frecuencia de un foton es
la frecuencia de su movimiento de rotacién alrededor de la direcciéon de su desplazamiento, en
el mismo sentido si € = 1 y en sentido contrario si € = —1. Vemos que el espin es constante
y no es finalmente funcién de la velocidad angular, aunque para particulas con H > 0 tiene
la misma direccién que ésta. Conviene observar que no hay dependencia entre ellos, porque S
es invariante bajo P mientras que §2 no lo es. Al cambiar de observador el espin permanece el
mismo, pero la frecuencia sufre el denominado efecto Doppler.

Si el observador del laboratorio Oy, ve moverse a otro observador inercial O con velocidad v y
tienen los ejes paralelizados, la relacion entre ambos observadores viene dada por un boost L(v)
y tal vez sendas traslaciones temporal y espacial. Para la relacion entre las medidas de energia y
momento lineal de un fotén solamente interviene el boost L(v), que es la matriz Jacobiana de la
transformacion. Si el observador O emite fotones de frecuencia v, las medidas realizadas en Op,
vienen expresadas por

A2

7)2(1’ “p)v.

Hp =~H : = Hv/c
r=vH+~v-p, p,=p+~Hv/c +(1+”YC

Como H = hv, p = Hu/c?, para la frecuencia medida en Oy, llegamos a
ve =w(l+v-u/c?)

donde u es la velocidad del fotén medida por O. Supongamos en primer lugar que el origen de O
se aleja Or, por lo que los fotones que llegan al origen de Of, son los que v - u = —wve, de ahi que
la frecuencia detectada vale

11—
vp =yv(l—v/e)=v 1+Z§Z, vy <.

in embargo cuando Oy, ve a O acercarse, entonces los fotones que le llegan son los que v - u = ve
S b do O (0] , ent los fot le 11 1 v-u ,
por lo que la frecuencia que detecta es mayor y vale:

[1+
v =yw(l+v/c)=v 175;2, vy > .

Decimos que la Lagrangiana (2.146) representa a un foton de espin S y polarizacion €. Un
conjunto de fotones de esta clase, todos de la misma polarizacién, corresponden a un haz de
luz polarizada circular, como se ha comprobado midiendo el momento angular que llevan estos
fotones.
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Experimento de Beth

El experimento de Beth °, realizado en el afio 1936, consiste en producir un haz de luz
monocromatica polarizada circular de frecuencia v, y hacerla incidir sobre una placa adherida a
un péndulo de torsién, para ser absorbidos los fotones por ella. Si la potencia del haz polarizado
es P el haz lleva n = P/hv fotones por segundo, todos con el espin en la misma direccion.
Entonces al ser absorbidos por la placa, ésta varia su momento angular J con respecto al punto
O, en la forma dJ/dt = M, en el valor nh por segundo, lo que da lugar a que el momento M
de las fuerzas externas producidas por la torsién del péndulo debe igualar a esta variacion.

=

Figura 2.5: Haz de luz monocromatica polarizada circular de intensidad n fotones por
segundo, que son absorbidos por una placa que esti en equilibrio mediante un hilo de
torsiéon. Al absorber los fotones, la placa gira un dngulo ¢, a derechas o a izquierdas, segin
que el haz de luz polarizada circular sea a derechas o a izquierdas, comprobandose que
todos los fotones del haz tienen el espin en la misma direccion.

Para un hilo de longitud L, radio a y mé6dulo de torsiéon p, el momento de las fuerzas externas

que lo hace rotar un angulo ¢, vale:

7TCL4

M = p——=e.

P ®
Midiendo el angulo ¢ que ha girado la placa, se comprueba en el experimento que M = nh, ya
que cada fotén absorbido lleva un momento angular de valor h.

Fotones polarizados a izquierda o derecha corresponden a € = —1 y € = 1, respectivamente.
La energia estd relacionada con la frecuencia angular H = k), y el momento lineal con el
nimero de onda P = hk, que resulta estar relacionado con la velocidad angular por k = €€2/c.
Si pudieramos hablar de la longitud de onda de un solo fotén, ésta seria la distancia recorrida
en el tiempo en que tarda en dar una vuelta.

Los antifotones, es decir particulas para las que H < 0, se corresponden con las que cumplen
H=5-Q2=p-u <0y porlo tanto el espin y la velocidad angular tienen sentidos opuestos
y lo mismo la velocidad y el momento lineal. En cualquier caso poseen la misma energia que
los fotones con H > 0. Para saber si un sistema material absorbe un fotén o un antifotdn,
habria que medir por separado el espin del fotén absorbido, que es una medida mecanica,

® R. A. Beth, Mechanical detection and measurement of the angular momentum of light, Phys. Rev. 50, 115
(1936).
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y por otra la velocidad angular del fotén, de la cual solamente se conoce su valor absoluto,
la frecuencia. Pero también midiendo la direcciéon del momento lineal que debe ser opuesta
a la velocidad. Lo que parece es que las particulas producidas por radiacién son fotones, ya
que la presiéon de radiacidon, y por lo tanto la direccién del momento lineal coinciden. Por
eso resulta dificil de determinar de forma experimental si lo que se absorbe es un fotén o
un antifotén. En la interaccidon electromagnética electron-nucleo, si la interpretamos como un
intercambio de fotones, para que las particulas se aproximen y la 6rbita sea una trayectoria
ligada intercambiando una particula foténica, ésta tiene que ser un antifotéon. En cambio, en
la interaccion electron-electron, las particulas se separan, por lo que lo que intercambian es un
foton. Ver la seccion 2.7 para el anélisis de particulas y antiparticulas.

La relacion entre los diversos observables para el foton (H > 0) y el antifoton (H < 0) viene
representada en la figura 2.6

H>0 H<0
e=+1
U — U—
S —— S —
Q Q
P — - p
e=—1
U— U
- S - S
0 Qe
—=p <~ 7p

Figura 2.6: Relacién entre los diferentes observables u, S, 2 y p, para el fotén H >0 en la
columna izquierda y para el antifoton H < 0 en la columna derecha para las dos helicidades

e==+1. S=eSu/c, p=Hu/c®> =eSQ/c, H=p-u= S - .

Si los posibles estados del foton los representamos de forma vectorial como |sign(H),e >,
los estados de la izquierda de la figura son los |[4+,+ > y |+, — >, y los de la derecha |—,+ >y
|—, — >, respectivamente. Son estados independientes y ortogonales. Si el campo de radiacion
solamente esta compuesto de fotones (H > 0), es por lo que la descripcion clasica de los estados
vectoriales de la luz monocromética, aparece descrita por vectores complejos del espacio de
Hilbert C? y los estados de polarizacion por la esfera de Poincaré, como la combinacion lineal
convexa de estados puros (Ver apéndice 3.4). Sobre la posible deteccion de antifotones ir a la
seccién 2.7 y siguiente.

2.5.2. Particulas con masa. (el electron)

Si consideramos ahora la otra posibilidad, @ # 0 pero ortogonal a u, entonces las variables
t y 7 transforman como en el caso anterior (2.112) y (2.113), pero para & y w tenemos que:

W = R(¢)i+ R(¢)u, (2.147)
W' = R(p)w + wy, (2.148)
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donde el parametro de rotacion ¢ es el mismo de (2.131) y el vector wy es:

_ YRuxv— (v = DR(uw x 1) +2v*(v - R(u x 4))v/(1 +7)02'

2.14
“¢ v(c?2 + v - Ru) (2.149)
La expresion (2.147) es la derivada 7 de (2.130) y se puede escribir en la forma:
i = R(e)u (2.150)

(14 R(pu/c?)

la expresion (2.148) viene de R(p') = R(¢)R(p), que tomando la derivada con respecto a T,
R(p') = R(¢)R(p) + R(¢)R(p), debido a que el pardametro ¢ depende de 7 a través de la
velocidad u(7), y por lo tanto

' = R(p')R"(p') = R(¢)QRT (¢) + R(¢)R” (¢)).

R(¢)QRT (¢) corresponde a R(¢)w y la matriz antisimétrica Q4 = R(¢p)R” (¢) tiene por com-
ponentes esenciales el vector wg, es decir, la ecuacion (2.149).
La condicién de homogeneidad de la Lagrangiana conduce a la forma general

L=Ti+R-7#+U -0+ W w, (2.151)

donde T = OL/0i, R; = OL/8%, U; = OLJdu' y W; = OL/Ow', y en el caso de la particula
libre el teorema de Noether, debido a la invariancia bajo el grupo de Poincaré, nos produce las
siguientes constantes del movimiento:

Momento temporal H = -7 — (dU/dt)- u, (2.152)
Momento lineal P = R— (dU/dt), (2.153)
Momento cinematico K = Hr/c> — Pt—8 x u/c?, (2.154)
Momento angular J = rx P+ S. (2.155)

En este caso el espin S, es decir el momento angular con respecto al punto =, viene dado como
en el caso Galileano, por

S=uxU+W=Z+W, (2.156)
no es una magnitud conservada sino que satisface la ecuacién dindmica
as
— =P x
dt u’

que se anula solamente si P = 0.

Como en el caso Galileano, tenemos también la invariancia de las ecuaciones dindmicas bajo
el grupo de rotaciones locales SO(3) 1, que nos cambian las variables de orientacion sin modificar
la velocidad angular por lo que como en (2.50) obtenemos las tres constantes del movimiento

Momento angular Local T; =W -e;, (2.157)

proyeccion en los ejes del cuerpo de la parte rotativa del espin W.

Las expresiones (2.152, 2.153) implican que H/c y P transforman como las componentes
de un tetravector, como en (2.123-2.124), y definen un invariante y constante del movimiento
(H/c)?>—P? = m?c?, que lo expresamos en funciéon de un parametro positivo m, que se interpreta
como la masa de la particula.

El observable S transforma como:

2
S'() = RWS(7) — 50 RS+ 50 x RE)(S() x w), (2159
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una expresion que corresponde a la transformacion de un tensor antisimétrico S*¥ con compo-
nentes estrictas S% = (S x u)?/c, y ¥ = €9* S}, bajo el grupo de Poincaré,

™ = (v, WAK (0, )7, A(v, ) = L(v)R(p)

Si definimos el vector, con dimensiones de longitud, k = S x u/H, el momento cinematico
(2.154) se puede reescribir como
K = Hq/¢ — Pt,
donde g = r — k, representa la posicién del centro de masa de la particula. Si tomamos la
derivada temporal de esta expresion, podemos expresar la relacién que existe entre H y P como
en el caso de la particula puntual:

H dq
P=—Sv, v=—
2’ dt
en términos de la velocidad del centro de masa v. Esto nos lleva de nuevo a que H y P se
expresen en términos de la velocidad del centro de masa y del invariante m, como

H=~(w)me, P =~)mv.

Si llamamos v a la velocidad del centro de masa, ésta transforma entre observadores

inerciales como:
2
R(p)vem(T) +yv + (1177)02(1) - R(p)vem (T))v
Y1 +v - R(p)veu(r)/c?)

Aunque el transformado Poincaré de la posiciéon del centro de masa para un observador no se
corresponde con el centro de masa del electrén en el nuevo sistema de referencia, la velocidad del
centro de masa es efectivamente la transformada de dicha velocidad. Si voar = 0 es la velocidad
del centro de masa en el sistema de referencia del CM, entonces la velocidad en otro sistema de
referencia es v, siendo v la velocidad que un observador arbitrario ve moverse al observador del
centro de masa.

El espin con respecto al centro de masa se define como es habitual mediante

2

SCM:J—qu:J—%KxP, (2.160)

y es una constante del movimiento para la particula libre por expresarse en términos de cons-
tantes del movimiento. Toma la forma

SCM:S—i—kxP:S—i—%(qu)xP. (2.161)

Ve (7) = (2.159)

La helicidad Scpy - P =S - P = J - P, es también una constante del movimiento para la
particula libre. Podemos construir el tetravector de Pauli-Lubanski (2.255)

wt=(P-Scm,HScym/c) = (P-S,HS/c+ (S xu) x P/c) = g(v -Scwm,eSon), (2.162)

que queda expresado para la particula libre en términos de constantes del movimiento y por
lo tanto es otra constante del movimiento. Su médulo, —wHw, = mQCQS%M, donde Scps es el
espin medido por el observador del centro de masa, es también otra constante del movimiento
para la particula libre, y si aceptamos el principio atémico, debe tomar el mismo valor incluso
bajo interaccién. Queda expresado en términos de las propiedades invariantes y por lo tanto
intrinsecas m y Scy de la particula, siendo S%M el modulo al cuadrado de Scpr, que en el
caso cuantico es 3h%/4. El modulo de este espin no es invariante y para un observador que ve
moverse el centro de masa con velocidad v, éste toma el valor
2 2
Sém = <2c;v2> Séar
c? — v cos® ¢

siendo ¢ el angulo que forma v con S¢yy.
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2.5.3. Movimiento del electréon para el observador del CM

El observador del centro de masa se define por las condiciones P = K = 0. Para este
observador ¢ = 0 y v = 0, el centro de masa estd en reposo y en el origen de sistema de
referencia. El espin § = Scys es constante, H = £mc? y de (2.154) obtenemos

1

Esta ecuacién es la dinamica del punto r para el observador del centro de masa y este movimiento
interno tiene lugar en un plano ortogonal al espin constante S. El producto escalar con u nos
lleva a r - dr/dt = 0, por lo que el radio de este movimiento (el zitterbewegung) es constante.
Tomando la derivada temporal de ambos miembros de (2.163), obtenemos mc?u = £(S x
du/dt), debido a que el espin es constante en este referencial, con lo que u y S son ortogonales.
Si volvemos a derivar esta expresion concluimos que du/dt y S son también ortogonales. Si
introducimos en (2.163) esta expresion de u y tenemos presente la ortogonalidad entre el espin
y la aceleracion, tanto para la particula como la antiparticula, se llega a

d*r 9 mc?
ﬁ+w r =0, w=—5

(2.164)
que es exactamente la misma ecuacion del preambulo (2) y de la particula no relativista (2.73)
cuando el centro de masa estd en reposo. Haciendo en (2.163) el producto vectorial con u y
usando la ortogonalidad del espin con la velocidad se llega a

S =+mu xr. (2.165)

Como S y u = ¢ son constantes, el movimiento armoénico es un circulo de radio Ry = S/mec. Para
el electron veremos que al cuantizarlo S = //2, y el radio resulta ser h/2mec = 1,93 x 10713 m,
la mitad de la longitud de onda Compton del electron. La frecuencia de este movimiento en el
sistema de referencia del C.M. es v = 2m.c?/h = 2,47 x 10?° 571, y w = 27v = 1,55 x 10%! rad
s~!. La relacion de este radio con el denominado radio clasico del electréon Ry = €2 / 8Tegmec? =
1,409 x 10712 m, es precisamente Ry /Ry = €%/4meghe = 1/137 = a, la constante de estructura
fina. El radio del electron, estimado a partir de la colisién e —e a alta energia en los experimentos
desarrollados en el LEP del CERN, arrojan un valor R, < 1071 m.

Lo que vemos es que hay dos tipos diferentes de particulas en cuanto al signo de H. En ambos,
la energia en reposo es mc?. A la particula con H > 0 se le denomina materia y antimateria a la
de H < 0. Esta tiene un movimiento opuesto a la otra. Movimientos de este tipo de particulas
que se mueven a la velocidad de la luz, ya han sido considerados en la literatura posterior a la
publicacién de la ecuacién de Dirac, cuyo anélisis de la cinemética del electron sugeria que éste se
movia precisamente a la velocidad de la luz. Sin embargo, en estos trabajos y en los de Dirac, la
distincién entre el movimiento del centro de carga y del centro de masa, no estd suficientemente
clara 5 7. Parte de la dificultad estriba en que cuando un punto se mueve a la velocidad de
la luz, a la particula se le asocia una masa nula. Esto es correcto si el punto representa lo que
denominariamos el centro de masa, pero no es el caso cuando el punto representa al centro de
carga.

En el modelo que estamos analizando, parece sugerir que el electréon tiene un tamano del
orden del radio del zitterbewegung, o que la carga se mueve en una regiéon del tamano de la

6 M. Mathisson, Neue mechanik materieller systeme, Acta Phys. Pol. 6, 163 (1937); Das zitternde elektron
und seine dynamik, 6, 218 (1937)

" M.H.L. Weyssenhof, On two relativistic models of Dirac’s electron, Acta Phys. Pol. 9, 46 (1947). M.H.L.
Weyssenhof and A. Raabe, Relativistic dynamics of spin-fluids and spin-particles, Acta Phys. Pol. 9, 7 (1947);
Relativistic dynamics of spin-particles moving with the velocity of light, 9, 19 (1947).
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longitud de onda Compton de la particula, como sugiere el comentario de Barut en la contra-
portada. Sin embargo la idea de tamano no es necesaria desde el punto de vista dindmico ya que
todo el interés se centra en describir la trayectoria de un punto, el centro de carga, a partir del
cual determinaremos el resto de las propiedades del electron. La ecuacion dindmica (2.163) para
el caso de la particula (H > 0), se representa en la figura 2.7, que es la figura de la portada,
donde hemos separado las dos contribuciones al espin § = Z + W que estan relacionadas con
el movimiento orbital Z y el movimiento de rotacion W. En el caso del positron, (H < 0), lo
representamos en la figura 2.8.

r=Sxu/moc?

S=Z+W

Figura 2.7: Movimiento del centro de carga del electrén en el sistema de referencia del
centro de masa. La parte antiorbital Z = u x U del espin tiene la direccion de S y la parte
W tiene la direccion de w.

2.5.4. El espin y el centro de masa para un observador arbitrario

Si tomamos en (2.154) la derivada con respecto a 7 y el producto escalar con la velocidad
u obtenemos la expresion invariante Poincaré:

H:P~u+612S-(Cf;;><u>. (2.166)

De esta forma, el momento temporal o Hamiltoniano de Dirac, se escribe como la suma
de dos términos, uno de tipo traslacional asociado con P y que es nulo para el observador del
centro de masa, y otro rotacional relacionado con Sy que no se anula nunca. En el caso cudntico
va a dar lugar a H = cP - a + fmc?, en términos de las matrices hermiticas de Dirac, o y
(. Puesto que para Dirac ca se interpreta como el operador velocidad local w del electron 8,

tenemos H = P - u + fmc? y esta relaciéon sugiere que

1 du
B= 745 l— xu.
mc dt
Volveremos a esta relacion cuando cuanticemos el sistema.
Vamos a encontrar la expresion general del espin y de la posicién del centro de masa, en

términos de la cinemadtica del centro de carga. La ecuacién de transformacién del espin S,
(2.158) se puede escribir también

S =~y(1+v-R(p)u/c*)R(¢)S, (2.167)
8 J.J. Sakurai, Advanced Quantum Mechanics, Addison-Wesley Reading, MA (1967).
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con lo que su médulo no es invariante Poincaré y teniendo presente como transforma w dado
en (2.150), se tiene que S-u = 8" -4 y de (2.130) S’ -u' = y(1 + v - R(u)u/c?)S - u. Puesto
que el espin es ortogonal a u y u, para el observador del centro de masa, resulta ser siempre
ortogonal a w y 4 para cualquier otro observador inercial.

Un método alternativo para ver esto es tomar la derivada temporal en (2.154) y (2.155), y de aqui

Hu-cP- P wu_sx g
dt dt
como iS
> _p
7 X u,
es decir,
Sx%:(Hfu-P)u.

y un producto escalar con S, conduce a (H —u- P)u-S = 0. El factor entre paréntesis no se anula
puesto que el invariante H2/c2 — P? = m?c? es definido positivo y si resultase que H = u - P,
entonces (u-P)?/c* — P2 con u < ¢ seria negativo, lo que es una contradiccion. Por lo tanto S-u = 0.
Si ahora tomamos la derivada temporal de esta expresion, sabiendo que dS/dt es ortogonal a wu,
obtenemos S - & = 0. El observable S tiene siempre la direccién del vector no nulo w X w para las
particulas (H > 0) y en sentido contrario para las antiparticulas (H < 0).

Si tomamos la derivada temporal del momento cinematico de la particula libre (2.154),
obtenemos

Hu—P - u_sx® g,
dt dt
Teniendo presente que dS/dt = P x u y haciendo el producto vectorial con du/dt, obtenemos
H—-—u-P\ du
S=|—F+— | — 2.1
( (du/dt)? > at * (2.168)

yq=7—S xu/H conduce a que la posicion del centro de masa se escribe

¢ (H_“'P> du (2.169)

="t g (dujary? ) @

La expresion (2.168) del espin con respecto al centro de carga se puede reescribir como

(Hi — P -7) .

S = — U X u.
Como sabemos de (2.130) que ' = R(¢)u y de (2.150) que &' = R(¢p)it/y(1 + v - R(p)u/c?),
resulta que w'? = ©?/v*(1 +v- R(u)u/c*)? y el numerador (Hf — P -+) es invariante Poincaré, de

donde obtenemos la expresion anteriormente planteada de la forma de transformar S, (2.167).

Desde el punto de vista geométrico, como el vector u es tangente a la trayectoria del centro
de carga y su derivada es perpendicular a él, resulta de (2.168) que el espin de la particula
con respecto al centro de carga S tiene direccion opuesta a la binormal, y direccion segun la
binormal para la antiparticula.

El centro de masa, con respecto al centro de carga, esté en la direcciéon de la aceleraciéon tanto
para la particula como para la antiparticula. El punto =, como en el caso no relativista, efectia
un movimiento central alrededor del centro de masa. Si de (2.169) expresamos la aceleracion en
términos de r — q, el espin con respecto al punto r también puede ponerse como:

S:—C—Q(r—q)xu,
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W u
+e
r

w

m

S

r=-Sxu/mc?
Z

S=Z+W

Figura 2.8: Movimiento del centro de carga del positron en el sistema de referencia del
centro de masa. La parte W de su espin tiene sentido contrario a la velocidad angular de
rotacion del sistema cartesiano ligado al punto y que aqui no se ha dibujado. La parte Z
tiene el sentido orbital y por lo tanto la misma direcciéon que S.

que refuerza la idea de su caracter antiorbital con respecto al centro de masa para la particula
(H > 0) y orbital para la antiparticula (H < 0). Como en cualquier caso se compone de dos
términos S = Z 4+ W, esto quiere decir que para la antiparticula Z tiene la direcciéon de Sy
por lo tanto la parte W en sentido contrario, con lo que esta parte W tiene sentido opuesto
a la velocidad angular. En esto coincide con los fotones, en los que el espin que es tnicamente
rotativo tiene la direcciéon de la velocidad angular para la particula y sentido contrario a la
velocidad angular para la antiparticula.

Vemos que la particula tiene masa y espin, el centro de carga se mueve en circulos a la velo-
cidad de la luz en un plano perpendicular al espin. Todas estas propiedades son independientes
del tipo de Lagrangiana de la forma (2.151) que consideremos.

2.5.5. Invariancia Poincaré del Hamiltoniano de Dirac

La expresién que va a dar lugar a la ecuaciéon de Dirac vamos a ver que es invariante Poincaré
y por lo tanto se escribe de la misma forma en cualquier sistema de referencia. En efecto, si de
(2.166) pasamos todos los términos al primer miembro y multiplicamos por ¢, tenemos

: . 1 .
tH—r-P—?S'(uxu):O.

La primera parte tH — 7 - P = #*P, = .%"IMP/” con @* = (ct, 1) y P* = (H/c, P), es invariante
Poincaré. En cuanto al término del espin vemos que de (2.130), (2.150) y (2.167), la velocidad
u, aceleracion @ y espin S, respectivamente, transforman:

. . R _
w= RO = R S T <1+

de donde se deduce que

S (i xu)=8"(uxu).
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2.5.6. Analisis de Dirac

Para terminar esta seccién, y teniendo en mente este modelo de electrén, vamos a repasar los
aspectos més salientes del analisis que hace Dirac ?, cuando trata de determinar la cinematica
del electrén libre en su formulaciéon cuantica. Para Dirac, si el punto r representa a las variables
espaciales de las que depende el espinor ¥(¢,r), entonces cuando calcula la velocidad de este
punto r, Dirac llega a:

a) La velocidad w = i/h[H, | = ca, queda expresada en términos de las matrices a, cuyos
valores propios son 1 y escribe ‘... una medida de cualquier componente de la velocidad de
un electrén libre debe conducir de forma precisa al valor £c’.

b) El momento lineal no tiene la misma direccién que la velocidad de este punto u, sino que
estd relacionado con un cierto valor medio de la misma: ... ‘la componente x1 de la velocidad,
caq, tiene dos partes, una parte constante de valor c?p1 H™ !, y ligada con el momento lineal por
la expresion relativista habitual, y una parte oscilante, cuya frecuencia es por lo menos 2mc?/h,

c¢) Acerca de las componentes del vector de posicion r: ‘La parte oscilante de x1 es pequena,

., es del orden de magnitud de h/mc, ... .

d) En el articulo original de 1928, ¥ cuando analiza la interacciéon del electrén con un
campo electromagnético externo, después de hacer el cuadrado del operador de Dirac, obtiene
dos nuevos términos en el Hamiltoniano de interaccién:

—%.B+-—a-E, (2.170)
m

y donde el espin del electron aparece escrito como S = h¥/2, siendo

o 0
==(5 ).

una matriz 4 x 4 expresada por bloques en términos de las matrices o de Pauli. Los campos E y
B son los campos eléctrico y magnético externos, respectivamente. Entonces dice, ‘El electrén
se va a comportar como si tuviera un momento magnético (eh/2mc) ¥ y un momento dipolar
eléctrico (ieh/2mc) a. El momento magnético es el mismo que el del modelo de electrén con
espin’ (modelo de Pauli). ‘El momento dipolar eléctrico, como es imaginario puro, podemos
esperar que no aparezca en el modelo.’

Sin embargo, en nuestro modelo clasico, y para el observador del centro de masa, existe un
momento dipolar eléctrico instantdneo y un momento magnético, dados por

e e dk e

d=ck = Sxu, p=-kx—=——2Z, (2.171)

mc?
donde S es el espin total y Z = —mk xdk/dt, la parte del espin que proviene del zitterbewegung,
o movimiento orbital de la carga. El valor medio de d es cero, y el valor medio de p es el vector
constante p.
e) En su libro'! analiza la dinamica del espin S = hio/2, y llega a la conclusion que

ds
dt
tanto para el electrén libre como en interacciéon, y que por lo tanto satisface la misma ecuacién

dindmica que el momento angular de una particula con respecto a su centro de carga. El operador
espin de Dirac representa al momento angular del electrén con respecto al centro de carga.

=pXca=pXxu

% P.A.M. Dirac, The Principles of Quantum mechanics, Oxford Univ. Press, 4th ed. Oxford (1967).

10 P A.M. Dirac, The quantum theory of the electron, Proc. Roy. Soc. Lon. A117, 610 (1928). La traduccién
que ofrecemos en las notas es del autor.

1p A.M. Dirac, The principles of Quantum Mechanics, Oxford 4th edition 1958, p. 266
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Este modelo clasico produce una prediccién cinemaética que es la misma que la del modelo
no relativista descrito en la Sec.2.2.7. Si la carga de la particula es negativa, la corriente de
la misma Fig.2.7 produce un momento magnético que tiene la misma direcciéon que el espin.
Todos los experimentos realizados para medir de forma precisa la relaciéon giromagnética, estan
basados en la determinacién de frecuencias de precesiéon del espin, las cuales son independientes
de la orientaciéon del mismo. El hecho de que sea dificil separar a los electrones en dos haces en
un experimento de tipo Stern-Gerlach, esté sugiriendo realizar experimentos de polarizacién a la
hora de determinar la orientacién relativa entre el espin y el momento magnético. Hemos sugerido
recientemente, un par de experimentos para encontrar como es esta orientacion relativa'?, y que
es analizado en la seccion 4.2.6.

Otra consecuencia del modelo clasico es que refuerza el que la interacciéon con un campo
externo sea del tipo del denominado acoplamiento minimo, de la forma j, A*, entre la corrien-
te asociada al movimiento de la carga y los potenciales externos. Las propiedades magnéticas
del electrén provienen de esta corriente y no de ninguna distribucién de momentos dipolares
magnéticos, de tal manera que la Unica interaccién posible entre un punto cargado r, y un
campo externo, es el de la corriente j*, asociada al movimiento del punto r, con los potenciales
externos.

2.6. La ecuacién dindmica del electrén con espin

Hemos visto que las particulas relativistas que satisfacen v = ¢ y w perpendicular a wu,
el vector de posicion r se mueve en circulos de acuerdo con la ecuacion dinamica (2.163) y
para el observador del centro de masa el movimiento arménico (2.164), como vemos dibujado
en la figura 2.7. Pero esta solucién es independiente del tipo de la Lagrangiana particular que
escojamos, como funcion invariante Poincaré de las variables cinemadticas y sus derivadas, y
que satisfaga la condicién de ortogonalidad w - & = 0. En esta secciéon vamos a ver en qué se
transforma esta ecuacién dinamica de la evoluciéon de la carga, para un observador arbitrario.'3

Como se menciona en el Preambulo, sea r(t), t € [t1, t2] la trayectoria que sigue el punto para
un observador arbitrario. Cualquier otro observador O’, la describe mediante el correspondiente
cambio del grupo cinemético

t, = T(t,’l"(t),gl, s 797‘)7 'I"/ = R(t7r(t);gl7' .- agT)a

donde las funciones T' y R definen la accion sobre el espacio-tiempo del grupo cinematico G, de
parametros (g1, ..., gr). Entonces, eliminando ¢ como funcion de ¢’ de la primera y sustituyendo
en la segunda, obtenemos

(") =7t 91, 90)- (2.172)

Como O’ puede ser cualquier observador, la ecuacion (2.172) representa a la familia completa
de todas las trayectorias del punto para todos los observadores inerciales. Esta familia estd
parametrizada por los parametros del grupo g;. Si eliminamos los parametros g; entre la funcion
r'(t') y sus sucesivas derivadas temporales, obtendremos la ecuacion diferencial invariante que
satisface la trayectoria del punto, para cualquier observador inercial. Que es invariante se ve
por construcciéon ya que es independiente de los parametros del grupo. Vamos a considerar a
continuacion que G sea el grupo de Poincaré y obtendremos la ecuaciéon diferencial invariante
relativista.

12M. Rivas, Are the electron spin and magnetic moment parallel or antiparallel vectors?, Ar-
Xiv:physics/0112057.

13M. Rivas, The dynamical equation of the spinning electron, J. Phys. A, 36, 4703, (2003), Ar-
Xiv:physics/0112005.



2.6. LA ECUACION DINAMICA DEL ELECTRON CON ESPIN 111

2.6.1. El electrén relativista con espin

Supongamos el modelo relativista de electron. Para el observador O* del centro de masa,
la trayectoria del centro de carga del electréon esta contenida en el plano XOY y expresada en
forma vectorial, y con unidades Ry = h/2me, wy = 2mc?/h

cos wot™ dr* — sin wpt*
r*(t*) = Ro | sinwet* |, =c| coswot* |,
0 dt* 0

Para el observador del centro de masa O* el punto satisface la ecuacion diferencial

P (1 .
dt*g) — 2 (). (2.173)

Como la carga se mueve con la velocidad ¢ para el observador del centro de masa O*, se
mueve también con c¢ para cualquier otro observador O. La relacion de sus medidas viene dada
por

ttg) = (" +v- Rle)r () +b,
2

r(t5g) = R()r (") + ot + T (0 Rl (1) v+ a.

La velocidad del punto para el observador O

~0) dr  dr/dt

Codt dt/dtr’

v lo mismo para sus sucesivas derivadas.
Si usamos las siguientes abreviaturas para las diversas expresiones, funciones de t*:

dr(t*)  dK AV )
(1) = Rleyr* (1), V(1) = Re) 1 S B A e
B A
B(t*):v-K/c2, A(t*):v-V/CQZd d :—wgB,

dee’ dt*
con A adimensional y B con dimensiones de tiempo. K tiene dimensiones de longitud y V' de

velocidad. En particular
dt

dt*

:’y(l—l-’U'V/CQ):")/(l-FA),
Por otra parte
K?=R V?=¢ K -V=0, K-v=c’B, V.-v=cA.

Haciendo uso de la relacion (2.173) y sus derivadas, obtenemos mediante derivacion las siguientes
expresiones para las derivadas temporales del punto r en el sistema de referencia arbitrario O:

1
1 _ vV T 1 A > 2.174
r 7(1+A)< Ty Gy Td) (2.174)
r@ = “’3(—(1+A)K+BV+VBU>, (2.175)
(1 + A)? 1+
2
T(3):L(_3wgB(1+A)K—(1+A—3w§BQ)V—|—

y3(1 4 A)?
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ﬁ (A(1+ A) + 3w332)v> (2.176)
4
@ __ “ oA 942 15 2P\ g
r AT (14 A)(1—2A-34% - 15w;B*)K
(7+4A — 3A% — 1503 B*) BV —
F (1—-84—94% — 15w§BQ)Bv> : (2.177)
De éstas se obtiene
(r(1)~r(1)) = WiR:=¢% (r(l)-r(2)>:0, (2.178)
@ @) — _(p0 ) - w0l
(r r ) (r ) (1 1 AT (2.179)
1 w) R2
@) . ,0) — _2(p0. @) 2 _“T0
(r r ) 3<r r ) gy 20B) (2.180)
6 P2
(r(3>-r(3>) = m(l—A2+3w§B2), (2.181)
6 P2
@) - _whfo 2 2
( r ) ’yﬁ(l—l—A)S( 1424+ 347 4 9u2B?) | (2.182)
_ Awi R 2 2

Como wyB es adimensional, las dimensiones de estos términos estan en los coeficientes wf R2,
es decir L>TF.

Por inspeccion de (2.174-2.177) vemos que las cuatro derivadas temporales de la posicion
del centro de carga se expresan como combinacién lineal de los tres vectores V', K y v, donde
los dos primeros son ortogonales y el tercero es un vector constante que, en general, no es
combinacién lineal de los otros dos.

YA+ AP

v = M 3Bv(1+ A)'I“(Q) + 5 ™, (2.184)
“o
A 3v’B
v = 4.0 0P (1+7+7A)(1+A) 2 _ M(l—i—y—i—fyA) r3)(2.185)
1+~ 1+ (14 7)wp
1B o) 7(1+A) 2 2 (2 _ V'B(L+A) r®
—_ JwyB y — (1 1+ A - 2.186

Esta claro que las tres derivadas r(l), 1 = 2,3,4 se podran expresar como una combinacién
lineal. Si definimos

2 3 3 5 4 7
d =1+ A dy— M,ﬂg ds — M,ﬂw), FRAC i A @,
(A)O LL)O (JJO

obtenemos la relacion:
(1—2A —3A? + 3wiB*)dy — 6Bds + dy = 0,

que en términos de las derivadas r(i), queda

(1 —2A4 —3A% 4+ 3w2B?)r® —6B~(1+ A)*r®) + %72(1 + A)tr® =0, (2.187)
Wo



2.6. LA ECUACION DINAMICA DEL ELECTRON CON ESPIN 113

que representa la ecuacion diferencial invariante que satisface la posicion del centro de carga,
en cualquier sistema de referencia inercial.

A partir de las ecuaciones (2.179)-(2.181) podemos expresar las magnitudes A, B y 7 en
términos de los productos escalares entre las diferentes derivadas temporales (r(i) Y )), 1,] =
2,3. La ligadura de que la velocidad es ¢, implica que estos productos escalares y los sucesivos
para derivadas de orden superior, se pueden expresar solamente en términos de tres de ellos, ya
que todos se expresan como funciones de v, Ay B.

(2) . p(2))5/2
1+A4 = 8(r™ - r )77/ Ro . (2.188)
4(r(2) . 7“(2))5/2/R0 + 4(7'(2) . r(Q))('r(3) . 'r'(3)) — 3(r(2) . 'r(3))2

(2) . p(2)5/4(p(2) . p(3) 1/2
woB = A(r )2 % (r r%)) /R, | (2.189)
4(7'(2) . 7'(2))5/2/RO + 4(1"(2) . r(2))(r(3) . 'r'(3)) — 3(7'(2) . fr(3))2

Ar® e @) Ry +4(r® - r @) - rO) —3® r ) o
7= 8(r2 '7“(2))11/4/(013(1)/2) . ,

con Ry = ¢/wy y asi todos los términos en numerador y denominador tienen las mismas dimen-
siones espacio-temporales. De esta forma

(4)

3(r(2) .r(3)) 2(r(3) .T(S)) 3(r(2) .T(3))2 1
S -r) o) _ b
(r(2) . r(2)) (7’(2) . 'r'(Q)) 4('r(2) . ,’,,(2))2 RO

(r® _T<2>)1/2> r® = 0. (2.191)

Es una ecuacién diferencial de cuarto orden que contiene como soluciones trayectorias descritas
a la velocidad de la luz. En efecto, si (r(l) ~r(1)) = ¢?, entonces por derivaciones sucesivas
obtenemos que (1) . 7(2) = 0 y volviendo a derivar (3 . r®) 4 (#(.#()) = 0. Teniendo esto
presente y haciendo el producto escalar de (2.191) con (!, obtenemos (r(1).7®*))4-3(r2).2()) =
0, que es otra de las relaciones entre las derivadas como consecuencia de que |r(M)| = ¢. Vamos
a compararla con la ecuacién diferencial més general de un punto en el espacio tridimensional

dada en el preambulo (6),

. . .. .2 . . .
P <2H+T> ® <K2+T2+m+w> p® 2 <”_T> »0 g,

K T RT K T

donde los puntos sobre x y 7 representan derivadas temporales. La ecuacién diferencial del
centro de carga describe un movimiento helicoidal ya que carece del término en la primera
derivada r(l), que implica, de acuerdo con lo expresado en el predmbulo, que existe una relaciéon
constante entre curvatura y torsion. En efecto, si el término en 7)) es cero, esto implica que
f;/k = 7/7, y por lo tanto el coeficiente de 7(3) resulta ser —3k/k. En efecto como la curvatura
k= |d?r/ds?| = (r® . r@)1/2/c2 en términos de derivadas temporales y derivando de nuevo
con respecto al tiempo, se deduce que

_ 1 (r® -r(3)) 35 3(7'(2) ()
FERGO 0N kT (r® @)

que es efectivamente el coeficiente de r(®) en (2.191).
Como en términos del pardmetro longitud de arco en términos de la terna de Frenet-Serret,

T(l) — t, r(2) = KN, T(g) = —I{',Qt + En + K}Tb,

resulta que
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el coeficiente de (), teniendo presente la relacién entre curvatura y torsion es

. 2 . (3) (3) . 2 .
2,2, g(BY _R_(@V-rY) (RN R
R +3</<a> Ii_(’r’(2)-’l"(2))+2<1€> K’

y como

E o (,',_(3) . ,’,,(3)) + (7-(2) . T(4)) B (r(2) . ,’,,(3))2
K

@ ) (@ @)

y donde el producto escalar ('r(2) . r(4)) se podra expresar en términos de los otros 3. Este
coeficiente que se puede comprobar sumando los términos de (2.179)-(2.181), es
1

15(r®3 . ()2
iy 0 I CH N V5, YO € ) I ) A e S
o (r ') 2(r r\°) + 1(r® @)

) N\ k (@B 3@ @) @ (@112
_ — ; - (1"(2) . ,',,(2)) - 4(’!“(2) . 7‘(2))2 - Ri(]( -r ) s

(r? . @) =

por lo que finalmente obtenemos el coeficiente de la derivada r2,

Por supuesto, si escogemos como condiciones de contorno para resolver esta ecuacién una
con la condicion |[r(1(0)] # ¢, esta ecuacion diferencial contiene soluciones en las que el punto
no se mueve con velocidad de valor absoluto constante. Pero si [r(1)(0)| = ¢, entonces la solucién
satisface |r(1 ()| = ¢, para todo t.

2.6.2. El centro de masa

La posicion del centro de masa se define por
2(r®@ .2 2

(r(2) .7.(2))3/2/30 + (7.(3) .7.(3)) -

1
g=r+ bt A =y (2.192)
0

3(r? . pB))2
4(7'(2) . r(2))
ya que si v representa la velocidad del origen de O* con respecto a O, de acuerdo con (2.159) es

también la velocidad del centro de masa medida por O. Podemos ver que la derivada temporal
de

I 5 3 (2 1 1 1 5 3..(3 1 372(1+ A)?*(—wiB)
=r+ — 1+A ()’ ():()_1_7 1+ A ()_|_7 ():,
qg=r wg’Y ( )°r q T wg'y( )r 7 S0+ A v

es decir (2.184) pues dA/dt* = —w3 B y hay que dividir por dt/dt* = v(1+ A). Podemos verificar
que tanto g como q(l) se anulan para el observador del centro de masa.
Si volvemos a derivar, obtenemos

q? = b (124 —34%+303B%) r® —6By(1 + A)r® + %72(1 + APr® =,
1+A “o
que es otra forma de la ecuaciéon dindmica de la particula libre (2.187) y (2.191).
Como )
(@= 7 = 7 h 1+ AP o),
0

0 0
por (2.179) con lo que
2 g . ¥

(q—7)? V(14 A)%
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que es el inverso del coeficiente de r(?) en la definicion de q. De esta forma, la ecuacion de
cuarto orden para la posicion del centro de carga (2.191) se puede reescribir como un sistema
acoplado de ecuaciones de segundo orden para las dos posiciones q y ,

d’*q &Pr F-—v-u

— =0, —5=—"-=-((@—r7r 2.193

dt2 dt2 (q _ 7’)2 (q ) ? ( )
conv = qM y u = I, un movimiento libre para el centro de masa y una especie de movimiento
central alrededor del centro de masa para el centro de carga.

Si consideramos la expresién general para el centro de masa in (2.169), como P = Hv/c?,

se puede reescribir como

. A—v-u du N dﬁ_cﬂi_(du/dt)2< )
1= (du/dt)? ) dt’ it d? 2 —wou?
que si la comparamos con (2.193) obtenemos la relacion
2 _ v u_dﬁ| | or du|_-v-u_
~ | ' dt| |g—r] R’

yva que la aceleracién es siempre normal y donde R es el radio de curvatura de la trayectoria
del centro de carga. Por lo tanto, la separacion entre el centro de masa y el centro de carga y
la curvatura de la trayectoria satisface:

]q—r]zR(l—v.u»

c2

Esta separacion no es constante. Si partimos de un electrén en reposo en el observador del centro
de masa y lo lanzamos perpendicularmente al plano del zitterbewegung, entonces v - u = v?
y en este caso la trayectoria es una hélice de curvatura y torsién constante y la separacién es
constante, Ry, que esta relacionada con el radio de curvatura de la trayectoria R por

R = Ryy(v)*.

Corresponde con la trayectoria de la derecha de la figura 2.9. Si en otra situaciéon v - « no es
constante, entonces la separacién oscila. Por ejemplo, si lanzamos al electréon con una velocidad
v contenida en el plano del zitterbewegung, la trayectoria del centro de carga es plana y en
unidades de Ry = 1, y v/c = 0.2, obtenemos la descripcion de la izquierda de la figura 2.9.
Vemos que la separacion oscila entre |q — r| =0.8Rg y |g — 7| =1.2Ry. De hecho, en estas
unidades, el periodo del movimiento interno es Ty = 27w Ry/c = 2, para el observador del
centro de masa. Para el observador del laboratorio, este periodo es T' = v(v)Ty, y durante este
tiempo el centro de masa recorre una distancia d = vy(v)Tp =1.28255 en estas unidades. Vemos
que es esta separacion el periodo espacial de la figura mencionada en ambas trayectorias.

Para el caso del electron no relativista, en el caso de bajas velocidades, v/c — 0, |g—r| = Ry,
y obtenemos las ecuaciones del caso Galileano

d’*q B d*r

a2 7 di?
un movimiento libre para el centro de masa y un movimiento armoénico isétropo alrededor de g
para el centro de carga, de pulsacion constante wg = ¢/ Ry.

En la figura 2.10 se representa el movimiento del CC y del CM en el plano XOY para
cuatro velocidades diferentes, en las que se aprecia que la separacién relativa entre estos centros
oscila en el intervalo entre (1 —v/c)Rp y (14 v/c)Ry. Las longitudes de onda (lo que recorre
el CM durante una vuelta del CC) de esos movimientos son, respectivamente 1.28255, 1.97597,
2.74221 y 3.6276. En la figura 2.11 los mismos movimientos pero con una velocidad del CM
perpendicular al plano del zitterbewegung. En este caso la separacién entre centros es constante.

= wilg—7). (2.194)
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Figura 2.9: Proyeccién en el plano XOY del movimiento del centro de carga (azul) y centro
de masa (rojo) de un electrén libre, que se ha lanzado con v/c =0.2 La trayectoria de la
izquierda, el electron es lanzado en el plano del zitterbewegung, el espin es perpendicular
a este plano y la separaciéon entre CC y CM no es constante. La trayectoria de la derecha
corresponde a lanzar al electréon en una direccién perpendicular al plano del zitterbewe-
gung, con el espin en la direccion del movimiento. Aqui, la separacion entre ambos puntos
es constante. Ambos movimientos tienen un periodo espacial de valor d = vy(v)Ty =1.28255,
en estas unidades.
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Figura 2.10: Proyeccién en el plano XOY, del movimiento del CC y del CM, con velocidades
respectivas v/¢=0.2,0.3,0.4 y 0.5. Obsérvese que la separacién relativa del CM oscila entre
(1—v/c)Ry y (1+v/c)Ry, para esta orientacion.



2.6. LA ECUACION DINAMICA DEL ELECTRON CON ESPIN 117

5/ i I
T 4\ 1
| | 2/

NANNAT

/RVRVIVEY

L L L L L L
0.5 10 15 20 05 10 15 20 05 10 15 20

o
2
i
o
-
o
N
o

Figura 2.11: Proyeccién en el plano XOZ, del movimiento del CC y del CM, con velocidades
respectivas v/¢=0.2,0.3,0.4 y 0.5. Obsérvese que la separacion relativa entre el CC y el CM
es constante, pero lo que recorre el CM en cada vuelta del CC es lo mismo que en el caso
anterior.

2.6.3. Interaccién con un campo externo

En la situacion méas general, la Lagrangiana que describe al electrén en interaccién es de la
forma
L = Lo(u,t,7,%,w) + Li(t,r,t,7), (2.195)

donde como hemos visto, la Lagrangiana libre Zo que da cuenta de las propiedades mecénicas
del electréon, su masa m y su espin Scas, es independiente de ¢ y r y la dependencia de la
orientacién p y p lo es a través de su dependencia de w. Para la Lagrangiana de interaccién EI,
no puede haber dependencia de % y de w, porque de acuerdo con el principio atémico ni m ni
Scum se pueden modificar por una interaccion con lo que las funciones que dan lugar al espin U =
oL Jou, y W = (9L/ Ow, deben provenir solamente de la parte Lo. En la descripcion temporal
Lo = Lo(u, a, ) donde a es la aceleracion del punto r, @ = w/ty Ly = —ed(t,7)+eA(t,r)-u
Las ecuaciones dinamicas de los tres grados de libertad = son

d (0L d? (0L L L
_d (OLo)  d° (0Lo +&_7 OLr\ _
t \ Ju dt? \ da or Ou
La parte relacionada con Lo se reduce a —dP,,/dt, siendo P,, el momento lineal mecanico,

mientras que la relacionada con Ly suministra la fuerza de Lorentz sobre la carga localizada en
el punto r. Pasando al otro miembro la derivada del momento lineal se llega a

dP,

=F 2.1
T F, (2.196)

en tanto que la definiciéon habitual del centro de masa permanece inalterada

d?r A-—v-u

- = e —77')2 (q—r). (2.197)

Pero el momento lineal mecénico se escribe en términos de la velocidad del centro de masa
como P, = m~y(v)v, de manera que las ecuaciones de la particula libre (2.193) ha quedado
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Figura 2.12: Movimiento del CC y del CM en la que la velocidad del CM v/c =0.1 y posee
una orientaciéon de 30°, con respecto al plano del zitterbewegung.
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reemplazada en presencia de un campo externo por (2.196) y (2.197). Vamos a modificar (2.196),

dP,, dv ()3 (v- dv) o F

IO i @

y si hacemos el producto escalar con v, resulta

my(v)? <v.‘§;’> =F v

por lo que despejando la derivada de orden superior dv/dt en el primer miembro, obtenemos
las ecuaciones diferenciales que describen la evolucién del centro de masa y del centro de carga
de un electréon relativista con espin en presencia de un campo electromagnético externo, en
cualquier sistema de referencia inercial:

“a _ ¢ [pi B lo(EtuxBl v (2.198)
dt  my(v) c? 7 .
d?r —v-u
&r _ c-vu 2.1
dt (g —1)? (g=7) (2199)
donde
,_da_dr
ot dt’

con la ligadura |u| = ¢. Podemos comparar estas ecuaciones relativistas con las no relativistas de
la particula Galileana (2.82) y (2.83). Para los otros tres grados de libertad se sigue manteniendo
la misma ecuacién dindmica

oLy _d ( 0Ly \ _ = dw
op dt \d(dp/dt)) dt

ya que la dependencia de estas variables lo es a través de 2.

—QxW. (2.200)

2.6.4. Propiedades invariantes

Si aceptamos el principio atomico las propiedades mecénicas intrinsecas del electréon no son
modificadas por una interaccion. Si H,, y Py, representan la energia (momento temporal) y
momento lineal mecénicos, respectivamente, satisfacen para la particula libre la propiedad

H? — 2P, = m?*c. (2.201)
Ademés sabemos que P, = H,,v/c?, siendo v la velocidad del centro de masa. Esto implica
que podemos escribirlos como H,, = y(v)mc?, P, = v(v)mv.

Para la particula libre también satisfacen la ecuacion (2.166) que define el Hamiltoniano de
Dirac, que involucra al espin con respecto al centro de carga:

1 du
H,=u-P,+ ?S- (dt X u) (2.202)
Sin embargo de la Lagrangiana de la particula en interaccion (2.195) el momento temporal y
lineal totales se definen como

au daUu

H:—T—u-ﬁz m +ed(t,r), P:R—E:Pm—i—eA(t,r).

Por lo tanto para la particula en interaccién, en presencia de los potenciales externos, se satis-
facen las expresiones equivalentes a las (2.201) y (2.202).

(H — ed(t,r))> = (P — eA(t,r))? = m3c, (2.203)
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H—egp(t,r) =u- (P —cAlt,r)) + éS- <Cf;; X u) (2.204)
en términos de los momentos totales H y P y de los potenciales ¢ y A. En el caso cuantico,
(2.203) y (2.204) nos van a dar las ecuaciones de Klein-Gordon en interaccion y la ecuacion de
Dirac en interaccién, respectivamente, que satisface la funcién de onda del electron.

Conocida la ecuacion dindmica del momento P, dada en (2.196), si derivamos con respecto
al tiempo en (2.201) se tiene

dH,
2Hmd—t’” —22P,,

dP,,

dH,,
=™ _y —
dt ’

W—’U'F(t,'f’),

es decir dH,, = F - dq, la variacion de la energia mecénica es el trabajo de la fuerza externa,
definida en el centro de carga r, a lo largo de la trayectoria del centro de masa gq.

2.7. Particulas y antiparticulas

La Lagrangiana méas general de una particula elemental en interaccién se escribe

L:zo—l—z[,

donde Eo representa la Lagrangiana libre y L;la parte que da cuenta de la interaccién.

Las propiedades mecénicas invariantes de la particula, que no son modificadas por la interac-
cion, proceden de la Lagrangiana libre Lg. Estas propiedades estédn relacionadas con el momento
temporal Hy, y lineal Py, y el espin con respecto al centro de carga S =uxU+W =Z+W.
Como la parte de la interacciéon Ly, no puede modificar la definicién de las dos funciones U y
W, la estructura del espin permanece inalterada, de acuerdo con el Principio Atomico. En el
contexto relativista y para la particula cuyo centro de carga se mueve a la velocidad ¢, entre
estos observables existe la relaciéon, invariante entre observadores,

1 du
H,— P, - u=—=8 -(— .
u c2S <dt Xu)

Para los observables mecéanicos H,, y P,,, definidos a partir de la parte EO, se tiene también
que para cualquier observador se verifica
(Hpy/c)? — P2, =m?c,

donde m es un observable positivo que se interpreta como la masa de la particula. Entre estos
dos observables mecéanicos hay la relacion,

P,, = Hyv/ 2
donde v representa la velocidad del centro de masa de la particula. Esto trae consigo que
H,, = +y(v)mc?, P, = £y(v)mo.

El formalismo relativista predice que hay dos clases de sistemas materiales de la misma masa
positiva m, pero en los que H,, puede ser positivo o negativo y que el momento lineal mecanico
P,,, tenga la direccién de la velocidad del centro de masa o en sentido contrario, respectiva-
mente. Al primero se le da el nombre de particula, reservando el nombre de antiparticula para
el segundo. La diferencia entre ambos es que si la Lagrangiana libre del primero es Lo, entonces
la Lagrangiana libre del segundo es —Lyg.
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En cuanto a la estructura interna del movimiento de las variables cineméticas, implica que
para la particula, fijada la direccién del espin S, el movimiento del centro de carga es antior-
bital para la particula y orbital para la antiparticula. Es claro que las propiedades mecanicas
inmodificables H,,, Py, v S, provinientes de la Lagrangiana libre Lo, cambian de signo cuando
proceden de —Eo , pues todas las funciones T', R, U y W también cambian de signo.

Para la parte Ly toma la forma general

L = —ed(t,r)i + eA(t,T) - 7,
donde la constante e representa la carga de la particula y cuyo signo estd indeterminado y
Ly = —e*p(t, )i + e*A(t,r) - 7,

para la antiparticula, siendo e* la carga de la antiparticula.
Para la particula, de L, = Lo + Ly, se llega a que

dP,

W c(B+uxB), Ppn=rl)m,

mientras que para la antiparticula, se llega a

dP,,

= (E+uxB), Pn=-1()mv,

Si frente a un mismo campo electromagnético externo, la aceleraciéon del centro de masa de la
particula es opuesta a la de la antiparticula, entonces —e* = —e, ambos objetos tendrian la
misma carga, y esta tultima ecuacién dindmica se reescribiria,

d

7 (y(v)ymv) = —e(E +u x B).

Podriamos definir el momento lineal siempre en el sentido de la velocidad, con lo cual H,,
serfa siempre un observable definido positivo, lo que nos daria lugar a dos posibles tipos de
particulas que a igualdad de masa solamente difieren en el signo de la carga, y que vendrian
descritas por las dos Lagrangianas

Ep = EO —eg(t, )t +eA(t,r) -,

Lo = Lo+ ed(t,r)i — eA(t, ) - 7,

que corresponde simplemente a un cambio de e por —e, y donde la parte comun EO es la que
conduce a una H,, > 0y P,, = H,v/c*. En cualquier caso, el signo de la carga de la particula
no esta definido. _ N

Como las ecuaciones dindmicas que se obtienen de L, y de —L, son las mismas, conducen a
dos posibles interpretaciones equivalentes de las diferencias entre particula y antiparticula. Una
es que ambos objetos elementales tienen la misma masa y carga eléctrica, pero sus propiedades
mecanicas H,, y P,, son opuestas. La interpretacion del convenio actual es que poseen cargas
opuestas, lo que nos lleva a adoptar la definicién de que la energia es positiva y que el momento
lineal tiene la direccién de la velocidad del centro de masa para ambas. La exigencia de la
positividad de la energia puede tener que ver con la direccion de la flecha del tiempo.

Este tratamiento es véilido para el establecimiento de las ecuaciones dindmicas del centro
de masa de cada particula. Para la parte del movimiento interno tendriamos para ambas la

ecuacion ) )
d°r cc—v-u

ﬁzw(q—ﬂa
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que no es otra que la definicién de la posiciéon del centro de masa

cQ(Hm—Pm-u> du

7=r+ (dujdt)? ) at

La expresion del espin S en términos de estas variables seria para la particula

H, — P, -u)\ du . Hy,
Sp: <(d’u,/dt)2> E X u, o bien Sp:_CT(T_q)XU

en tanto que para la antiparticula

Sa:<Hum-u

(du/dt)? dt’ 2

>u>< du o bien Sa:%(r—q) X U

con H,, = v(v)mec® y Py, = v(v)mwv. Esto nos distingue en la estructura interna en el hecho
de que el espin S, tiene la direcciéon de la velocidad angular para la antiparticula y en sentido
opuesto para la particula.

Experimentalmente sabemos que el par electrén-positrén, si su momento angular total es
cero, se desintegra en la emisién de dos fotones, con espines opuestos, de energfa total 2mc?.
En el proceso se conserva la energia, el momento lineal y el angular y la carga eléctrica. Si el
estado inicial es de espin 1, entonces la desintegracion lo es con emision de tres o mas fotones. La
interpretacion, para particulas masivas, de que la antiparticula es un objeto de carga opuesta,
es consistente con este resultado experimental.

En el caso de los fotones, al no tener carga podriamos suponer que son su propia antipar-
ticula. Sin embargo, desde el punto de vista interno, S y w tienen la misma direccion para el
foton y sentido contrario para el antifoton. Su distincién fisica se podria determinar viendo como
interaccionan con una red cristalina. Si la 6ptica de los antifotones es la misma que la de los
fotones no habria diferencia entre ellos, pero es posible que al interaccionar con el medio cris-
talino, aunque no poseen carga, su desviacién podria tener que ver con la diferente orientacion
relativa del momento angular con la velocidad angular.

Como los fotones no tienen carga, esta interpretacion de que el momento lineal tiene la
direccién de la velocidad y la carga es opuesta, nos lleva a que fotones y antifotones son la misma
particula. En cambio, en la primera de las interpretaciones no habria ambigiiedad, ya que las
propiedades mecénicas H y p serian opuestas. Hoy en dia sabemos que tanto en electrodinamica
como en cromodinémica, los mecanismos de interaccion entre la materia (fermiones de espin 1/2)
es el intercambio de bosones virtuales de espin 1 (fotones, gluones, bosones masivos W=, D
En el caso electromagnético, si solamente existiera el intercambio de fotones no se produciria el
fenémeno de la atraccion.

Supongamos, como se describe en la figura 2.13, que un electrén y un positrén, ambos de
energia mecéanica H,, positiva y momento lineal en la direccién de la velocidad de su centro de
masa, interaccionan intercambiando un fotén, que de forma virtual es emitido por el electréon
en 1 y absorbido por el positréon en 2. Debido al intercambio de momento lineal y energia, el
electron adquiere un momento lineal p| = p; — k, mientras que el positron termina con un
momento lineal p), = p, + k, y las dos particulas se separan. El proceso hubiera sido el mismo
si quien hubiera emitido el fotén virtual fuera el positrén.

Como sabemos que particulas de carga opuesta se atraen, el mecanismo deberia haber sido
el de la figura 2.14, con un intercambio de un antifotén, emitido desde 1 por el electrén, con
momento lineal k, en sentido contrario a la velocidad, siendo absorbido en 2 por el positron.
Ahora también pj = p; — k, y el resultado es que el electron se acerca al positron. Lo mismo
le sucede a éste. También se podria interpretar este proceso al revés, siendo el positron quien
emitiera el antifoton.
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e+

Figura 2.13: Interaccién de un electrén y un positrén intercambiando un fotén. Ambas
particulas se separan.

Figura 2.14: Interacciéon de un electrén y un positrén intercambiando un antifotén. Ambas
particulas se atraen.
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En un 4tomo, la existencia de estados ligados de electrones con respecto a un nicleo positi-
vamente cargado, implica un proceso de atraccion electromagnética. Si este proceso se interpreta
como el intercambio de bosones virtuales entre el nicleo y los electrones, estos bosones tienen
que ser necesariamente antifotones.

2.7.1. Deteccidén de antimateria césmica

Uno de los proyectos para detectar antimateria en el universo y verificar la existencia de
galaxias de antimateria consistiria en detectar dtomos de antimateria en los rayos césmicos.
Antiprotones y positrones ya se detectan, pero pueden haber sido producidos en el sol o en
estrellas de nuestra galaxia.
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Figura 2.15: Medida de la relacién positron/electrén hecha por el detector de la AMSO02.
La banda de color gris es la prediccion de esta relacién, hecha por astrofisicos y basada
en modelos de interaccion y fenémenos de transporte en la Galaxia. La relacién medida
(datos de color rojo), incrementa a partir de los 10 GeV.

La estructura compuesta més simple formada por antimateria seria el nucleo de antihelio
formado por dos antiprotones y dos antineutrones, es decir una particula antialfa. Esto llevd
a desarrollar un espectrémetro para medir estas particulas. Se le denomina Alpha Magnetic
Spectrometer del cual la version AMS02 fue instalada en la ISS (International Space Station)
en mayo de 2011, a una altura media de 350 Km. Hasta 2013 habia detectado del orden de
25 x 10Y medidas de electrones y positrones en el rango de 0.5 a 350 GeV, de los cuales 4 x 10°
eran positrones, observando un aumento de la relacion positrones/electrones en el rango de 10
a 250 GeV, no habiendo una diferencia significativa a lo largo del tiempo ni en la direccion de
observacion, pero confirmando an unezplained excess of high-energy positrons in Earth-bound
cosmic rays, en palabras de Samuel Ting, director del proyecto 4. En diciembre de 2016 informa
que ha detectado una pequefia fracciéon de antihelio-3 entre unos 102 nucleos de helio detectados
durante un afo.

2.8. Optica de particulas y antiparticulas

Segun lo visto en el apartado anterior, desde el punto de vista dindmico podemos considerar
que las particulas y antiparticulas poseen la misma masa y la misma carga eléctrica pero la
energia mecénica de las antiparticulas H,,, es definida negativa. Otra alternativa es considerar
que la energia mecanica H,, es siempre un observable definido positivo, tanto para particulas

1S, Coutu, Physics 6, 40 (2013); AMS Collaboration Phys. Rev. Lett. 110, 141102 (2013)
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como para antiparticulas, en cuyo caso las cargas de particulas y antiparticulas son opuestas.
Esta es la suposicién habitual.

Supongamos un haz de particulas que penetra en una region en la que hay un campo electro-
magnético con el que interacciona. En un tiempo At el momento lineal sufre una modificacion
longitudinal APy, y una modificacion transversal APr. La particula, debido a la modificacion
transversal A Pr se desvia de su trayectoria. Lo que sabemos es que si fuera una antiparticula,
se desviaria en sentido contrario. Como objetos que tienen la misma carga recibirfan la misma
modificacion del momento lineal por parte del campo electromagnético externo. En la figura
2.16 vemos la trayectoria que sique la particula, cuyo momento lineal tiene la direccion de la
velocidad, y que recibe un impulso Ap en un tiempo At, con lo que se modifica su momento
lineal p’ = p + Ap, y prosigue su vuelo a lo largo de la linea de puntos.

Figura 2.16: Modificacion de la trayectoria de una particula que recibe una transferencia
de momento lineal Ap.

Figura 2.17: Modificacién de la trayectoria de una antiparticula que recibe la misma trans-
ferencia de momento lineal Ap que en el caso de la particula. La desviacion es en sentido
contrario a la de la particula.

En la otra figura 2.17, la trayectoria inicial de la antiparticula es la misma, pero con p en
sentido contrario a la velocidad v. En esta interpretacion, el campo electromagnético produciria
la misma transmisiéon de momento lineal Ap que en el caso anterior, pero ahora la nueva
velocidad v’ se desvia hacia el otro lado, a lo largo de la nueva linea de puntos. Esta desviacion
es la misma que suponer que el momento lineal de la antiparticula tiene la direccién de su
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velocidad pero lo que recibe es un impulso de valor —Ap como corresponde a la interacciéon de
una carga opuesta en el mismo campo electromagnético.

Si tuviéramos haces de particulas con una misma velocidad media que experimentan este
tipo de interaccién, tendriamos que dichos haces han sido desviados hacia un lado, en tanto que
el correspondiente haz de antiparticulas seria desviado hacia el otro.

Esto sugiere que en el caso de fotones y antifotones, su comportamiento colectivo seguiria
un procedimiento parecido a éste. De esta manera, si un haz de fotones al incidir en un medio
cristalino de mayor indice de refraccion, se desvia aproximandose a la normal de la superficie de
separacion, el correspondiente haz de antifotones se alejaria, pues recibiria una transferencia de
momento lineal de sentido contrario, en la interpretaciéon de que los antifotones son particulas
de energia positiva.

Los actuales dispositivos épticos que producen concentraciones de fotones en los puntos foca-
les, no concentrarian en esos focos los haces de antifotones, porque tendrian un comportamiento
dinamico opuesto.

Ocurre lo mismo en los microscopios electrénicos. Las lentes electromagnéticas que producen
la concentraciéon de electrones con fines de focalizacion, dispersarian sin focalizar a un haz de
positrones. Para poder utilizar positrones, habria que invertir los campos, es decir invertir los
campos electrostaticos e invertir las corrientes que generan los campos magnéticos. El problema
apareceria al colisionar los positrones con los electrones de la muestra, aniquilandose ambos.

En los seres vivos tenemos los ojos adaptados a ver fotones, porque seguramente en nuestra
galaxia en la que domina la materia, la radiacién predominante es de fotones. Si existe una
galaxia de antimateria cuyo efecto de radiacién dominante fuera la emisiéon de antifotones, no
seriamos capaces de detectarla con nuestros actuales dispositivos 6pticos.

Urge por lo tanto el desarrollar una 6ptica de antifotones y disenar dispositivos 6pticos para
producir concentraciones focales de antifotones.

2.8.1. Ondas electromagnéticas

La interpretacion habitual de una onda electromagnética es la que en el plano de la onda
existen un campo eléctrico y otro magnético, ortogonales y vibrando con la misma frecuencia.,
tenemos dos posibilidades. Supongamos que se trata de luz monocromética, polarizada circular.
Sea la onda de la figura 2.18 que se propaga en la direccién positiva del eje OZ, con sendos
campos E y B perpendiculares, con esa posicién relativa, y que rotan alrededor del eje OZ en
el sentido que se indica. El vector de Poynting S ~ E x B tiene la direccion de propagacion de
la onda y también la direcciéon de la densidad local de momento lineal electromagnético

Si tuviéramos una onda asociada a antifotones, eso requeriria que la posicion relativa entre
los campos fuera la de la figura 2.19 en la que el vector de Poynting esta orientado en sentido
contrario a la direcciéon del movimiento.

Si la onda asociada a los fotones interacciona con una particula cargada positivamente, el
campo eléctrico la acelera hacia arriba y la interaccién con el campo magnético le produce una
fuerza en la direccion OZ, como corresponderia a una transmision de momento lineal en esa
direcciéon. Si la particula es de carga negativa la aceleracion es hacia abajo pero la interaccion
magnética produce de nuevo una fuerza hacia adelante. Sin embargo, la interacciéon de la onda
de la figura 2.19 con la misma particula positivamente cargada, el campo eléctrico le produce
una aceleraciéon hacia arriba pero el campo magnético le produce una fuerza hacia atras, como
corresponderfa a una transmisiéon de momento lineal proviniente de un antifotén. Si la carga
fuera negativa, la fuerza también seria hacia atras.

Para desarrollar una éptica de antifotones deberiamos utilizar la descripcién electromag-
nética de la figura 2.19, y analizar su comportamiento al cambiar de medio, tanto en lo que
respecta a la reflexiéon como a la transmision.
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Figura 2.18: Campos de una onda plana electromagnética, polarizada circularmente, aso-
ciada a un haz de fotones monocromaticos que se mueven a lo largo del eje OZ y que van

rotando en sentido contrario a las agujas del reloj. El vector de Poynting S apunta en la
direcciéon del movimiento.

Figura 2.19: Campos de una onda plana electromagnética, polarizada circularmente, aso-
ciada a un haz de antifotones monocromaticos que se mueven a lo largo del eje OZ y que
van rotando en sentido contrario a las agujas del reloj. Aqui, el vector de Poynting S y la

densidad de momento lineal electromagnético tiene sentido contrario al desplazamiento de
la onda.
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2.8.2. Movimiento de una carga puntual en un campo externo

La ecuacién que satisface una carga puntual en un campo electromagnético externo es la

d
dit’ — e (B(t,r) +v x B(t,r)).
que para la posicién del centro de masa nos lleva, a la ecuacion diferencial:
d’r e 1
EIW <E(t,'f‘)+'va(t,’r)—02('U'E)'U). (2205)

Sea una onda monocromética plana, de pulsaciéon w y numero de onda k = w/c, polarizada
linealmente, moviéndose a lo largo del eje OZ, de tal manera que los campos son

E
E, = Ejcos(wt —kz+a), By = =0 cos(wt — kz + a),
c

con « una fase arbitraria. Con el campo anterior, las ecuaciones explicitas a resolver son las

¢:€<Ex_23y_“‘2xj;>, i & <_$2wy>, P (iBy_ﬂ”;;,).
my C mry C mry C

De la segunda de las ecuaciones, con las condiciones de contorno de que y(0) = 0, y(0) = 0,
resulta y(¢) = 0, y el posible movimiento del centro de masa del electron tiene lugar en el plano
X0Z.

Conviene definir una variable de evolucién adimensional 7 = wt, y lo mismo para las variables
espaciales T = wx /¢, ...,z = wz/c, con lo que en términos de estas variables adimensionales,
tenemos:

de  dxdr dx dz  d*x Gd*x  d*x d’z

dat ~drat Car Car oAz T Y @ a2 T Y
A2 R O dz  (dz\? ~
W:wcp:mi’y ]_—E— E COS(T—Z+O&)

Pz dPE ek (d:% di dz

a2 = %2 T ey

con lo que finalmente, quitando las tildes y denotando por un punto la derivada con respecto a
7,y llamando al parametro adimensional

ek
A=
mew
tenemos: A
= —(1—2—$2)COS(T—2+04)
0
A
j=—(—2y)cos(T — 2z + «)
v
A
= — (& —x2)cos(T — z + «)
Y
siendo

v=(1— (@2 + g2+ 2%) 72

En el caso de la radiacion solar, estimada del orden de 1350 W/m? en la zona alta de la
atmosfera, eso nos lleva a que el valor eficaz del campo eléctrico y magnético, en la hipdtesis
de que fuera una onda polarizada lineal, serfa de E.y =713.15 V/m y Bey = Ecf/c =2.378 uT.
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Como la longitud de onda media de la luz visible es de 575 nm, eso corresponde a una frecuencia
media v = 5.21-10™, el factor adimensional A, para el calculo del movimiento de un electréon

bajo una luz visible media seria
A=127-10710 <« 1.

En las proximidades de una antena en la que la corriente sea producida por un campo del orden
de Ep = 100 V/m y frecuencia de 100 MHz, el valor del parametro resulta ser A = 9.33-107°.
Con estas estimaciones, y tomando el valor de A = 1076, y para diferentes valores de la fase
inicial —180° < o < 180° del campo cos(7 — z + «), el movimiento de una particula puntual,
inicialmente en reposo, tiene lugar en el plano XOZ, y en todos los casos sale hacia adelante,
segun las trayectorias descritas en la figura 2.20, en las que la escala en el eje OZ ha sido
ampliada en un factor 10° de la escala en OX.!5

@x

Figura 2.20: Movimiento de una carga puntual en el plano XOZ bajo la accién de una onda
plana polarizada linealmente, y con diferentes fases iniciales o« = 0,7/4,7/2,.... El factor
A =107% y la escala en el eje OZ esta multiplicada por un factor 10°. En todos los casos, la
particula puntual recibe un impulso hacia adelante.

Si la onda polarizada linealmente correspondiera a un antifotén, tendriamos que cambiar el
campo magnético B, por —B,, y la particula recibirfa un impulso hacia atras.

En el caso de una onda monocromética plana, de pulsacion w y numero de onda k = w/c,
polarizada circularmente, moviéndose a lo largo del eje OZ, los campos son

E, = Eycos(wt —kz+ ), E,=aFEysin(wt —kz+ ),

B, = —a% sin(wt —kz +a), By= % cos(wt — kz + )
Con a = 0, obtenemos la onda polarizada linealmente del caso anterior, con a = 1 es una
onda polarizada circularmente en la que los campos rotan hacia la derecha en cada punto, con
velocidad angular w, si miramos en la direccién de propagacién de la onda, mientras que con
a = —1, los campos rotan hacia la izquierda con la misma velocidad angular.
Con los mismos criterios que en el caso anterior, las ecuaciones dindmicas a resolver son las

i}:;l[(1—z'—:ic2)cos(7-—z+a)—aa’:ysin(v-—z—l—a)}
g’j:fyl[a(l—z‘—gf)sin(T—z—i—a)—g'cycos(r—z—i-a)]
é:i;l[(i—i’é)cos@’—z—ka)—&—a(@)—g}é)sin@‘—z—l—a)]

151 integracién numérica presentada en las figuras ha sido hecha con el programa Dynamics Solver, creado
por J.M. Aguirregabiria, y que puede obtenerse de su pagina web, en el servidor del Departamento de Fisica
Teorica.
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Con el mismo valor de A = 1079, y para el mismo rango de la fase inicial, la particula puntual
inicialmente en reposo, sale despedida hacia adelante a lo largo del eje OZ, pero ahora posee
un movimiento transversal en el plano XOY como se aprecia en las figuras,

x

Figura 2.21: Movimiento de una carga puntual, inicialmente en reposo, en el plano XOZ y
en el plano XOY bajo la accién de la onda plana polarizada circularmente, con A = 1075,
y para distintas fases iniciales a, de la onda. El movimiento transversal en el plano XOY
depende del valor de la fase a de la onda cuando alcanza a la particula. La escala en el eje
OZ esta ampliada 10° veces la escala de los ejes OX y OY y en todos los casos la particula
sale hacia adelante.

2.8.3. Optica

Supongamos una onda plana monocromatica en un medio homogéneo e isétropo y no con-
ductor. Las ecuaciones macroscopicas de Maxwell son

oB
-B: E _— =
v 0, Vx +8t 0,
V.-D=0, vxHa-2P_
ot

Al ser el medio homogéneo e isdtropo se tiene
D=¢E, B=uH,

con lo que las ecuaciones de los rotacionales aparecen

0B OE
VxE+ 5 0, Vx L€ T 0

Como Vx (Vx A) =V(V-A)—V2A, tomando los rotacionales de estas expresiones y sabiendo
que V-E =0y V-B =0, nos lleva para E y B a las ecuaciones

2 _\EB—o 2 9 \B-0
Ko - Ko -
Si la onda plana viaja en la direccion del eje OZ, su dependencia espacial es de la forma

e 1o que nos lleva a
—k? 4 pew® =0, k==+\/jlew.

La velocidad de propagacion de la onda es v = w/|k| = 1/,/pe = ¢/n donde n, el indice de

refraccion es
€
n= L5
Ho €0
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La solucion general, tomando k = w/v > 0, es de la forma

uk(t, a:) = aeik(z*vt) + be*ik(z+vt).
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2.9. Apéndice: Grupo de Rotaciones

Vamos a describir geométricamente una rotacioén de valor a alrededor de un eje arbitrario,
descrito por el vector unitario w. Interpretamos que para a > 0 el giro se realiza el sentido
horario cuando miramos en la direcciéon del vector unitario w. Si a < 0, el sentido de giro es el
antihorario. Por lo tanto, segun la figura 2.22, un punto cualquiera caracterizado por el vector
r, pasard a la posicién dada por el vector 7/,

Figura 2.22: Rotacién activa de valor « del vector r, alrededor del eje OA

Vectorialmente, 7’ = OA + AD + DC, siendo DC perpendicular al vector AB.
OA = (r -u)u
AD = ABcosa = (r — (r - u)u) cos «
DC = |AC|sinan
siendo n un vector unitario perpendicular a w y r y por lo tanto

uUXr
n=——
lu x 7|

pero |u x | = |AC| = |AB|, |AD| = |AC|cosa, |DC| = |AC|sina, con lo que
DC =u x rsina
De esta manera el vector 7’ se expresa como:
r =rcosa+ (r-u)u(l —cosa) +u x rsina, (2.206)
que expresado por componentes:
#'i = micos o+ (zju;)ui(l — cosa) + gpujry sina =

= (dir cos o + uup (1l — cos o) + €455 uj sina)xy = R(o, w)ipTp-

Si definimos el vector a = au, entonces toda rotacién queda parametrizada por un vector de
RZ’)

Y
[a710%%

R(e)ir, = dig cosa + —(1 — cosa) + eijk% sin « (2.207)
a a
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donde el primer indice ¢ es un indice de fila y el segundo k de columna de la matriz que caracteriza
a esta rotacion. Si fijamos el vector u, entonces una rotacion en el sentido positivo alrededor de
un eje de valor a produce el mismo efecto que una rotacién de valor 2 — « tomada en sentido
contrario. Entonces, a la hora de singularizar cada rotacién por un vector e, la variedad que
caracteriza al grupo se reduce al conjunto de puntos contenidos dentro y sobre la superficie de
una esfera de radio m, (ver figura 2.23) pero donde los puntos opuestos de la superficie de la
esfera, que representan rotaciones de valor 7, corresponden a una misma rotaciéon y por lo tanto
estan identificados.

Figura 2.23: Variedad doblemente conexa del grupo SO(3)

Esta particularidad hace que si tratamos de unir dos puntos de la variedad mediante una
curva de puntos de la variedad, hay dos tipos de curvas que nos unen dichos puntos. Estos tipos
de curvas no pueden reducirse, por deformacion, el uno al otro, ya que o pasan por la superficie
de la esfera y saltan a su punto opuesto, o bien unen directamente ambos puntos. La variedad
es un conjunto cerrado y acotado, es decir compacto. Y como la conexién mediante arcos de
dos puntos cualesquiera tiene dos posibilidades, pasando por el borde o sin pasar, resulta que
el grupo de rotaciones es también doblemente conexo. El det(R(a)) = 1, con lo que el grupo
de rotaciones se identifica con SO(3), el grupo de matrices 3 x 3 ortogonales de determinante
unidad (Special Orthogonal group).

Otras parametrizaciones alternativas se obtienen definiendo el vector ¢ = sin(a/2)u y la
matriz de rotacién se representa por:

R(D)ik = (1 — 26%) it + 20ir, + 2v/1 — ¢? 40 (2.208)

y la variedad es una esfera de radio unidad con identificacién de puntos opuestos sobre la
superficie.

Si definimos el vector p = tan(a/2)u en esta parametrizaciéon una rotacién se expresa
mediante:

R(p)ik [(1 = p%) Gir. + 2pipx + 224105] (2.209)

Y
y la variedad es el espacio R? compacto, donde la compactificaciéon se ha obtenido afiadiendo
los puntos del infinito en cada direccién, y que ademéas cada par de puntos opuestos se han
identificado. Denotaremos esta variedad por R3.
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Ejercicio: Dada la matriz ortogonal siguiente:
0 1 0
0 0 1
-1 0 0

determinar qué tipo de transformacién de coordenadas genera.

Solucion: Como el determinante es —1 resulta ser una rotacién seguida de una inversién con

respecto al origen. La traza es cero, luego la rotacion es de 0 = 1+ 2cos «, o = 27/3, alrededor de
un eje de cosenos directores proporcionales a u ~ (1,—1,1).

Ejercicio: Calcular, utilizando dos parametrizaciones distintas del grupo de rotaciones, la matriz
que representa una rotacion, en el sentido pasivo, de valor a« = 30° alrededor de un eje cuyos
cosenos directores son proporcionales a los ntimeros (—1, 2, 2).

2.9.1. Parametrizacién normal o canénica del grupo SO(3)

A partir de la relacion RTR = 1, obtenemos nueve ecuaciones entre las nueve componentes
de la matriz de rotaciéon R. Sin embargo sélo son en realidad seis ecuaciones independientes, ya
que considerada cada matriz como tres vectores fila o columna, dichas relaciones lo que estable-
cen es que dichos vectores son ortogonales dos a dos y de norma unidad. El que el determinante
sea +1 representa que tomados consecutivamente, dichos vectores forman un triedro ortonormal
directo(antihorario), siendo un triedro inverso(horario) en el caso de que el determinante valga
—1. Quedan por lo tanto tres parametros libres de ahi que la variedad que caracteriza al grupo
sea de dimension 3. La parte conectada continuamente con la unidad SO(3) como grupo de Lie,
tendrd un algebra de Lie de dimensién 3. Sea R = [+ €M una rotacion préoxima a la unidad, con
¢ infinitesimal y M una matriz a determinar. Como RY = R =1+ eM” =1 — eM, resulta
que MT = —M por lo que M es una matriz antisimétrica arbitraria 3 x 3, que se denomina
generador de la rotacion.

El algebra de Lie de los generadores de SO(3), que se suele representar por so(3), es el
espacio vectorial real de las matrices reales antisimétricas 3 x 3. Una base de dicho espacio viene
dada por las tres matrices linealmente independientes:

00 0 0
Ji=l0o o0 -1, Lk=|o0
01 0 -1

0 1 0 -1 0

0 0/{, Js=(1 0 0],

0 0 0 0 O

con lo que comprobamos que generan un espacio vectorial de dimensiéon 3. Un algebra de Lie,
ademas de ser espacio vectorial posee una ley de composicién interna, que es distributiva res-
pecto de la suma vectorial, pero que no es en general conmutativa ni asociativa. Basta para
caracterizarla, el conocer dicha ley para los vectores de la base. Para matrices la ley | ,] se
reduce a su conmutador. Los tres J; cumplen las reglas de conmutacion:

[Ji,Jk] = €ilil, i,k,l = 1,2,3, (2.210)
es decir la tabla que define la operacion | ., .] del algebra de Lie so(3) es la

SO(?)) ‘ Jl J2 J3
J1 0 Jz =
Jo —J3 0 Ji
J3 Jo —=J1 0

Sea M = > «;J; una combinacion lineal arbitraria de los elementos de la base J;, con tres
naumeros reales arbitrarios «;. Esa suma la vamos a escribir formalmente como Y «;J; = au - J,
siendo a; = awu; en términos de las tres componentes de un vector unidad v y donde mediante
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el ‘producto escalar’ w - J = U lo que queremos expresar es el sumatorio »_ u;J; en forma
compacta. Calculemos la matriz

M n 0 —us (%)
exp(M) = lim <]I+ > =exp(alU) =expla| us 0 —-u =
n—o00 n
—U2 Ul 0
1 0 0 o 0 —uz us o2 —(u3 + u%) UL U ULU3
01 0]+ i us3 0 —u |+ o UL U —(u? + u3) UU3 +
0 0 1 "\ —uy  wg 0 ) uULU3 UU3 —(u? 4+ u3)
ag 0 us —Uug
+— | —-us O Uy + -
3!
u9 —Uul 0
de tal manera que habiendo llamado
0 —u3z u —(u3 + u%) U1 U ULU3
U=u-J=| us 0 —u |, U? = UTU2 —(u? +u3) UgU3 ,
—uUs Ul 0 ujus Uu3 _(u% + u%)
entonces U verifica U = —U, U* = —U? y asi sucesivamente para todas sus potencias, con lo

que el desarrollo anterior se expresa en términos unicamente de las matrices I, U y U?, en la
forma
a o o? ot
exp(aU)Eexp(a-J)—]I—i-U(l‘—3'+-~> +U? <—+--'),
es decir la expresion obtenida anteriormente (2.207).
Si consideramos que dos de los pardmetros «; son nulos y analizamos el subgrupo unipara-
métrico que genera el pardmetro no nulo, por ejemplo oy, entonces

exp(aJi) exp(8J1) = (I + sinaJ; + (1 — cosa)J2) (I +sin BJ; + (1 — cos B)J?) =

I+ sin(a + B)Jy + (1 — cos(a + B))J? = exp((a + B).J1),

con lo que en esta parametrizacion la ley de composicién de cada subgrupo uniparameétrico es la
suma, de los parametros de los elementos del grupo que intervienen en la operacion. Al pardmetro
que define la aplicaciéon exponencial se le denomina pardmetro normal o canénico.

La parametrizacion normal del grupo de rotaciones, corresponde por lo tanto a aquella en
la que la variedad es la esfera de radio m, con lo que en la parametrizaciéon normal una rotaciéon
se representa por:

Qi

R(a)zk = (exp(a . J))lk — 61]{: cos o + a2

ajgo .
(1 —cosa) + g, — sina,
«

que es la expresion (2.207).
De forma desarrollada R(c) resulta ser:

cosa + uf(1 — cos ) —ugsina + ujug(l —cosa)  ugsina + ujuz(l — cos a)
uz sin a + ugu (1 — cos @) cos a + u3(1 — cos ) —uy sin a + ugug(1l — cos a)
—ugsina + ugui (1l —cosa)  wugsin o + ugua(l — cos a) cos a + u3(1 — cos )

Podemos ver que R(a)™! = RT(a) = R(—a) y que la suma de los elementos diagonales
vale 1+ 2 cos «, en tanto que los cosenos directores del vector unitario u que define el eje de giro
son proporcionales a los ntimeros (Rg2 — Ra3, R13 — R31, R21 — Ri2), salvo en el caso de que
la rotaciéon sea de valor @ = 7, que al ser ‘R simétrica, se obtendran a partir de los elementos
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diagonales que valen, respectivamente —1+2u$, —1+2u3 y —1+2u3 y las dos posibles soluciones
para cada u; deben ser compatibles con el resto de los elementos R;;.

1

14+2cosa=Ry, u=—-——
2sin o

€iijkj7 (0% 7é 0,7‘(’.
Si o= 0, los Ry, k # j son nulos y la anterior relacién es indeterminada, como corresponde al
eje de una rotacién nula.

Si calculamos los valores propios de toda matriz ortogonal que representa una rotacion,
vemos que se reducen al valor real 1 con vectores propios en el subespacio vectorial de R3 de
dimensién 1 en la direcciéon del eje de giro, y otros dos valores propios en general complejos
conjugados, de la forma €!® y e~ sin vectores propios reales, que en el caso particular a = 7
se reducen a —1 que es doble y los correspondientes vectores propios constituyen el espacio
vectorial bidimensional ortogonal al eje de giro.

Ejercicio: Las dos matrices siguientes representan sendas rotaciones. Determinarlas.

v2 =10 =10 1 _4+v3  V3-1
2 5 10 6 6 3
A= | vio 1+2v2  V2-2 B = V3-4 1 V341
5 5 5 ? 6 6 3
VIO V2-2 8+V2 _ V3841 1-v3 -1
10 5 10 3 3 3
Solucion: a4 =7/4, mna ~ (0,—1,2). ap=2n/3, np~(-2,21).

El tratamiento que hemos hecho de las rotaciones se denomina representacion activa, en el
sentido de que expresamos como cambian las coordenadas de un punto sometido a una rotacion,
respecto de unos ejes coordenados que permanecen fijos en el espacio. La interpretacion pasiva
consiste en representar las coordenadas de un mismo punto del espacio referido a dos sistemas
de coordenadas, uno de los cuales ha sido girado respecto del otro. Pero al girar un sistema de
coordenadas mediante a las nuevas coordenadas del punto corresponde a una rotacién activa en
la que hubiéramos girado al punto con la rotacién inversa —a. De ahi que basta sustituir « por
—a para obtener la expresién de un cambio de coordenadas cuando cambiamos de sistema de
referencia. En este caso, las reglas de conmutacién aparecen en la interpretaciéon pasiva como:

[Jia Jk] = _5ikljla i7k>l = 17273

2.9.2. Ley de composicién de las rotaciones

Si cada rotacion viene dada por un vector a € SO(3) entonces es posible obtener el vec-
tor resultante de la composicion de dos rotaciones arbitrarias. Sea R(vy) = R(a)R(B). Si los
vectores a = au, 3 = fv y v = yw, entonces haciendo el producto matricial e identificando
término a término obtenemos:

v utana/2 +wvtan /2 + tana/2tan 5/2(u X v)

wtan§ - 1 —tana/2tan 5/2(u - v) (2.211)
Si en vez de utilizar la parametrizaciéon normal definimos los vectores
p = tan %u, p = tan ?u, v = tan %w
entonces R(v) = R(p)R(u) resulta:
y_PtRtPXH (2.212)

l—p-p
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Podemos ver de la anterior relacion, que si a = = 7, tan(a/2) = tan(8/2) = oo y por lo

tanto en este limite:
Y vXu
wtan — =
2 u-v

con lo que la rotacion resultante es alrededor de un eje ortogonal a los dos anteriores en el sentido
del producto vectorial del segundo al primero, que si estan separados un angulo ¢ se tiene que
tan(y/2) = sin¢/ cos ¢ = tan ¢, y el valor del dngulo es v = 2¢, doble del que forman u y v.
Reciprocamente, toda rotaciéon puede por lo tanto escribirse como producto de dos rotaciones
de valor 7, alrededor de dos ejes ortogonales al primero y separados por un angulo de valor
mitad al de la rotacion a efectuar.

Si tenemos una pequeia tapa cilindrica boca abajo y la damos la vuelta, esto es la giramos 7
radianes alrededor de uno de sus didmetros quedando boca arriba, y a continuacion la volvemos a
girar otros 7 radianes alrededor de otro didmetro, vuelve a quedar boca abajo, y sus puntos han
girado un angulo doble del que forman estos dos ejes, y en el sentido en que se han tomado estos
ejes.

Figura 2.24: Composicién de rotaciones mediante giros de valor 7

Esto nos da pie para representar geométricamente la composicién de dos rotaciones '

base de descomponer cada una de ellas en dos de valor 7. Sean en la figura 2.24, v y v los dos
vectores unitarios alrededor de los cuales vamos a girar sendos angulos « y . Si por O trazamos
los planos perpendiculares a ambos vectores, éstos se cortan segin la recta caracterizada por
el vector unitario . En el plano perpendicular a u, y en el sentido antihorario, colocamos el
vector unitario mi, separado del m un angulo a/2. Asfmismo, en el plano perpendicular a v,
y en sentido contrario al anterior, definimos el vector unitario ny separado 3/2 del n. Por lo
tanto:

a

R(B,v)R(a,u) = R(mw,n2)R(m,n)R(w,n)R(w,n1) = R(w,ne)R(m,nq), (2.213)

por lo que la rotacién compuesta lo es alrededor de un eje perpendicular a 121 y 12 en el sentido
ny X n1 y de valor un dngulo igual al doble del que forman estos vectores.

El analisis anterior se presta a otra interpretacion grafica de la ley de composicién de dos
rotaciones. Supongamos que tenemos dada una esfera de radio unidad. Como una rotacién viene

167 M. Aguirregabiria, A. Hernandez, M. Rivas, Composition law of the rotation group, Eur. J. Phys., 13,
139-141 (1992).
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caracterizada por el &ngulo « y el vector unitario u que define el eje de rotacion, vamos a tratar
de representar ambos elementos sobre esta esfera. El vector w lo podemos definir por un punto
sobre ella que representa a su extremo o bien mediante un plano, ortogonal a u que pasando
por el centro corta a la esfera segin un circulo maximo. Adoptaremos este segundo punto de
vista. En cuanto al dngulo «, asociado a este eje, definiremos sobre el circulo méximo anterior
un segmento orientado de longitud «/2.

Figura 2.25: Composicién de rotaciones sobre la esfera unidad

La ley de composiciéon esquematizada en la figura anterior nos lleva en la figura 2.25, a
definir dos circulos maximos asociados respectivamente a u y v que se cortan en el punto A, el
cual representaria el extremo del vector unitario n. Llevando sobre ellos en el sentido indicado
sendos segmentos circulares de valores a/2 y /2 respectivamente se nos definen los puntos By
C que se corresponden con los extremos de los dos vectores unitarios ng y n1. Como la rotacion
resultante es ortogonal a éstos, entonces su eje queda definido por el circulo maximo que pasa
por B y C. Como la rotacién compuesta lo es de valor doble a la separacién angular entre ny
y M2, entonces el segmento circular BC resulta ser de valor v/2 y por lo tanto caracteriza a la
rotaciéon compuesta.

Como la separaciéon angular entre ambos planos es m — ¢, siendo ¢ el angulo que forman u
y v, sabemos por trigonometria esférica que en el tridngulo esférico ABC' se cumple:

cosy/2 = cosa/2cos 3/2 + sina/2sin 3/2 cos(m — ¢) =

= cosa/2cos 3/2 —sina/2sin /2 cos ¢

relacion que podemos obtener directamente a partir de la composicién de las dos matrices que
representan dichas rotaciones.

2.9.3. Cinematica de la rotacion

La descripcién de un objeto con orientacién, como por ejemplo un sélido rigido o una parti-
cula elemental se va a hacer describiendo la evolucion de los tres vectores unidad e;, 1 = 1,2, 3,
de los ejes ortogonales ligados al punto que evoluciona. En el caso del sélido rigido pueden ser las
tres direcciones principales de inercia alrededor del centro de masa y en el caso de una particula
elemental el sistema cartesiano instantaneo ligado al centro de carga.

Si esos tres vectores los escribimos como vectores columna, uno a continuaciéon del otro,
formaran una matriz ortogonal de determinante unidad, esto es, una matriz de rotacién, y por lo
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tanto, solamente tres parametros «;, ¢ = 1,2, 3, la caracterizaran, como variables esenciales para
su descripcién, que seran los tres grados de libertad asociados a la evolucién de la orientacion.

Rla) = ((e1), (e2), (e3))

Si inicialmente en ¢ = 0, escogemos los ejes del laboratorio en coincidencia con los tres ejes
del cuerpo, entonces en el instante ¢, la matriz R(a(t)) representa la rotacion activa que debo
someter a los ejes del laboratorio para llevarlos a coincidencia con los ejes del cuerpo.

Si ahora consideramos otro observador inercial Galileano O’ que esta relacionado con O
mediante una transformacién Galileana, esto es que nuestras medidas de acontecimientos espacio
temporales estan relacionadas mediante

t'=t+b, r=R(pr+vt+a,

significa que la informacién sobre cualquier otra magnitud de tipo vectorial la relacionamos
con la matriz Jacobiana del cambio de coordenadas espaciales, esto es R;;(u), siendo p los
tres pardmetros que caracterizan a nuestra orientacién relativa. En particular, los tres vectores
unidad ligados al cuerpo transformaran con

e; = R(M)ei7

(2

y si en ambos miembros los agrupamos formando la correspondiente matriz ortogonal, resulta
para todo instante ¢:

((€1), (e3), (e3)) =R(e(t)) = (R(w)(e1), R(w)(e2), R(w)(es)) = R(w)R(ex(t)) (2:214)

Para el observador O, R(c(t)) es la orientacion del cuerpo en el instante t y R(a(t 4 dt)) su
orientacion en el instante ¢ + dt. Esta se podra poner como la rotacion R(c(t)) seguida de una
rotacion infinitesimal I 4 Qdt, esto es

Ria(t + dt)) = (I+ Qdt)R(a(t)) = R(a(t)) + QR(a(t))dt = R(a(t)) + R(a(t))dt,
por lo que la matriz €2, resulta ser
Qt)R(a(t) = Rla(t)), — Q) =R(a®))R™(a(t) = R(a(t))R (1))
y € es una matriz antisimétrica cuyas tres componentes esenciales definen el vector velocidad
angular instantanea w(t), w; = %eiijjk.

En efecto, para toda matriz de rotacion RR™ = I, para todo instante ¢, R(t)R(t) = I, luego
derivando con respecto al tiempo

RRT+RRT =0, Q+07 =0.

Ademas, la relacion R(a(t)) = Q(t)R(a(t)), si lo analizamos por columnas equivale a

dei

—_— = Qei =w X €;.

dt
La cineméatica se corresponde con una rotaciéon instantanea alrededor de un eje en la direcciéon
de w.

Si expresamos las rotaciones en términos del vector o = au, que representa el dngulo total
girado por el sistema, entonces la velocidad angular se expresa:
du

—u® d—u+(1— Ju x — (2.215)
w—udt SlIlOédt cosaju dt .
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Ejercicio. Demostrar que si utilizamos como parametrizaciéon de la orientacion el vector p =
tan(a/2)n, siendo n el vector unidad a lo largo del eje de giro y « el 4ngulo girado resulta que

(p+pxp), w=R"(pw (p—pxp)

w:1+p2 :1—|—p2

siendo w el vector velocidad angular referido a los ejes del cuerpo.

Si en (2.214) derivamos ambos miembros con respecto a t’, sabiendo que 9t/9t' = 1, resulta

y tomando la traspuesta de (2.214)
R ((t) = RT (a(t))R" (n)
por 1o que entre observadores las matrices € transforman
V() = R(a/ ()R (& (') = R(1)R(ex(t)) R (er(t))RT (1) = R(p) (t) RT (1)

que corresponde a la forma de transformar de un tensor con dos indices, y que para sus com-
ponentes esenciales se reduce a
W (1) = R(p)w ().
De la expresion (2.209) obtenemos que en la representacion de las rotaciones en términos
del parametro p, los ejes ligados al cuerpo ey poseen por componentes

(er)i = [(1 = p?) Bi + 2pipk + 2ikp5)- (2.216)

1+ p?

2.9.4. Dinamica de la rotacion

Si quiero hacer una descripcion Lagrangiana de un cuerpo con orientacién o, como el grupo
de rotaciones no posee extensiones centrales, y las ecuaciones de la dindmica deben ser indepen-
dientes de los observadores inerciales, es decir deben ser invariantes bajo los cambios de sistemas
de referencia Galileanos, entonces la Lagrangiana debe ser una funciéon invariante L(a, &), de
las variables que utilicemos para describir su orientaciéon « y de sus derivadas temporales ¢,
lo que nos lleva a que su expresiéon general es una funcién arbitraria de las componentes de la
velocidad angular w;, L(w;). De esta forma, las ecuaciones de Euler-Lagrange que se deducen
de ella son

)

OL_Q 8L _87L8w]-_1 87L8wj
(9041‘ dt 6021' N awj a()éi dt (90.)]' adi
Si llamamos W; = OL/0wj, se propone al lector (es relativamente mas sencillo en la parametri-
zacion p) que demuestre que las anteriores ecuaciones conducen a

dWw oL
—=wx W, W;=_—.
dt ’ ! 8(4.)@‘
Las componentes del momento angular con respecto a los ejes del cuerpo son constantes del
movimiento. En efecto, llamemos T; = W - e;. Su derivada temporal

dT;  dW de;
dt — dt dt
En el caso de una particula elemental, si fuese un sélido rigido y su espin es una constante

del movimiento, entonces necesariamente W ~ w y la expresion de la Lagrangiana debe ser una
funcién arbitraria de la w?. Un caso simple corresponde a

e+ W =(wxW)-e,+W-(wxe;)=0.
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que corresponde a un objeto con simetria de inercia esférica, es decir con los tres momentos
principales de inercia iguales y cuyo momento angular S = W = Jw. Como observacion, un
objeto con los tres momentos principales de inercia iguales, no es necesariamente de forma
esférica, como sucede, por ejemplo, con un cubo. En el caso de que los momentos principales
fueran diferentes

1
L= i(hw% + Igw% + Igwg),

las ecuaciones de Euler-Lagrange se escriben, con S; = Iw;, (sin sumar sobre 7)

dw
1'17; = (I3 — Iy)waws, I

den

dw
e (I — B)wswy, I3— = (I — I Jwiws.

dt

La componente w; serd una constante del movimiento si I3 = Is, y el mismo tipo de criterio
para las demés.



142 CAPITULO 2. EJEMPLOS DE PARTICULAS CON ESPIN

2.10. Apéndice: Grupo de Galileo

El grupo de Galileo es el grupo de transformaciones del espacio-tiempo caracterizadas por
los diez parametros g = (b, @, v, ). La accion de g sobre un punto del espacio-tiempo = = (t,7)
viene dada por ' = gz, y la vamos a considerar hecha de la siguiente forma:

7' = exp(bH)exp(a - P)exp(v- K)exp(a-J)z

como la accién de una rotacién, seguida de una transformaciéon Galileana pura y finalmente
una traslacion espacial y temporal. De esta forma, todos los parametros que definen cada sub-
grupo uniparamétrico son pardmetros normales, y se puede utilizar la aplicacién exponencial.
Explicitamente,

' = t+b, (2.217)
r" = R(a)r+vt+a, (2.218)

y la ley de composicion del grupo ¢” = ¢'g es:

Vo= H b, (2.219)
a’" = R(d)a+v'b+d, (2.220)
v = R(d)v+v, (2.221)
R(&") = R(d)R(a). (2.222)

Para las rotaciones vamos a usar dos parametrizaciones diferentes. Una es la normal o
candnica en términos del vector &« = an, donde n es un vector unidad a lo largo del eje
de rotacion, y el dngulo girado a € [0, 7] en radianes, se interpreta como positivo si tiene la
orientacion de las agujas de un reloj, cuando miramos en la direccién que marca el vector n.
Otra parametrizacion, que tiene ventajas algebraicas, es expresar cada rotaciéon por el vector
p =mntan(a/2), con a y m como en el caso anterior.

La matriz de rotacion R(a) = exp(a-J) se expresa en términos de los parametros normales
a; y de la representacion matricial de los generadores J;, que aparecen como

00 0 0 0 1 0 -1 0
Ji=l0o0 -1], L=]0 00, J5=[(1 0 0],
01 0 ~1 0 0 0 0 0

y satisfacen las reglas de conmutacion [J;, Jx] = €;x1J;, de tal manera que si definimos el vector
a = an, se puede poner, en la representacién activa,

R(ax);j = d;5cosa +nynj(l — cosa) — epngsina, 4,5,k =1,2,3. (2.223)

En la parametrizacion g = ntan(a/2), la matriz de rotacion es

1

R(p)ij

En esta parametrizaciéon es especialmente sencilla la ley de composiciéon de rotaciones, y la
rotacion compuesta R(pu”) = R(p')R(p) es equivalente a

y_ W Apt+p xp
l‘l’ - / .
L—p' p

(activa) (2.225)

Esto se puede ver de forma sencilla usando el homomorfismo entre el grupo de rotaciones y el
grupo unitario SU(2). Los generadores matriciales de SU(2) son J = —io /2 en términos de las
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matrices de Pauli o, y en la representacién activa verifican las mismas reglas de conmutaciéon
[Ji, Jk] = €k ;- En la parametrizacion normal una matriz de SU(2), se puede poner en la forma
exp(a - J) = exp(—iav - 0/2),

R(a) = cos(a/2)] —i(n - o)sin(a/2).
Si definimos p = ntan(a/2), en esta parametrizacion la matriz anterior queda

1
——(I—ip- o),
Tr/ﬂ( p-o)

donde I es la matriz unidad 2 x 2, y a partir de esta representaciéon, multiplicando matrices,
podemos encontrar la ley de composicion (2.225) 17,

R(p) = (2.226)

Si la rotacién es de valor 7, entonces las ecuaciones (2.223) o (2.224) conducen a
R(n, 7T)ij = —(Sij + an]-.
Si las dos rotaciones R(p) y R(p') que aparecen en (2.225) fueran de valor 7, aunque tan(m/2) = oo,

esta expresion no es singular sino que posee como limite:

X /
n”tan(a”/2) = 221

n-n'’

El valor absoluto de esta relacién implica que tan(a’’/2) = tan@, es decir, o” = 20, donde 0 es
el angulo entre los dos vectores unidad n y n’. Obtenemos el resultado conocido de que cualquier
rotacion de valor « alrededor de un eje caracterizado por el vector unidad n puede obtenerse por
la composicion de dos rotaciones de valor 7 alrededor de dos ejes perpendiculares a n y separados
por un angulo a/2.

Como toda transformaciéon Galileana la vamos a considerar un cambio de sistema, de refe-
rencia, es necesario que para las rotaciones utilicemos la representacién pasiva, tanto para la
modificacion de las variables 7 y w como de las variables de orientaciéon p. La diferencia entre
la representacion activa y la pasiva corresponde a un simple cambio de signo en el parametro,
o bien cambiar los generadores por sus opuestos. De esta forma, las reglas de conmutaciéon de
los generadores son las opuestas y la ley de composicion de las rotaciones en la representaciéon
pasiva queda:

!/ !/
VI L Ll R U
l‘l’ - / .
I—p-p

Vamos a usar como notacion para las variables de orientacion las primeras letras griegas, o, 3, . . .

cuando utilicemos la parametrizacién normal, mientras que en la parametrizacion tan(a/2) usa-

remos letras griegas intermedias p, v, p, ... . En esta notacion, las ecuaciones de transformaciéon
(2.219-2.222) deben ser reemplazadas por

(pasiva) (2.227)

¥ o= ¥ +b, (2.228)

a’ = R()a+v'b+d, (2.229)

v = R(p)v -+, (2.230)
/ o

p'o= HERZR X (2.231)
I—p - p

El elemento neutro del grupo de Galileo es el (0,0,0,0) y el inverso de todo elemento es

(b,a,v,a)”t = (=b,—R(—a)(a — bv), —R(—a)v, —a).

' D. Hestenes, Space-time algebra, Gordon and Breach, NY (1966).
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Los generadores del grupo en la realizacion (2.217, 2.218) son los operadores diferenciales
H = 8/8t, Pi = 8/87’2', KZ' = ta/ﬁn, Jk = eklirlé/ari (2.232)

y las reglas de conmutacion del algebra de Lie del grupo de Galileo en la representaciéon pasiva
son

J,J]=-J, [J,P]=-P, [J,K]=-K, [J H =0, (2.233)
[H,P]=0, [H K]=P, [P,P]=0, [K,K]=0, [K,P]=0. (2.234)

Salvo que se indique de forma expresa, vamos a utilizar en estas notas, una notacién abreviada
para los conmutadores de los diferentes operadores, considerados como escalares y trivectores,
que los representaremos en caracteres en negrita:

] = C, = [A;Bj] =¢€;iCh,

| = C, = [4; Bj]=0;C,
A Bl = C, = [A;,B]=0C;,

| = C, = [BA]=0C,

donde d;; = 6j; es la delta de Kronecker y €;;;, es el tensor completamente antisimétrico, de tal
forma que los indices latinos casen a ambos lados de los conmutadores.

La accion del grupo (2.217)-(2.218) representa la relacion que existe entre las medidas de
las coordenadas (¢,7) de un cierto acontecimiento espacio-temporal medido por un observador
inercial O y las correspondientes coordenadas (¢',7’) del mismo acontecimiento medidas por
otro observador inercial O’. Los diez parametros del grupo tienen el siguiente significado: Si
consideramos el acontecimiento de coordenadas (0,0) medidas por O, por ejemplo la emision
de un haz de fotones desde su origen cuando su reloj marca t = 0, para O" valen (b, a), donde
b es el pardmetro que representa la traslacion temporal y a la traslaciéon espacial. El parametro
v, con dimensiones de velocidad, representa la velocidad del origen del sistema cartesiano de O
medido por O’, y finalmente los pardmetros «, o R(a), representan la orientacion del sistema
cartesiano de O medido por O'. Los diez parametros (b, a, v, &) representan la descripcion del
sistema cartesiano de O, medido por O'.

El grupo de Galileo posee exponentes no triviales dados por 8

£(g,9)=m <;v2b’ +v- R(a)a’) . (2.235)

Estan caracterizados por el parametro no nulo m.
La extension central del grupo de Galileo ' es un grupo de 11 pardmetros con un generador
adicional I que conmuta con todos los otros diez

[[,H|=[I,P|=[I,K]=I,J] =0, (2.236)

y el resto de las reglas de conmutacion son las mismas del propio grupo de Galileo (2.233, 2.234),
salvo la tltima que queda

[Ki,Pj] = —méijl, (0] [K,P] = —mI, (2.237)

habiendo usado nuestra notaciéon abreviada, y en términos del parametro no nulo m. Si definimos
los siguientes operadores, funciones polinémicas de los generadores del algebra de Lie,

1 1
W=IJ-—KxP, U=IH—-—P? (2.238)
m 2m

18 V. Bargmann, On unitary ray representations of continuous groups, Ann. Math. 5, 1 (1954).
19 J M. Levy-Leblond, Galilei Group and Galilean Invariance, in E.M. Loebl, Group Theory and its applica-
tions, Acad. Press, NY (1971), vol. 2, p. 221.
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vemos que U conmuta con todos los generadores del grupo de Galileo extendido, y el W satisface
las reglas de conmutation:

W, W]=—-IW, [JW]=-W, [W,P|=[W,K|=[W,H|=0.

De esta forma, W2 también conmuta con todos los generadores. Resulta que el grupo de Galileo
extendido posee tres operadores de Casimir funcionalmente independientes. En aquellas repre-
sentaciones en las que el operador I resulte ser un multiplo del operador unidad, por ejemplo en
las representaciones irreducibles, esos tres invariantes se interpretan como la masa, M = ml, la
energia interna Hy = H — P%/2m, y el valor absoluto del espin.

1 2
S? = (J - —K x P) : (2.239)
m

El operador espin S en aquellas representaciones en las que I = I, satisface las reglas deconmu-
tacion:

1S,S]= -8, [J,8]=-S, [S,P]=[S H]=I[S K]=0,

es decir, es un operador momento angular, transforma como un vector bajo rotaciones y es inva-
riante bajo traslaciones y transformaciones de Galileo puras, respectivamente. Queda reducido
al operador momento angular total J en aquellos sistemas de referencia en los que P = K = 0,
es decir, para los observadores del centro de masa.
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2.11. Apéndice: Grupo de Poincaré

El grupo de Poincaré es el grupo de transformaciones del espacio-tiempo de Minkows-
ki, que dejan invariante a la separacién espacio-temporal entre dos acontecimientos préximos
ds®> = N drtdx” = c2dt? — dr?. Consideremos un punto del espacio tiempo de componentes
contravariantes z# = (ct,r), y ¥’ = gz se expresa como x'" = A¥, 2¥ + a*, en términos de una
matriz constante 4 x 4, A y de un tetravector constante de traslacion a* = (cb, a). Las compo-
nentes covariantes del tensor métrico del espacio de Minkowski son 7, = diag(1,—1, -1, —1).
Entonces da'" = A, dz" y ds? = 1y, da’"dx’” = ny,dz°dz? implica que la matriz constante A,
debe satisfacer

NN o N ) = 1o (2.240)

Las relaciones (2.240) representan diez condiciones entre las 16 componentes de la matriz A, de
tal manera que de las 16 componentes solamente seis son parametros esenciales. En estas notas,
tres de esos parametros representan la velocidad relativa v entre observadores inerciales y las
otras tres la orientacion relativa a de sus ejes espaciales cartesianos, que lo expresaremos en
cualquiera de las parametrizaciones del grupo de rotaciones, como en el caso Galileano.

Entonces, todo elemento del grupo de Poincaré P, se representara, como en el caso Galileano,
por los diez parametros g = (b, a, v, &) y la accion del grupo sobre un punto del espacio-tiempo
x = (t,r) se va a interpretar de la misma manera, es decir, 2’ = ga:

7' = exp(bH) exp(a - P)exp(B- K)exp(a - J)x, (2.241)

como la accion de una rotacion exp(a - J), seguida de un boost Lorentziano exp(8 - K), o
transformacion de Lorentz pura, y finalmente una traslacion espacial exp(a - P) y temporal
exp(bH). Viene explicitamente dado por:

t' = yt+y(w-R(a)r)/c® +b, (2.242)
r = R(a)r +qvt+~%(v- R(a)r)v/(1+7) +a. (2.243)

El parametro 3 en (2.241) es el parametro normal de las transformaciones de Lorentz puras
(boosts), el cual se expresa en términos de la velocidad relativa entre observadores v como
B/Btanh f = v/c, como veremos. Las dimensiones y dominios de los parametros b, a y & son
las mismas que en el caso del grupo de Galileo, y para las rotaciones utilizaremos también el
parametro p. El parametro v € R3, posee por limite superior v < ¢, tiene también dimensiones
de velocidad. El significado fisico de estos diez parametros, es exactamente el mismo que en el
caso Galileano. El parametro v es la velocidad del observador O, medida por O, y R(e) o bien
R(p) representa la orientacion del sistema cartesiano de O relativa a O, una vez que O’ ha sido
lanzado con velocidad v. El factor y(v) = (1 — v?/c?)~1/2.

La ley de composicion del grupo de Poincaré se obtiene a partir de la composicion z” =
Nz’ +a = N(Az + a) + o que identificando con 2/ = Az + a” se reduce a A" = A'A y
a” = Na+d, es decir, la ley de composicion de las transformaciones de Lorentz, que la veremos
en la seccion siguiente, 2.11.1, y una transformacion Poincaré (A’, a’) del tetravector a*. En esta
parametrizacion ¢” = ¢'g, resulta ser: 20

b = b4+ - R(p)a)/P +V, (2.244)
2
a’ = R(p)a+~v'b+ O_LYW(U' -R(p)a)v' + ad, (2.245)
2
, R(p)v +~v' + W(U - R(p)v)v’

Vo= T+ R(W)o/) ’ (2:246)

20 M .Rivas, M.Valle and J.M.Aguirregabiria, Composition law and contractions of the Poincaré group, Eur.
J. Phys. 6, 128 (1986).
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” ! — ' x F, u
g o= MApowxpt (v,u,v,u)7 (2.247)
L—p' - p+ GO, W, v, p)

donde F(v', p/;v,u) y G(v', p/, v, ) son las funciones reales:

FO o) = oo ol ) oo )
+ v x (0 x )+ (v x p) x v+ (v-p)(v' x @)
+ (wxp) )+ (vxp)x @ xp)], (2.248)
G,y v,pu) = i 7)7(17; ¥ [v-v' +v- (v xp)+v - (vxp)
= () )+ (oxp) (v x )] (2.249)

El elemento unidad del grupo es (0,0,0,0) y el inverso de cualquier elemento (b, a,v, u) es
2

(0 @) —R(-p)o, —p)

(=7b+v-a/c®, —R(—p)(a — yvb + A+7)&

Los generadores del grupo en la realizacion (2.242, 2.243), y en términos de los parametros
normales (b, a, 3, &), son

H = 6/81%, P, = 8/873, K; = ct@/&n + (Ti/C)a/at, Ji = aklirla/ﬁm.

Por lo tanto, K y J son adimensionales y las reglas de conmutacion resultan

J,J|=-J,[J,P]=-P, [J,K|=-K, [J,H =0, [H,P] =0, (2.250)
[H K|]=cP, [P,P]=0, [K,K|=J, [K,P|=—H]/ec. (2.251)
Si, como es habitual, llamamos z0 = ct, P’ = He, Pt = P, Ky = Jy=—Jdioy Jr =

—%%lrjlr, xy =Nwe’, pn=0,1,2,3y 0, =0/0z", 0sxy = Nyo, entonces,
Pp=0u, Ju=—Jyu=12,0,— 2,0,

En notacién covariante las reglas de conmutaciéon aparecen como:

[p,uapl/] = 07
[J;uupa] = —NuoDv + MvePpu,
[J,uya Jpo] = _nupra - nl/ojup + anJ,ucr + nuojup-

El grupo de Poincaré tiene dos operadores de Casimir funcionalmente independientes. Uno
se interpreta como el cuadrado de la masa del sistema,

P'pu = (H/c)> — P? = m?c®, (2.252)

y el otro es el cuadrado del tetravector de Pauli-Lubanski, w*, definido mediante

1
wh = 5gm/o/\;r)uJa,\ =P -J,HJ/c— K x P)=(P-Scu,HScm/c), (2.253)

en términos de generadores que para la particula libre serdn constantes del movimiento, y el
cual es por construccion ortogonal a p,, es decir, w¥p, = 0.
Se relaciona con el espin con respecto al centro de masa Scys, a través de la relacion:

Sev=J—qx P, HScy/c=HJ/c— K x P, (2.254)
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habiendo reescrito K = Hq/c — Pt, de manera que su componente temporal w’ = P - § =
P-J = P-Scy, representara la helicidad de la particula, y la parte espacial es el vector (6.44).
De esta forma, el otro operador de Casimir es

whw, = (P-J)* = (HJ Jc — K x P)? = (P - Scu)? — H2S%/c? = —m>c?Séy,  (2.255)

el cual depende del valor S%M, el valor absoluto al cuadrado del espin con respecto al centro
de masa, y de la masa de la particula. Vemos que en el caso relativista, los dos pardmetros
m y Scoa son las propiedades intrinsecas de toda particula elemental. En el caso cuéntico,
las representaciones deben ser irreducibles, y S%M = 5(s + 1)h?, para todo s = 0,1/2,1,.. .,
dependiendo del valor cuantico del espin de la particula, pero en el caso clésico, el valor S% M
puede tomar cualquier valor.

Los operadores w* satisfacen las reglas de conmutacion:

[w", w"] = "7 wep), (2.256)
habiendo tomado el tensor €?1?% = 41, y
[P, w"] =0, (S, Wo| = —NpoWy + Muowy,. (2.257)

El grupo de Poincaré no posee exponentes, de tal manera que las funciones gauge sobre sus
espacios homogéneos son nulas. Las Lagrangianas de los sistemas mecénicos cuyos espacios
cinematicos sean espacios homogéneos de P, pueden tomarse estrictamente invariantes.
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2.11.1. Grupo de Lorentz

El grupo de Lorentz L es el subgrupo de transformaciones de la forma: (0,0,v, u), y toda
transformacion de Lorentz A(v, pt) se va a interpretar siempre en la forma A(v, u) = L(v)R(p),
como se ha mencionado anteriormente, donde L(v) es un boost o transformacion de Lorentz
pura y R(pm) una rotaciéon espacial. Las expresiones (2.246, 2.247) vienen de A(v”,u") =
AV, p')A(v, p). La expresion (2.246) es la composicion relativista de velocidades, ya que

L(")R(u") = L(v')R(u')L(v)R(p)
= L(v') {R(W)L(v)R(—p') } R(1)R(p),

pero el conjugado de un boost de velocidad v mediante una rotacion R(u')L(v)R(—p') =
L(R(p')v) es otro boost de velocidad rotada R(u')v

L(v")R(i") = L(&")L(R(1'yo) R(1) R(p).

El producto L(v')L(R(p')v) = L(v")R(w) donde v” es la composicion relativista de las velo-
cidades v' y R(p/)v, y R(w) es la rotacion de Thomas-Wigner asociada a los boosts L(v') y

L(R()v).
Por lo tanto, la expresion (2.246) es equivalente a

L(") = L(v")L(R(p')v) R(—w), (2.258)

y (2.247) es
R(p") = R(w)R(p)R(pn) = R($)R(p). (2.259)

La matriz de rotacion de Thomas-Wigner, R(w) es:

R _5 1 7/2 1_’)/ ) 72 ]'_ry, R/ R/
(w)lj = 0ij + 1+~ o2 1+ 'Uivj—i_CiQ 1+~ ik VkLl51 V1

29272 (v}. R v
viRipvp — vi Rigog) + 7 (0 Ry o) ViR ok |

_l’_

71, 4
c? (1 4+)1+7y)e2 "

y el factor
v - R(p)v
A = Ay (1 i CQ(N) .
La matriz R(w) se escribe en términos del parametro vectorial w, el cual es funcion de v’ p/

y v, dada por
F(v',0,R(p)v,0)

W = 0. R()v.0)" (2.260)
y el parametro ¢, tal que R(¢) = R(w)R(p') es
/ F / /
p=HtT @, i, v,0) (2.261)

1+ G0, p,v,0)"

Si cualquiera de las dos velocidades v o v’ se anulara, R(w);; = d;;.

La ley de composiciéon del grupo de Lorentz se obtiene del homomorfismo entre el grupo de
Lorentz L y el grupo SL(2,C) de matrices 2 x 2 complejas, de determinante +1. El algebra de
Lie del grupo, posee por generadores J = —io/2 and K = o/2, donde o; son las matrices de
Pauli, que satisfacen:

(J,J]=-J, [J,K|=-K, [K,K|]=J.
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Una rotaciéon de angulo « alrededor de un eje caracterizado por el vector unidad n esta dada
por la matriz unitaria 2 X 2, exp(a - J),

R(a) = cos(a/2)op — in - o sin(a/2). (2.262)
En términos del vector p = tan(a/2)n,

1

———= (00 —ip- o),
1+ p?

R(p) = (2.263)

donde og es la matriz unidad 2 x 2.
Una transformacion de Lorentz pura de pardmetros normales [3;, se representa por la matriz
hermitica exp(3 - K). Esta matriz es:

o8
B

En términos del parametro velocidad, teniendo en cuenta las relaciones entre ambos cosh § =
~(v), sinh § = yv/cy las relaciones trigonométricas cosh(8/2) = y/(cosh 5§ + 1)/2y tanh(8/2) =
sinh 3/(1 4 cosh f3), la matriz se puede reescribir como

L(v) = W (00 + 1170;}) . (2.265)

Asi, todo elemento de SL(2,C) queda parametrizado por seis ntimeros reales (v,pu), y lo
interpretamos en la forma

L(B) = cosh(B/2)op + sinh(8/2). (2.264)

A(v, p) = L(v)R(p). (2.266)

Toda matriz compleja 2 X 2 de determinante unidad, A € SL(2,C) puede ser escrita en
términos de un tetravector complejo a* y de las cuatro matrices de Pauli o,. Si ponemos
A = ato,, como detA = 1 nos lleva a a*a, = 1 0 (a”)? —a? = 1. La forma general de (2.266) es

_ 1+~ L ku futuxp
A(v, p) = 019 [00<1 21+7)+0' <1+7 zu)], (2.267)

done el vector adimensional u = vy(v)v/c.

Reciprocamente, como Tr (0,0,) = 26, obtenemos a* = (1/2)Tr (Ao,). Si expresamos
(2.267) en la forma A(v,u) = ato, podemos determinar g y v, y por lo tanto u, a partir de
las componentes del tetravector complejo a* como:

[T _II{T(((;IO))’ (2.268)
u = 2[Re (a®)Re (a) + Im (a°)Im (a) + Re (a) x Im (a)], (2.269)

done Re (a*) y Im (a*) son la parte real e imaginaria de las correspondientes componentes del
tetravector a*. Cuando Re (a”) = 0 la expresion (2.268) esta definida y representa una rotacién
de valor 7 alrededor de un eje en la direccion del vector Im (a).

Si representamos toda transformaciéon de Lorentz en términos de un boost seguido de una
rotacion, es decir en la forma contraria, A(v, u) = R(p)L(v), entonces la expresion general de
A es la misma que en (2.267) pero con un cambio de signo en el producto vectorial u x p. Por
lo tanto, la descomposicion es también tnica. La rotacion R(u) es la misma que antes pero el
boost viene expresado en términos de las variables a* por

u=2[Re (a®)Re (a) + Im (a°)Im (@) + Im (a) x Re (a)] .
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Obsérvese la diferencia en el tercer término el cual es el opuesto cuando se compara con (2.269).

En la representaciéon matricial 4 x 4 del grupo de Lorentz sobre el espacio-tiempo de Min-
kowski, un boost se expresa como L(3) = exp(3 - K) en términos de los parametros normales
y adimensionales 3; y de los generadores de los boosts K;, dados por las matrices 4 x 4,

01 0 O 0O 0 1 0 0 0 0 1
1 0 0 O 0O 0 0 O 0 0 0 O
B=tog oo o0l 1 000" 0000
0 0 0 0 0O 0 0 O 1 0 0 0
Si llamamos B=03- K = Zl B K;, tenemos
0 B B2 B3 g% 0 0 0
p_|f 0 0 0 g2_ | O Bibr BB Pibs
B2 0O 0O 0 |’ 0 BBt Pafa (23 |’
Bz 0 0 0 0 B3B1 PB3B2 B3B3

con %2 = 32 + B2 + ﬁ§ y B? = 2B, de tal manera que las demés potencias de B se pueden
expresar en términos de éstas, obtenemos que la expresion final de L(8) = exp(3 - K) es

1 1 1 1 1 1 1
exp(B- K) = exp(B) :H+ﬁB+§BQ+—B3+--- :]I+FB+§B2+§,BQB+EB2BQ+-~

3!
que sumando componente a componente, converge a
¢ (61/8)S (B2/)S (83/8)S
(B/)s 1+ C -1 PRe-ny  Ppe-
@ips  Bc-y 1+BEe-y  Ble-y
/85 Pgte-n  BRe-n 1+ Bpe -

donde se ha abreviado S = sinh 8 y C' = cosh S.

i.Cudl es el significado fisico de los pardmetros normales [3;7 Supongamos dos observadores
O y O’ que relacionan sus medidas espacio-temporales x y 2/ mediante 2/¥ = L(B8)* a”. El
observador O emite en el instante ¢ y en el instante posterior ¢ 4+ dt dos senales luminosas desde
el origen de su sistema cartesiano de referencia. Estas dos senales medidas por O’ tienen lugar
en los puntos 7’ y ' + dr’ y en los instantes t' y ¢’ + dt’, respectivamente. Estan dadas por

cdt! = LOcdt,  da'* = Ligedt

ya que para O, dz’ = 0. El cociente da’ ‘ /dt’ es precisamente la velocidad de la fuente emisora
v*, es decir la velocidad del origen del sistema de referencia de O medido por O'. Esta velocidad
es v' = cLYy/L% = ¢(B:;/B)S/C, de tal manera que la relacion entre los pardmetros normales y
las componentes de la velocidad relativa entre observadores es

Y- P tanh g
c

B

por lo que tanh 8 = v/c. La funcién cosh 8 = v(v) = (1—v2/c?) y cuando la transformacion
la expresamos en términos del parametro velocidad toma la forma de la matriz simétrica

—-1/2

Y ’W;/C 'Wy/c v, /e
2 2 2
Uy 7 VzUy 7y VgUy 7
ele I+ EyET T2 JtT EACED|
He) = Yoy, /c ule 7 1+ Y v vyve AP (2.270)
v 2 v+l cr+1 2 v+1
Vg '72 V2Uy ’72 2

v;
T/ 2 v+l 2 7+1 1+?§7+1
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La transformacién inversa es L~!(v) = L(—v). Una matriz de rotacion en la forma 4 x 4 aparece

T
R(p) = (é E?m) , (2.271)

donde ﬁ(u) es la matriz ortogonal 3 x 3 dada en (2.223). Podemos dar también una represen-
tacion matricial de este tipo a los boosts Lorentzianos (2.270) en la forma

L(v):( 7 7”;/6 ) (2.272)

’}/'U/C Hg + W’UUT

escrita por bloques como

donde v es el vector fila transpuesto del vector columna tridimensional v, y I3 la matriz unidad
3 x 3. De esta forma, la componente de la matriz 3 x 3, (v'vT)ij = v;v;. Es facil ver en esta
representacion que la transformacion conjugada

En efecto T
¥ Y /e )
wwfe R+ e (R’ )

y al actuar por la derecha con R(p)~! = R(u)”, nos queda,

Rt = (g

(ni] (e ) = R
WR(pv/e T+ qitya (Ruo) (R(pyo)” ) — 70

Cuando la transformacion general de Lorentz se expresa en la forma A(v, u) = L(v)R(p),
entonces por construccion, la primera columna de A(v, p) es precisamente la primera columna
de (2.270) donde estéan definidos los parametros de velocidad v. Por lo tanto, a partir de una
transformacion de Lorentz general A(v, pt), su primera columna nos suministra los valores de
los parametros v y se puede construir la transformacion L(v). Para calcular la rotacion que
estd contenida en ella, basta hacer L(—v)A(v, ) = R(w). Si se expresase en sentido contrario
A(v,pu) = R(p)L(v), entonces es la primera fila de A la que coincide con la primera fila de
(2.270). En este caso cualquier transformacion general de Lorentz A(v, ), se puede siempre
escribir de forma tnica mediante las dos expresiones A(v, u) = L(v)R(p) = R(p)L(v') donde
la rotacion es la misma en ambos términos (2.268) y L(v') = R(—p)L(v)R(p) = L(R(—p)v),
es decir, la velocidad v/ = R(—p)v es la rotada de la v.

La matriz A puede ser considerada como una tetrada, es decir, un conjunto de cuatro te-
travectores ortonormales, uno de ellos de caracter temporal (de norma +1) y los otros tres de
caracter espacial (de norma —1) asociados al observador inercial O por el observador O’. De he-
cho, si la transformacion la consideramos compuesta en la forma A(v, u) = L(v)R(p), entonces
la primera columna de A es precisamente la tetravelocidad del origen del sistema cartesiano de
O y las otras tres columnas son los tres vectores unidad del sistema de referencia de O, rotados
con la rotacion R(u) y luego "boosteados’ con la matriz L(v).



Capitulo 3

Cuantizacion de los modelos

La cuantizacion de los sistemas Lagrangianos generalizados conduce a que las funciones de
onda que describen los estados cuanticos de cualquier sistema mecénico y en particular de las
particulas elementales, deben ser funciones complejas, de cuadrado integrable, ®(z), definidas
sobre todo el espacio cinematico X.

Vamos a usar el método de Feynman de cuantizacion, para encontrar como es la funcion de
onda de una particula elemental y ver como transforma bajo el grupo cinematico. Una vez que
hayamos encontrado cémo es el espacio de Hilbert de los estados puros, encontraremos como se
representan los generadores de las transformaciones cinematicas, como operadores autoadjuntos.
El resto del anélisis se realiza por los medios habituales de la mecanica cuéntica, es decir,
clasificando los estados mediante la correspondiente elecciéon del adecuado conjunto completo
de observables que conmutan. Haremos especial énfasis en la estructura del operador de espin,
que aparece como un operador diferencial que deriva a la funcién de onda con respecto a las
variables cineméticas compactas. Su estructura cuéntica nos recuerda a su estructura clasica,
por lo que podremos plantear una especie de ‘receta’ de correspondencia, entre los observables
clasicos y cuénticos.

La estructura del espin depende de las variables cinematicas y de cémo éstas transforman
bajo rotaciones. Puesto que estas variables son la velocidad w y la orientacién «, tanto en
el caso relativista como en el no relativista, la estructura del operador espin es la misma en
ambos formalismos. En realidad, el operador espin depende solamente de la parte compacta de
la variable velocidad u, que es su direccion, dada por los dos dngulos cenital 6 y acimutal ¢, y
sobre las tres variables que caracterizan a la orientacion del sistema cartesiano local asociado al
punto, por lo que seran operadores diferenciales con respecto a estas cinco variables angulares.

La aparicion de espines semienteros depende de que el operador espin contenga operadores
de derivacién con respecto a las variables de orientacion. La razén es que cuando los operadores
de momento angular actiian sobre una variedad de dimensién dos, como es la superficie de la
esfera unidad, no obtenemos todas las representaciones del grupo de rotaciones sino solamente
las correspondientes a los valores enteros. En este caso los vectores propios se reducen a los
armoénicos esféricos. Es necesario que el grupo de rotaciones actte sobre si mismo, como variedad
tridimensional, para obtener todas las representaciones finitas, incluidas las de espin semientero.

Los modelos clasicos que poseen entre sus variables cineméaticas la velocidad w y la orien-
taciéon a, tienen la peculiaridad de que su centro de masa y su centro de carga son puntos
diferentes. Las propiedades magnéticas estan relacionadas con la corriente, es decir con el mo-
vimiento de la carga y por lo tanto con la parte del momento angular debido al zitterbewegung.
Es la existencia de otro momento angular no ligado con el momento magnético, el que nos va a
producir el concepto de relaciéon giromagnética.

La ecuacién de Dirac la vamos a obtener al cuantizar el sistema clasico relativista, en el
que la carga se mueve en circulos a la velocidad de la luz alrededor de su centro de masa. En
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este caso, los operadores que caracterizan a su orientacién, completamente reproducen todo el
algebra de observables internos, todo el 4lgebra de Dirac.

3.1. Cuantizacion Feynman de los sistemas Lagrangianos

Consideremos un sistema Lagrangiano generalizado, del tipo de los descritos en los capitulos
anteriores, cuya evolucién tiene lugar entre los puntos x; y x2 de su espacio cinematico.

La formulacién variacional requiere que conozcamos con precision estos valores extremos, y
la solucién particular de las ecuaciones de Euler-Lagrange que pasa por ellos nos singulariza la
evolucion del sistema. Pero si de forma experimental es imposible obtener la descripcién precisa
de estos estados, dado que medir significa interaccionar y cuando medimos alguna propiedad
de un sistema algunas otras aumentan su incertidumbre, esto da lugar a que en realidad no
conocemos con precisiéon 1, sino un conjunto de posibles estados iniciales, alrededor de x1,
con una cierta probabilidad. Lo mismo con respecto a 3, por lo que intentar encontrar el
camino que describe el sistema es equivalente a discernir de entre todos los caminos que unen
los puntos de la region inicial R con la regiéon final Ro. Lo que tenemos es una especie de
tubo o camino grueso que une ambas regiones dentro del cual es imposible discernir un camino
especifico. La formulacién variacional debe ser abandonada por una teoria que nos prediga con
qué probabilidad, si el sistema se encuentra inicialmente en Ry, llegard a Ro.

Para cuantizar este tipo de sistemas Lagrangianos generalizados, seguiremos el método de
cuantizacién de Feynman, de integrales sobre todos los caminos . El principio de cuantizacion
de Feynman consiste en que frente a la idea clasica de que dados los puntos extremos x; y x2, la
trayectoria clasica entre ellos es el camino que hace extremal a la accién, como desde el punto
de vista cuéntico no es posible medir qué camino sigue realmente el sistema, entonces todas las
trayectorias x(7) entre ambos puntos, son posibles. Ademés van a ser todas ellas igualmente
probables. Se trata por lo tanto de definir una probabilidad P[z(7)], para cada posible camino.
El principio variacional ya no funciona y es sustituido por un principio de cuantizacién que
admite que todas las trayectorias son equiprobables.

Esta probabilidad se va a definir como el valor absoluto al cuadrado de un namero complejo
¢[z(7)] asociado a cada camino, llamado amplitud de probabilidad. De esta forma

Plz(r)] = [¢[z(r)]]?, Va(r), 0<Pla(r)] <1,

Si todos los caminos son igualmente probables, entonces estos complejos ¢[z(7)], son todos del
mismo valor absoluto distinguiéndose unos de otros solamente en su fase. La virtud de Feynman
es como define esa fase. Esta fase va a ser el valor de la accién del sistema entre los puntos x;
y x2, en unidades de A, a lo largo del correspondiente camino z(7), es decir,

- .
¢[z(T)] = Nexp {; / L(z(7), .%"(T))dT} = Nexp {; Ay (21, xg)} , (3.1)
T1

siendo NNV un factor constante de normalizacion, el mismo para todos los caminos. La fase es la
accion a lo largo de ese camino, Ap,)(z1, z2), dividida por h. La amplitud de probabilidad @[z ()]
es un funcional sobre todos los caminos posibles, y por eso, la representamos con paréntesis
cuadrados, pero que una vez realizada la integral (3.1) en vez de ser un numero complejo es una
funcién compleja de las variables extremas x1 y 2.

En este método estadistico de Feynman, la existencia de alternativas o caminos indepen-
dientes no produce la suma de las correspondientes probabilidades. Este tipo de estadistica la
vamos a denominar estadistica interfiriente. La probabilidad de un proceso completo en el
que existen varias alternativas independientes, se determina calculando primero la amplitud de

! R.P. Feynman and A.R. Hibbs, Quantum Mechanics and Path Integrals, MacGraw Hill, NY (1965), p. 36.
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probabilidad de todo el proceso sumando las amplitudes de probabilidad de las alternativas, y
después tomando su valor absoluto al cuadrado. Esto produce el efecto de que el valor absoluto
de una suma de nimeros complejos puede ser menor que el valor absoluto de cualquiera de ellos,
por lo que se puede dar la situacién de que la suma de procesos alternativos puede producir
una probabilidad nula para el proceso global. Se ha producido una interferencia. La mecénica
cuantica, segiin Feynman, es una teorfa estadistica de tipo interfiriente.

La idea que subyace en el método de cuantizaciéon de Feynman es el proceso de interferencia de las
dos rendijas. Formalmente tenemos un haz de luz monocromética que incide sobre dos rendijas,
se difracta y acaba en una pantalla. A cada punto de la pantalla han llegado fotones provinientes
de las dos rendijas y sin embargo hay puntos a los que no llega luz. En ellos se ha producido una
interferencia.

Como onda electromagnética podemos pensar que a lo largo de cada trayectoria foténica va un
plano transversal que es el que contiene al campo eléctrico y magnético de la onda. Supongamos
que es luz polarizada circular y que el campo eléctrico de intensidad constante va rotando con
velocidad angular w. Al progresar la onda lo que va cambiando es la fase de este campo, pero no
su intensidad. Podemos también imaginar que este plano transversal representa al plano complejo
en el que el campo eléctrico es el nimero complejo ¢[x(7)], de valor absoluto constante y cuya fase
va incrementando a lo largo de la trayectoria. Si a un punto de la pantalla llegan dos fotones, cada
uno pasando por una rendija diferente, el campo eléctrico en este punto seré la suma de los campos
eléctricos de las dos ondas y la energia que llega a ese punto es proporcional al cuadrado de la
intensidad del campo. La probabilidad de llegada de luz a un punto es el médulo al cuadrado de la
suma de las amplitudes E1 4 Eo, es decir |¢[z1(7)] + ¢[z2(7)]|?. Hay puntos a los que llegan fotones
desde una rendija, pero al superponer el efecto de las dos rendijas, el campo eléctrico resultante
puede ser cero. No se suman las probabilidades de llegada sino las amplitudes de probabilidad.

Si extendemos esta idea a un sistema arbitrario podemos imaginar que en cada punto de
la evolucién del sistema en su espacio cinemético en vez del plano transversal que contiene
al campo electromagnético le asociamos un plano complejo en el que dibujamos la amplitud
¢[z(7)], como en la figura 3.1,

T2

¢ [(T) ]

z(7)

Ty

Figura 3.1: Trayectoria del sistema material en su espacio cinematico en la que se ha
superpuesto un plano complejo en el punto z(7), que contiene a su amplitud de probabilidad
@|z(7)]. La fase a de este complejo es la accion del sistema, en unidades de 7, a lo largo de
esta trayectoria y hasta ese punto.

La amplitud de probabilidad total de que el sistema llegue al punto z2 saliendo de z1, lo
que se denomina el Kernel de Feynman K (x1,x2), se obtendrd como la suma, o mas bien la
integracion sobre todos los caminos posibles, de términos de la forma (3.1). Feynman lo escribe
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como

K (1,2) = / * Sl D((r),

donde por D(z(7)) quiere indicar una medida sobre la clase de caminos que unen x; con 3.

El kernel de Feynman K (x1,x2), serd en general una funciéon compleja definida sobre la
variedad X x X. Mas propiamente es una funcién generalizada o distribucién, debido a la
forma especial de construirla sumando o integrando sobre una infinidad de caminos. Si pudié-
ramos a su vez sumar (o integrar) diferentes kérneles K (x1,z), todos ellos con el mismo punto
final x, pero diferentes puntos iniciales x1, lo que obtendriamos es la amplitud de probablidad
de que nuestro sistema mecénico estuviera en x, proviniente de algunos puntos iniciales, pero
desconocidos, es decir, la interpretacion habitual de la funcion de onda ®(z) de dicho sistema
al ser cuantizado. Las diferentes funciones de onda o estados, se obtendrian de las diferentes
formas de sumar los kérneles de Feynman sobre todas las posibilidades de sus puntos iniciales
y de los correspondientes caminos de llegada.

Por este razonamiento, llegamos a la conclusién de que al cuantizar por el método de Feyn-
man cualquier sistema Lagrangiano, los estados cuanticos del mismo quedan descritos por fun-
ciones complejas de las variables cinematicas, y de cuadrado integrable. Solamente funciones
de las variables cineméticas y no de otras variables ni siquiera del espacio de configuracién, del
espacio de fase o del espacio de configuracién ampliado. El espacio de Hilbert de los estados es
el espacio L?(X). Lo que el formalismo no fija es c6mo es la medida sobre X, para realizar las
integraciones.

Vemos que el método de Feynman realza el papel de las variables cineméticas para carac-
terizar el estado cuantico del sistema, frente a otras variedades, como por ejemplo la de los
grados de libertad independientes. Consideramos que es ésta una de las razones del por qué las
variables cineméticas debian jugar también un papel crucial en la formulacién clasica. Queda
asi justificado el que la definicién de particula clasica se haya hecho dotando de propiedades
exclusivas al espacio cinemético, haciendo que sea un espacio homogéneo del grupo cinemético.

En mecénica cuéntica estamos acostumbrados a que la funcion de onda ®(x), en vez de ser
una sola funcién compleja, sea una funcién multicomponente, es decir un conjunto de n funciones
complejas de las variables t y r, ¥;(t,r), i = 1,...,n formando una especie de vector columna,
que puede ser considerado como un objeto de un espacio de Hilbert n—dimensional. En general,
esta descomposicién finita en componentes, transforma con una representacion irreducible del
grupo de rotaciones, con lo que cada una de las componentes 1; hace referencia a una posible
orientacion del espin. La cuantizacion a lo Feynman hace que nuestra funcion de onda ®(x), sea
solamente una funcién, pero del conjunto de variables cinemaéticas, es decir de mas variables que
tiempo y posicion. Una vez que definamos el conjunto completo de observables que conmutan,
al encontrar una base del espacio de Hilbert de los estados, nos va a permitir buscar funciones
en variables separadas, de tal manera que ®(x) se va a poder escribir en términos de una
parte espacio temporal ¢(t,7), dependiente de las variables ¢ y =, y de otra parte x, que va
a depender del resto de las variables cinematicas, invariantes por traslacién. Diremos que la
funcién de onda ha quedado descompuesta en su parte espacio-temporal ¢ y en su parte interna
X. Es esta descomposicion la que va a dar lugar a la apariciéon de las diferentes componentes
de la funcién de onda. En el caso de las particulas elementales, las variables adicionales van a
ser la velocidad w y la orientaciéon «, y los operadores de espin van a derivar solamente con
respecto a estas variables, por lo que pueden considerarse como observables internos.

3.1.1. Transformacién de la funcién de onda

Para calcular céomo transforma la funcién de onda entre observadores inerciales, sean éstos
O y O’ de tal manera que las variables cineméticas transforman con un elemento g € G, del
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grupo cinematico G, en la forma: ' '
" = f'(z,g). (3.2)
Si para el observador O la particula sigue el camino Z(7), entonces para O sigue el ca-

mino Z'(7) = f(Z(7),g). Como la Lagrangiana, si entre observadores transforman las variables
cinematicas =’ = gx, transforma de acuerdo con,

. d
LG/, d) = L(a, ) + 5-alg: )

la amplitud de probabilidad para el observador O’ es

T2

o1 =New{; [ L)@}

e {L [ Eetn i} e {1 [ 0O,

1

es decir, '
10(7)) = ¢la(r)] exp { 1 (alas 2) — atgson) .

donde el ultimo factor de fase es independiente del camino de integracion Z(7). Si ahora sumamos
todas las amplitudes de probabilidad escritas en esta forma, para todos los posibles caminos,
resulta que el kernel de Feynman transforma como:

K a3) = Koo exp { 1 (algioa) ~ algion) }. 3.)

Si la informacion relativa al punto inicial 1 se pierde, por ejemplo si hacemos la correspondiente
suma sobre diferentes puntos iniciales, entonces la funciéon de onda transforma como la parte
relacionada con las variables del punto xo, hasta tal vez una funcién arbitraria sobre G,

¥(o'(0)) = #'(g0) = Do) xp { 1 (alo) +6(0) }. (3.4

o en términos de las variables sin primar x,

¥(0) =0l e { 1 (alsia ™) +000) | (35)

donde 6(g) es una funcion arbitraria definida sobre G pero independiente de z.

Como nuestra particula se encuentra en alguna parte del espacio cinematico X, la pro-
babilidad de encontrarla en alguna parte debe ser 1. Tenemos que definir la forma de sumar
probabilidades en puntos € X. Si definimos una medida sobre X, u(x), tal que du(zx) es el
elemento de volumen en el espacio X y |®(x)|2du(x) se interpreta como la probabilidad de en-
contrar a la particula dentro del volumen du(x) alrededor del punto z, entonces la probabilidad
de encontrarla en alguna parte, en cualquier instante ¢ y para cada observador inercial, debe
ser uno, es decir

[ 18 Pdua) =1 (5.6)
donde la integral estd tomada a t =constante. Como a partir de (3.5)
|9/ (a")* = |(x)], (3.7)

entonces para que la probabilidad se conserve entre observadores inerciales, es suficiente admitir
que la medida p(z) es invariante bajo las transformaciones del grupo. En ese caso, la ecuacion
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(3.7) implica también la conservacion local de la probabilidad entre observadores inerciales.
Esto va a tener consecuencias fuertes en el formalismo, ya que va a poder definir otro tipo
de transformaciones de simetria: la invariancia del formalismo bajo cambios arbitrarios de fase
de la funcion de onda. Pero la fase es en general funcién de x y la podemos cambiar de forma
arbitraria en cada punto. Admitir una medida invariante nos lleva a que el formalismo es también
invariante bajo cambios de fase locales, es lo que se denomina la invariancia gauge local.

Conviene observar que el cambio arbitrario de fase 5(x) que da lugar a esta nueva simetria, no
es solo una fase definida sobre el espacio-tiempo, sino sobre todo el espacio cinematico. Frente a
lo que se suele admitir en teoria cuédntica de campos, tenemos la posibilidad de analizar simetrias
més generales que actiian sobre una variedad mas amplia que el espacio-tiempo.

3.1.2. Espacio de Hilbert de las amplitudes de probabilidad

La funcion compleja ®(z), si se interpreta como la amplitud de probabilidad de encontrar a
nuestra particula en el punto z € X, habiendo venido de alguna otra parte, satisface (3.6). Esto
significa que ®(x) es una funcién compleja de cuadrado integrable definida sobre el espacio cine-
mético. Como las amplitudes de probabilidad se pueden sumar para definir nuevas amplitudes
de probabilidad, convenientemente normalizadas, el conjunto de la posibles funciones ®(z) tiene
estructura de espacio vectorial complejo, ya que la suma y/o posterior producto por ntimeros
complejos, produce nuevas funciones complejas con el significado de describir amplitudes de
probabilidad.

En consecuencia, el espacio de Hilbert H, cuyos rayos unidad representan los estados puros
del sistema es un espacio de funciones de cuadrado integrable IL2(X, 1) definidas sobre el espacio
cinemético X. La medida u(x) es una medida invariante, de tal manera que el producto escalar
en H se define mediante

< Q¥ >= /){@*(x)\ll(x)du(x), (3.8)

donde ®*(z) representa la funcion compleja conjugada de la ®(x). Hay una arbitrariedad en
la eleccion de la medida invariante p(x), pero a esta altura del formalismo esto se hara por
argumentos fisicos. En general la integraciéon se hace a tiempo constante en cada sistema de
referencia de tal manera que el resultado es independiente del tiempo y eso conduce a la con-
servacion local de la probabilidad y a que la densidad de probabilidad satisfaga la ecuacién de
continuidad. De todas formas, el exigir que la medida sea invariante restringe fuertemente el
tipo de medidas que pueden utilizarse.

El valor absoluto del anterior producto escalar (3.8), | < ®|¥ > |, representa la probabilidad
de que habiendo preparado al sistema en el estado ¥(x), lo encontremos en el estado ®(z), y
reciprocamente, ya que | < ®|U > | =| < U|® > |.

3.1.3. Representacion de los Observables

El teorema de Wigner 23, sobre simetrias de un sistema cuantico, implica que para toda

simetria ¢ € G de un grupo continuo que transforma x’ = gz, existe una aplicacién uno a uno
de los rayos unidad en los rayos unidad sobre H, que viene inducida en el espacio de Hilbert H
por un operador unitario U(g) definido salvo una fase. Este operador transforma una funcion
de onda definida en z en otra funciéon de onda arbitraria del rayo unidad imagen definido en el
punto z’.

El Principio de Relatividad Restringido es una simetria fuerte de los sistemas fisicos. Define
la equivalencia de un conjunto de observadores que estén definidos por cémo relacionan entre

2 E.P. Wigner, Group theory and its application to the quantum mechanics of atomic spectra, Acad. Press,
NY (1959).
3 V. Bargmann, Note on Wigner’s theorem on symmetry operations, .J. Math. Phys. 5, 862 (1964).
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si las medidas de acontecimientos espacio-temporales. Esta relaciéon viene caracterizada por el
grupo cinemético G. Si interpretamos que ®(z) es la funcion de onda que describe al estado de
la particula para el observador O y que ®'(x) es como la describe O’, entonces, el teorema de
Wigner implica

U@)oa) = #'(a) = alg ) exp { algiaa) +0(0) | (3.9

Como la funcion 0(g) da lugar a una fase constante, independiente de z, la podemos eliminar,
y tomar como definiciéon de la representacion unitaria del grupo G sobre el espacio de Hilbert

H .
¥'(2) = U(g)®(z) = D(g~'x) exp {;a(g;glx)} : (3.10)

Las funciones gauge satisfacen (1.15), por lo que el término de fase se puede reemplazar por

a(gig'e) = —alg ) + al0iz) + &(g,97") = —alg @) + ((9), (3.11)

ya que las funciones gauge pueden escogerse de tal manera que «(0;x) = 0, y como la funciéon
C(9) = &(g9,971) da lugar a otra fase constante, la podemos suprimir. Definimos la transforma-
cion de la funcién de onda mediante:

' (x) = U(g)®(x) = ®(g  x)exp {—;a(g_l; x)} : (3.12)

Si el operador unitario lo representamos en términos del generador infitesimal autoadjunto del
algebra de Lie en la forma

i
Ulg) = eXp{—h gC’XU}, (3.13)
entonces, para una transformacion infinitesimal de pardmetros dg7, la transformacion inversa
tiene por pardmetros infinitesimales —dg“, por lo que a primer orden en dg?

U(60)8(0) = (1 007X, ) 0a) = 0(a) ~ 109" Xy 2(a).

mientras que
0P (x)
oxt

®(dg ') = O(f(w,097")) = ®(x) — 597 ug (x)

exp {—;a(ég_l;x)} =1- %a(ég_l;x).

Como «a(0;z) =0,
da(g; r)

a(dg~ha) = ==

8g0 (_69 )7

g=0

y sustituyendo en (3.12) los términos anteriores y después de identificar los términos de primer
orden en dg7, resulta que los generadores X, al actuar sobre las funciones de onda tienen la
representacion diferencial

h 0
— i () L
X, Zug(a:) 5 Ao (), (3.14)
donde )
J :
@) = L@ gy = dagia) (3.15)
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Si nos restringimos a transformaciones del espacio de configuracion ampliado (t,¢;) que
pueden extenderse a la totalidad del espacio cinemético z = (¢,¢;, . .. ,qgkfl)), entonces, usan-
do la misma notacién que en (1.18)-(1.21), si la transformacion infinitesimal de las variables
cinematicas la escribimos en la forma

0 1 1 1 k—1 k-1 k—1
t,:t+M06907 ql{:qi_i_Mi(U)(sga’ qlg ):qlg)"f'Mi(g)égJ, “.7q/§ ):qz( )+Mi(a' )5907
entonces la forma desarrollada en términos de las variables cinematicas de la primera parte de

(3.14) es
2 a2 @9
‘7 —_— = _— . —_— .
ua(‘r)ax] Uat + 10 8%‘ + 10

0 (k-1 O
o) —I—...—i—Mw 7(k—1)’
0q; dq;

y los generadores X, que por ser autoadjuntos representan obervables, toman la forma:

h 9 o9 m_9 (h-1)__ 0
Xo==| Mo+ M, —++M, oo+ M, — Ao (). 3.16

o i ( Uat 0 a(h' 0 8qi(1) 0 8(]1@71) U( ) ( )
Cuando los comparamos con las constantes del movimiento Noetherianas (1.34) escritas en la
forma

~Ny = —H My + piyy MO + pioy MY + . 4 ply MUY = (), (3.17)

vemos que podemos enunciar una especie de receta de correspondencia. Si nos restringimos
a grupos continuos, las funciones A\, (x) de (1.34), se obtienen a partir de las funciones gauge
Lagrangianas a(g; x), mediante (1.14), es decir, de la misma forma en que obtenemos las fun-
ciones A\,(z) en (3.15). Identificando el Hamiltoniano y los momentos generalizados en (3.17)
con los correspondientes operadores diferenciales en (3.16) que aparecen multiplicando a las

correspondientes funciones MZ-(US), obtenemos: El Hamiltoniano generalizado H = pés)qi(s) - L,
que multiplica en (3.17) a la funcion M,, se identifica con el operador ihd/0t que multiplica a
su vez a la funcion M, en (3.16). Anélogamente, el momento generalizado pzs +1y> que multiplica

a la funcién MZ»(;), se identifica con el operador diferencial —ih@/aqz(s), fors=0,...,k—1, ya
que las funciones A\, (x), son las mismas. Al generador X, le daremos el mismo nombre que al

observable N, y lo representaremos con la misma notacion.
. . ; s L. .
Receta: Conviene recordar que como variables pzs 41y Y qlg ) son candnico-conjugadas. En-

tonces, cada momento generalizado pé s+1) dqueda reemplazado por (h/i) multiplicado por el
operador diferencial que deriva con respecto a la variable candnico-conjugada de ese momento

qZ(S), y el Hamiltoniano generalizado H, por el operador diferencial :h9/0t.

- 0
7 .
p(s+1) H;W, H—>7lha
4

En el caso de las particulas elementales, como las variables cineméticas son t,r,u, p, como
coordenadas generalizadas solo tenemos las 7,4 y p y de momentos conjugados respectivos, los
P, U y V, éstos apareceran representados por
h 0 h 0 h o 0
P:777 U:** V:f77 H:lhi. 3~18

i or i Ou’ i dp ot (3.18)
En vez del momento V = 9L/0p, hemos utilizado la funcion W = 0L/8w, que da lugar a
la parte rotativa del espin, la cual se expresard finalmente en términos de las derivadas con
respecto a p, en la forma en que se describe en el apéndice sobre espinores 3.5, al final de este
capitulo.

h
W= Z{vp"’vap"‘l’(/"vp)}a (3.19)
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donde hemos puesto V, = 0/0p. La representacion de los momentos (3.18) de acuerdo con el
principio atémico, es valida incluso cuando la particula elemental esté sometida a una interac-
cion.
Sabemos que V; = OL/8p; y W; = OL/0w; = OL/0p: 0pi)0w; = Vidpi/Ow;. Como en la
representacion activa

2 . . . 1
wi = g (biteinpsin), pi= 5 (Wi ekiprws + pilpr @),
9pi 1 i h [0 9 9
= = (0ij — €irj ipi), W;=V; =—=\|5 ik Pi o iPim— |
B, 5 (0ij = €ikjpi + pip;) i B, 2 <apj T eikpig -t PP Bpi)

es decir (3.19).

La representacion de Heisenberg es aquella representacién en la que la dependencia temporal
de la funcién de onda ha sido eliminada haciendo en cada instante una transformacién unitaria
dependiente del tiempo. Entonces, la nueva funciéon de onda depende de las variables cineméticas
pero con el tiempo excluido, es decir depende solamente de las coordenadas generalizadas qlm,
r=20,...,k — 1. Por lo tanto, cuando actiian sobre la funcién de onda en la representaciéon de
Heisenberg v (q;, qi(l), el qgk_l)), los observables qlm y p{s) satisfacen las relaciones candnicas
de conmutacién ' '
(0" p{y40)) = 05157

Si las funciones A\, (x) en (3.14) fueran nulas, los generadores X, satisfacen las reglas de
conmutacion del algebra de Lie del grupo G. Pero si algunas de las funciones A, (z) # 0, entonces
los generadores X, no satisfacen las reglas de conmutacion del algebra de Lie de G, sino de una
extension central de G. La representacion del grupo no es una verdadera representacion sino
una representacion proyectiva de G, como ha demostrado Bargmann 4.

En efecto, a partir de (3.10) obtenemos

U(g0)0(x) = (g7 ') exply algi o7 '),

y si actuamos ahora por la izquierda con U(gs),
_ { _
U(g2)U (91)®(x) = U(92)®(gy @) exp{za(gn; 91 ')}

= B((g201)"0) exp{ a3 0) expl o (g200) )}, (3.20)

mientras que si actuamos sobre ®(x) con U(g291),

U(9200)2(2) = @((9291)"'2) exp{ (92013 (9201) ). (3.21)

Si definimos (gog1) 'z = gflgglx = z, entonces g1z = g;% y debido a que las funciones
gauge satisfacen (1.15), podemos escribir

a(g2; 912) + a(g1; 2) = a(g2g1; 2) + (92, 91); (3.22)
que comparando (3.20) con (3.21), y teniendo presente (3.22), obtenemos
1
U(g2)U(91)®(x) = U(g291) ®(2) exp{7&(g2: 91)}- (3.23)

Como la funcion ®(x) es arbitraria, obtenemos una representacion proyectiva unitaria del grupo
G, caracterizada por el exponente no trivial £(g,¢’).

* V. Bargmann, On unitary ray representations of continuous groups, Ann. Math. 59, 1 (1954).
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Para las particulas elementales Galileanas y Poincaré el espacio cinemético es la variedad de
dimension diez, constituida por las variables (¢, 7, u, @), donde t es el tiempo, 7 la posicion de
la carga, u la velocidad de ésta y a la orientaciéon de la particula. Por lo tanto, en el formalismo
cuantico, la funciéon de onda mas general que representa los estados de una particula elemental
es una funciéon de cuadrado integrable ®(t,r,u, ) de estas variables cinemaéticas. Para las
particulas puntuales el espacio cinemdtico es solamente el espacio-tiempo cuatridimensional,
de tal manera que las funciones de onda son solamente funciones del tiempo y de la posicién,
pero para particulas con espin la funciéon de onda debe depender de las variables cineméticas
adicionales, como velocidad y orientaciéon. La estructura cuantica del espin, lo mismo que en el
caso clasico, va a depender de estas nuevas variables.

3.2. Particulas no relativistas con espin

3.2.1. Particulas no relativistas con espin. Bosones

Vamos a aplicar este formalismo al caso interesante, pero sencillo, de particulas no relati-
vistas con espin de tipo (anti)orbital. Esto corresponde al ejemplo clasico en el que el espacio
cinematico es X = G/SO(3) y por lo tanto las variables cineméticas son tiempo, posicion y
velocidad. Un ejemplo particular es el descrito en el Capitulo 2, Seccion 2.2 y dado por la

Lagrangiana libre
pom ()t m (du)? (3.24)
2 \dt 2w\ dt )’ '

con u = dr/dt. Para la particula libre, el centro de masa ¢ = r — k se mueve en linea recta
mientras que el vector de posiciéon relativa k describe una trayectoria, en general eliptica, de
pulsaciéon w alrededor del centro de masa. El espin con respecto al centro de masa se expresa
como Sy = —mk x dk/dt, como un momento angular (anti)orbital del movimiento del centro
de carga alrededor del centro de masa.

Las variables cinematicas transforman bajo el grupo de Galileo G de la forma:

t'(r) = t(r)+b, (3.25)
(1) = R(a)r(r)+vt(1) +a, (3.26)
u' (1) = R(a)u(r)+wv. (3.27)

las funciones de onda son funciones complejas sobre X y por lo tanto, funciones de las variables
(t,7,u). Sobre este espacio cinematico, la funcion gauge es la misma que en (2.40), donde m
define la masa de la particula. Si tomamos en cuenta la receta de correspondencia desarrollada
anteriormente, el Hamiltoniano es H — thd/0t, y el momento generalizado p, = P — —ihV y el
otro momento generalizado p,, = U — —ihV,,. Los generadores de la representacion proyectiva
estan dados por

H:z’hé, P = EV, K:mr—ti—_iv-i—_ivu, (3.28)
ot 7 ) )
h h
J:TX;V+u><ZVu:L+Z, (3.29)

donde V es el operador gradiente con respecto a las variables generalizadas g, = r y V,, es el
operador gradiente con respecto a las variables generalizadas g, = u. Conviene resaltar que esta
representacion de los generadores es independiente de la Lagrangiana particular que hayamos
considerado. Solo depende de las variables cinematicas (¢,7,u), y de la funcién gauge habitual,
del grupo de Galileo.

El momento angular con respecto al centro de carga, relacionado con el Zitterbewegung,
Z =u x U y veremos mas adelante que cuantiza solamente con valores enteros.
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Si definimos ¢ = 7 — k = (K + Pt)/m, satisface las reglas de conmutacion con P,
(gi, Pj] = iR dyj,

que resultan ser las reglas candnicas de conmutacién entre el momento lineal y la posiciéon de
una particula puntual. Por lo tanto, las reglas canénicas de conmutacién entre el momento lineal
total y la posicién del centro de masa de una particula con espin, estdn ya contenidas en las
reglas de conmutaciéon del dlgebra de Lie extendida del grupo cinemético. Es por eso que el

operador
h

g=r——V,, (3.30)
m
puede ser interpretado como el operador de posicién del centro de masa. Una discusién general
sobre otras definiciones del operador de posicién del centro de masa, pueden encontrarse en el
libro del autor.
En esta representacion, un operador de Casimir es la energia interna H — P? /2m. Vemos
que el espin con respecto al centro de masa se define como habitualmente

1
SCMZJ*fKXP:uxUJrkxP:uxi—?vu+ivuxEv;
m ] m (4

que aparece escrito en términos de dos operadores que no conmutan, y que satisface
[Scm, Sem) =ihScn, I, Scm] =ihScm, [Scm, Pl = [Scm, H] = [Scm, K] =0,

es decir, es un operador momento angular, transforma como un vector bajo rotaciones y es
invariante bajo traslaciones espaciales y temporales y bajo boosts Galileanos, respectivamente.
La segunda parte del operador espin es del orden de A% por lo que tnicamente produce una
correcciéon a la parte Z.

Los operadores Z satisfacen las reglas de conmutacion

(Z,Z) =iz, |J,Z]|=ihZ, [Z,P|=[Z H]=0,
[Z,K] = —ihU = —h*V,,,

lo que indica que Z es un operador momento angular, transforma como un vector bajo rota-
ciones, es invariante bajo traslaciones espaciales y temporales, pero no lo es bajo los boosts
Galileanos. Es un operador de espin, que representa al momento angular con respecto al centro
de carga, como se puede deducir de su dinamica.

Vemos pues que, el operador momento angular total J se descompone en dos términos que
conmutan X Py Z. Ambos conmutan con H, pero el primero no es invariante bajo traslaciones.
Como los operadores Z son operadores de momento angular que tinicamente derivan la funcién
de onda con respecto a las variables de velocidad, y en consecuencia conmutan con los operadores
H y P, aunque no representan al operador momento angular con respecto del centro de masa,
podemos usarlos para encontrar vectores propios comunes a los tres operadores que conmutan
H — P2/2m7 Z% y Zz. Como resulta que los operadores Z tnicamente afectan a la funciéon
de onda en su dependencia en las variables u, podemos escoger las funciones de onda con las
variables separadas en la forma ®(t,7,u) = >, ¥;(t,7)x;(u) de tal manera que

(H - Pz/zm)wi(tv T) = Ewi(ta T)? (331)
Z%xi(u) = z(z + DA% x;(u), (3.32)
Zsxi(u) = myhyi(u). (3.33)

Cada parte espacio-temporal de la funcion de onda 1;(¢, r), satisface la ecuacion de Schroedinger
y estd desacoplada de la parte del espin y(u).
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Debido a la estructura de Z? en términos de las variables u, que resulta ser la misma que la
del momento angular orbital de una particula puntual en términos de las variables de posicién
T, la parte del espin de la funcién de onda es en realidad de la forma

x(u) = f(u)Y;"(6,9), (3.34)

donde f(u) es una funcion arbitraria del modulo de w y Y, (6, ¢) son los armonicos estéricos
en la direccion 6, ¢ del vector u.

Para el observador del centro de masa, Sy = Z y ambos momentos angulares son el mismo.
Pero para un observador arbitrario, los operadores Z no conmutan con los generadores de los
boosts K, por lo que el valor absoluto de Z? no es invariante Galileano, mientras que S% v stlo
es. De todas formas, la descomposicién de la funcién de onda en una funcién multicomponente
que refleja la estructura de su espin es una propiedad intrinseca que se puede poner de manifiesto
en cualquier sistema de referencia.

Cuando la particula interacciona con un campo electromagnético externo, de acuerdo con
el principio atémico su estructura mecéanica interna no se modifica por lo que las ecuaciones
(3.31-3.33) se deben satisfacer para las partes mecénicas Hy,, = H —e¢ y P,, = P —eA, y para
las componentes del espin Z que quedan inalteradas, por lo que obtenemos la ecuacién habitual
del acoplamiento minimo

(P —eA)?
2m

(H —ep — ) Y;i(t,r) = Evi(t,r), (3.35)
donde los generadores H y P tienen la misma representacion que en (3.28) por lo que cada
parte espacio-temporal v;, satisface la ecuacion de Schroedinger modificada.

En este formalismo, cuando el espin es de naturaleza (anti)orbital, no conduce al cuantizar
a espines semienteros. Estos modelos de particulas solamente sirven como modelos de bosones.

3.2.2. Particulas no relativistas con espin. Fermiones

Otro ejemplo de particula no relativista con espin es aquél en el que las variables de orien-
taciéon son variables cineméticas y la particula clasica posee velocidad angular. Un ejemplo de
este tipo corresponde al modelo descrito por la Lagrangiana

dr\* T

La particula libre viaja con velocidad constante y rota con velocidad angular constante. El
espin clasico es S = [w, y el centro de carga y el centro de masa son el mismo punto.

Para describir la orientacién de una particula hagdmoslo definiendo tres ejes unidad or-
togonales e;, © = 1,2,3 ligados al punto 7, como formando un sistema cartesiano comovil,
analogamente a como describimos la orientaciéon de un sélido rigido. Si los tomamos inicialmen-
te paralelos a los correspondientes ejes cartesianos del observador inercial, entonces sus nueve
componentes nos definen una matriz ortogonal de rotacién R;;(p) que describe como rotar el
sistema de referencia inercial para llevarlo a coincidencia con los ejes del cuerpo. Describe por
lo tanto la evolucién de esta triada, con la condicion inicial R;;(t = 0) = d;;.

Las variables cinematicas t, r y p transforman bajo G en la forma

t'(r) = t(r)+b, (3.37)
(1) = R(p)r(t)+vt(r)+ a, (3.38)
o) = ptp(7) +pxp(r) (3.39)

L—p-p(7)
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Sobre el correspondiente espacio de Hilbert, los generadores Galileanos estan dados por:

gl Py K—mr_t'v, (3.40)
ot i i
h h
J:;r><V+Z{Vp+p><Vp+p(p~Vp)}:L+W, (3.41)

donde V, representa al operador gradiente con respecto a las variables p y en la parametrizacién
p del grupo de rotaciones.

La parte W resulta del anélisis general del grupo. Los generadores del grupo en esta pa-
rametrizacion X; se obtienen a partir de (3.39) y de acuerdo con (1.40) y (1.42). Se obtiene

como
1k
X; = (8’) . )
aut

X=V,+pxV,+p(p-V,)

que escritos en notaciéon vectorial

Satisfacen las reglas de conmutaciéon
(X, Xi] = —2eimX)

y por lo tanto los operadores Wy = %X &, que en notacién vectorial aparecen como

h
W:Z{V;W‘PXVP"‘P(P‘VP)}H (3.42)
satisfacen las reglas de conmutaciéon del momento angular
(W, W] =ihW. (3.43)

De esta manera, como L y W conmutan entre si, obtenemos que [J, J] = ihJ.

En este ejemplo, el centro de masa y el centro de carga son el mismo punto, L = r x P
es el momento angular orbital del movimiento del centro de masa y W = S es el operador
espin, tanto con respecto al centro de masa como al centro de carga. El operador espin conmuta
con H, P y K por lo que la funcién de onda puede escribirse en variables separadas como
O(t,r,p) = >, ¥i(t,7)xi(p) lo que nos lleva a las ecuaciones de valores propios

(H = P?/2m)yi(t,7) = Ei(t,7), (3.44)
Sxi(p) = s(s + DI xi(p), (3.45)
S3xi(p) = mshxi(p). (3.46)

Bopp y Haag ® encontraron soluciones con s = 1/2 para el sistema de ecuaciones (3.45) y
(3.46). Estas soluciones reciben el nombre de funciones de Wigner 5. Las soluciones de (3.45)
para cualquier valor de s no son mas que una coombinacién lineal de las componentes de la
representacion irreducible matricial de dimension (2s + 1) x (2s 4 1), del grupo de rotaciones,
resultado que se obtiene a partir del teorema de Peter-Weyl sobre representaciones finitas de

% F. Bopp and R. Haag, Uber die moglichkeit von spinmodellen, Z. Naturforschg. 5a, 644 (1950).
6 L.C. Biedenharn and J.D. Louck, Angular Momentum in Quantum Physics. Theory and Application, Cam-
bridge U. P., Cambridge, England (1989).
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grupos compactos %9, Analizaremos las soluciones correspondientes a las funciones de onda
de s = 1/2 en la Seccion 3.5 del Apéndice, donde se van a obtener de forma explicita ademas
de analizar una introduccién al teorema de Peter-Weyl.

Para describir fermiones, las particulas clésicas deben necesariamente tener como variables
cineméticas, variables compactas del tipo de orientacién. En caso contrario no es posible obtener
una descripcion de objetos de espin 1/2 si solamente el espin esta asociado con el zitterbewegung.
Las particulas de espin 1/2; desde el punto de vista clasico, poseen orientacion y por lo tanto
rotan.

3.3. Cuantizacion del foton

Si tomamos el eje OZ como la linea que describe el punto donde esté localizado el foton, las
variables cinemadticas se reducen a (¢, z, @), siendo « la orientacién de un triedro uno de cuyos
ejes es la propia direccion del movimiento OZ y « representa el angulo girado por el triedro
en su desplazamiento y rotacion. La Lagrangiana que describe de forma clasica a un fotén de
momento angular S y helicidad € = £1, es segin la seccién 2.5.1

L= GSQ.
ct

Las constantes del movimiento Noetherianas son
H:—%?:eSw, P, = g?:eSw/c:eSk:, S, = gz =S,
con w = da/dt la velocidad angular de la particula, K = w/c el nimero de onda. Para el foton
ew > 0y ew < 0 para el antifoton. De esta forma H > 0 y P, > 0 para el fotén y negativos
para el antifotéon. Si de acuerdo con Planck esta particula representa un cuanto de energia
electromagnética, tiene que tener una energia de valor hv, siendo v la frecuencia de la radiacion,
que si la identificamos con la frecuencia angular de la particula, resulta H = S27v = hv, por
lo que el valor S = h. Desde el punto de vista cuantico el espin S, solamente puede tomar los
valores enteros +h, por lo que se trata de un bosén. Si el espin no tomara esos valores, tampoco
la energia de un fotén seria fiw = hv. Para singularizar una solucion entre los valores extremos
de las variables cinematicas no basta fijar £1, 21, a1 con 0 < a3 < 27 y lo mismo en el punto
2, sino que hay que indicar el niimero completo n de vueltas que la particula ha dado, de tal
manera que la fase final se exprese como 27mn + a9, con 0 < ag < 27. De esta forma
_2mn+tag —aq

W= 29 — 21 = c(ta — 7).
ty— 11 ) 2 1 (2 1)

En el caso cuéntico, los generadores autoadjuntos de las traslaciones y rotaciones son

0 0 0
H=ih—, P,=—ith—, S,=—ih—.
o’ "~ 0z ¢ o
La funcién de onda que describe los estados del foton serd una funcién de cuadrado integrable
Y(t, z,a), que al ser vector propio de esos tres generadores que conmutan se puede tomar en
variables separadas,

U(t, z,a) = e Welhzgica — exp(—ie(wt — kz — a)),

" A.R. Edmonds, Angular Momentum in Quantum Mechanics, Princeton U. P., Princeton NJ (1957).
8 N. Ja. Vilenkin, Fonctions spéciales et Théorie de la représentation des groups, Dunod, Paris (1969).
® A.O. Barut and R. Raczka, Theory of group representations and applications, PWN, Warszawa, (1980).
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que es vector propio de los anteriores generadores con los correspondientes valores propios. Se
corresponde con la descripcion dada en (3.48) una vez que los dos estados de espin se han
reemplazado por las dos componentes del vector columna. La identificacién de los dos estados
de polarizaciéon corresponde a

o N 1 —io N 0
e o) ¢ L

En esta base la representacion del operador del espin se reduce a

1 0
Sz—h<0 _1>.

Estos dos estados basicos corresponden a fotones de un haz de luz polarizada circular a derechas
e izquierdas, respectivamente.

Si incluyéramos los estados del antifotén entonces el vector columna seria de cuatro compo-
nentes. De esta forma un fotén polarizado serd una combinacion lineal

itz =0 () o =1

con lo que aparece como una onda plana que viaja en el sentido positivo del eje OZ. La funcion
accién entre dos estados inicial y final, toma la forma

zo — 21)(2mn + a2 — o)

_
A(xl,xz) =eh C(tz — tl)

= eh(27m + a9 — al) = ehw(tg — tl),

si es que tenemos presente que (22 — 21)/(t2 — t1) = ¢. En unidades de £ la funcion accion es la
fase de la funcién de onda o estado del fotén de acuerdo con Feynman.

Como los valores de H, P, y S, estan definidos de forma precisa en estos estados que son
vectores propios de ellos, las variables conjugadas poseen una gran dispersiéon. En efecto, como
los conmutadores [t, H| = —ih, [z, P;] = ih, o, S;] = ih, resulta

AtAH > [[t,H]| = b, AzAP, > |[z.P]|=h AaAS, > |, S.]| = h

es decir que no sabemos donde se encuentra el fotén ni cual es su fase.
La medida para definir el producto escalar a t constante puede ser

1 22 2mn+as
< plp >= [ wedsa,
z1 o

(22 — 2’1)(271'71 + ag — al)

extendida a todo el rango de las variables cineméticas en esta evolucion. Asi, el valor esperado
de la posicién en uno de estos estados es

1 29 2mn+asg 1
<z >=< >= dzdo = —
: vlely (22 = 21)(2mn + a2 — 1) /z1 /a1 - 2<21+22>7

en el punto medio de la trayectoria, y su dispersion

1 1 1
(A2)? =< (z— < 2 >)? >= g(z% + 2129 + 23) — Z(Zl + 2)? = E(ZQ —z1)2
La incertidumbre Az = (z2 — 21)/3.46, por lo que la probabilidad de encontrar al fotén en el
rango alrededor del punto medio +Az, es del 68 %.
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3.4. Apéndice: Estados de polarizacion de la luz

Hemos visto que la parte interna que describe los estados de espin del fotén forma un
espacio de Hilbert bidimensional C?. Por lo tanto cualquier estado puro viene descrito por el
conocimiento de un vector |® >€ C? de norma unidad, < ®|® >= 1. Los estados no puros,
o mezclas estocasticas, vendran caracterizados por operadores densidad p, es decir operadores
autoadjuntos sobre C2 de traza uno y por lo tanto se caracterizaran mediante matrices hermiticas
2 x 2 de traza unidad.

El conjunto de matrices hermiticas 2 X 2 es un espacio vectorial real de cuatro dimensiones,
una base del mismo puede venir dada por las cuatro matrices:

10 0 1 0 —i 1 0
UO_(O 1>’ Ul_<1 0)’ UQ_(@ 0)’ "3_<o —1) (3-47)

por lo que toda matriz hermitica se puede expresar en la forma p = a*0, con a* € R, cuatro
nimeros reales. La condicién de que p caracterice a un estado es que sea de traza uno, lo
que nos lleva a que a® = 1/2. Si p es un estado puro, también denominado estado vectorial,
entonces p = |® >< ®| en términos del vector estado | >, por lo que resulta ser un proyector.
Los estados puros vienen caracterizados por la condicion de que p? = p, de donde resulta que
Trp? = Trp = 1, en tanto que en general para un estado arbitrario la Trp? < Trp = 1.

Esta condicién, teniendo presente que Tro,0, = 26,,, nos lleva a que 2(a0)2 +2a®> <1,y
como a® = 1/2, a* < 1/4, por lo que podemos caracterizar todo estado cuantico de este sistema
mediante un vector tridimensional real a, de norma igual o menor que 1/2, siendo igual a 1/2
en el caso de que el estado sea puro. Los estados de este sistema vendran dados por los puntos
de una esfera en R? de radio 1/2, denominada esfera de Poincaré, siendo los puntos de la
superficie los estados puros, en tanto que los del interior representan a los estados mezcla. Vemos
que el conjunto de estados es un conjunto convexo, de tal manera que todo estado mezcla se
puede construir como una combinacién lineal convexa de estados puros.

Este tipo de descripcion es general para sistemas cuénticos con dos estados internos. Aqui,
puede formar parte por ejemplo, de un sistema cuantico que describa fotones polarizados, cuyo
espacio de Hilbert lo podemos realizar como LL?(R3) ® C2, donde los dos posibles estados de
polarizacion vienen descritos por la parte C? del espacio de Hilbert. Supongamos que en el
instante ¢ tenemos dado el vector |¥ >:

0> = (g) exp(i(kz — wt)) (3.48)

donde « y B son dos complejos tales que |a|? + |3|> = 1, el cual es vector propio del operador
H = ihd/0t con valor propio hw, y del operador P = —ihV con valor propio (0,0, kk). Si
escribimos o = aexp(id,) y B = bexp(idy) y convenimos en representar el estado de tal manera
que saquemos fuera la fase de la primera componente, para que ésta sea real, entonces,

> = (g) exp(i(kz — wt)) = <b2‘,.5) exp(i(kz — wt + 6,)) (3.49)

siendo d = 6, — I, .
El proyector que caracteriza este estado es el | >< ¥| que viene dado en la forma:
a? abe_w) _(ad®+a® at - ia2>

betd b2 - <a1 +ia® a’ —a? (3.50)

|\If><\I/|:<
a

por lo que el tetravector a que da lugar es el:

[1/2,abcos 8, absin 8, (a* — b?) /2] (3.51)
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y en términos del vector tridimensional a, los diferentes estados puros vienen dados por la
superficie de la esfera de radio 1/2 de la figura, en tanto que los puntos del interior representan
estados mezcla.

Figura 3.2: Esfera de Poincaré que representa los diferentes estados de polarizacién de la
luz. La superficie de la esfera representa a los estados puros o estados vectoriales, mientras
que los puntos del interior representan a los estados mezcla que vienen representados por
operadores densidad p. La esfera es un espacio convexo.

En particular los estados ortogonales(é) y <(1)
1 0 0 0
0 0)Y\o 1
a = (0,0,1/2), es decir por los dos polos Norte y Sur de la esfera de Poincaré de la figura.

Si E, y Ejp son dos proyectores caracterizados por sendos vectores a y b y representan estados
ortogonales, entonces E, L, = 0. En términos de las matrices de Pauli E,Ey, = a"b”0,0, = 0,
y tomando trazas, sabiendo que a® = b’ = 1/2, nos queda (1/4 +a-b) = 0, y que como a y
b son a su vez de modulo 1/2, la solucion es @ = —b. Estados ortogonales vienen dados por
puntos opuestos de la esfera de estados, y tomados por pares caracterizan por lo tanto a todas
las posibles bases ortonormales de C? . Significa esto que cualquier otro estado puro se obtendra
como superposicién coherente de dos de estos estados ortogonales, y que cualquier otro estado
no puro, mediante combinaciones lineales convexas de estados puros.

) dan lugar a sendos operadores de pro-

yecccién los cuales vienen caracterizados por los vectores a y —a, siendo

3.4.1. Superposiciéon coherente

Si tenemos dos estados puros, y por lo tanto vectoriales, |® > y |¥ >, el vector a|® >
+/5|¥ > una vez normalizado, representard otro estado puro y se dice que es la superposicion
coherente de ambos. En este caso lo que admitimos es que la fase relativa con que se superponen
ambos estados es importante.

Supongamos por sencillez que nos estamos refiriendo basicamente a los dos estados polares

<(1]> exp(i(kz —wt)) y (?) exp(i(kz — wt)), y que o y (B los tomamos en principio reales con
a? + 3% = 1. Entonces el vector estado a que dan lugar es el <g> exp(i(kz — wt)) y como

2
proyector el <§ﬁ %g) que viene representado en la esfera por el vector [af3,0, (o — 82)/2] y
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por lo tanto en el meridiano que esté en el plano XOZ por el punto P representado en la figura
3.3siendo NP =y PS = qa.

Figura 3.3: El punto P representa la superposicion coherente de los estados N y S con
coeficientes reales a y f.

En efecto, a® = (a? — $%)/2 =1/2 — B2 = a® — 1/2, y por lo tanto las distancias del punto
P a los planos tangentes a los polos son iguales a 32 y a? respectivamente. Si o = 3, el punto
representativo estara sobre el ecuador. Estos valores a? y 32 son las probabilidades de que el
estado sea el N o el S, o bien las proporciones que de los estados IV y S utilizamos para construir
Su superposicion.

Si oy B son en general complejos, una vez extraida la fase de «, que lo supondremos en
adelante real, el estado se reduce a (3.50) y (3.51), con lo que aquella superposicién coherente
con los mismos a y b y diferentes §, nos produce todos los puntos de un mismo paralelo. Ademas
0 es el angulo acimutal y el giro es en el sentido positivo (horario) alrededor de un eje que va
del segundo estado al primero.

Figura 3.4: El punto P es la superposicién coherente de N y S con coeficientes a y be®.

La situacion es totalmente simétrica si la superposicion la efectuamos a partir de dos estados
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arbitrarios ortogonales. Tenemos sobre la esfera dos puntos opuestos. A continuacién determi-
namos la superposiciéon con o« = § = 1/ V2, la cual nos determina la posicién del meridiano
cero. A partir de ahi giraremos en sentido positivo el angulo J, y el paralelo correspondiente
dependeré de los valores a y b.

Por lo tanto la superposicién coherente es una aplicacion definida sobre la superficie de la
esfera, tal que a cada par de puntos opuestos, y dados los correspondientes nimeros a y be®,
les corresponde otro punto de la superficie, construido de la forma anteriormente senalada.

3.4.2. Superposicion incoherente

Sean |®; > y |®2 > dos estados puros ortogonales, caracterizados por los proyectores Ep y
Es, y por los vectores reales a y —a. Si definimos el estado p = aE1+ (1 —a)E2, con 0 < o < 1,
representa una superposiciéon que decimos es incoherente, de ambos estados en las proporciones
a'y 1 — a. En esta representacion, el vector que lo caracteriza es el aa — (1 — a)a = (2a — 1)a.
El punto caracteristico en la figura 3.5, esta por lo tanto en la linea de unién de los dos estados
puros, de tal forma que PA = (1 — «) y PB = «a. Es por lo tanto el centro de masa de dos
masas « y (1 — «) situadas en A y B respectivamente.

Figura 3.5: El punto P es la superposicién incoherente de los estados puros A y B en las
proporciones a y 1 — a, respectivamente.

Podemos interpretar la superposiciéon incoherente como el centro de masa de todas las posi-
bles superposiciones coherentes en las mismas proporciones de A y B, en las que la fase relativa
0 se deja libre. En este caso obtendriamos todos los posibles estados del paralelo que dista de
los planos polares (1 — ) y « respectivamente.

Si p1,p2,...,pr son k estados puros, y por lo tanto representados por sendos puntos de la
superficie de la esfera de estados, y aq,a9,...,ak, 0 < o; < 1 tal que > a; = 1, entonces
p = Y. a;p; se dice que es la mezcla incoherente, con pesos «; de los k estados puros p; . Su
punto representativo vendra dado por el baricentro de los correspondientes puntos p; en los que
se ha supuesto colocado un peso de valor a; . Los estados puros son los inicos que no pueden
expresarse como combinacién lineal convexa de otros estados puros.

La superposicion incoherente se convierte asi en la combinacién lineal convexa de vectores
de R3, pertenecientes a la superficie de la esfera de radio 1 /2.
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3.4.3. Filtros

Son observables tales que si el sistema estd en un estado cualquiera lo proyectan en un
posible estado puro. Vienen representados por proyectores y se caracterizan por el proyector
correspondiente sobre el estado que filtran. Si el estado inicial del sistema es p, entonces la
medida de E en el estado p viene dada por < E >= TrpF, en tanto que el nuevo estado en
el que queda el foton después de la medida, es el p' = EpE/Tr(pE). Por ejemplo supongamos
que p; = <(1) 8) y sea E el proyector sobre el estado dado por el vector a de componentes

[0,4/3/4,1/4], es decir E = <\/3?»’/;j4 _\1//51/4> El valor esperado de F en el estado p; vale

3/4, que es precisamente la proporcion en que el estado E se compone a partir de p; y de su
estado ortogonal. Después de su medida, el estado en que queda el sistema es:

es decir el propio F.

P3 Ie) 1/2

Desde el punto de vista vectorial por ser el estado puro, |p1 >= < > por lo que el valor

0
esperado < F;p; >=< pi|Ep; >= 3/4 y el estado final del sistema sera el |p] >= E|p; >

/Elp1 > || = ({%2) que resulta ser precisamente el propio estado E, pues |p] >< p| = E.
3/4 0

0 1/4
superposicion incoherente de 3/4 del p; anterior y 1/4 de su complementario ortogonal, entonces
< E;pa >=TrpsE = 5/8, es decir aquella parte de p2 que se proyecta en E| y el estado final
ph resulta ser el propio estado E.

Si el estado inicial es un estado totalmente incoherente, como el dado por el operador den-

sidad p3 = <1(/)2 1(/)2>, representado por el punto O, entonces < E; p3 >= 1/2, ya que dicho

Si el estado inicial no es puro, por ejemplo ps = ( >, que corresponde a una

estado incoherente también se puede formar a partir de E' y de su complementario ortogonal al
50 %.
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3.5. Apéndice: Espinores

En esta secciéon de contenido puramente matemaético, revisaremos las propiedades principales
de los espinores, en particular las relacionadas con las posibles representaciones del grupo de
rotaciones que describen objetos de espin 1/2. Vamos a encontrar estas representaciones a partir
de funciones propias de los diferentes operadores de espin que conmutan. Pero conviene resaltar
que ademés de tener operadores de espin referidos al sistema de referencia del observador inercial,
u observador del laboratorio, también tenemos operadores de espin referidos a los ejes ligados a
la particula, ya que, en general, las particulas que analizamos poseen orientacién como variables
cineméticas y por lo tanto podemos asignarles un triedro cartesiano comoévil, que rota. Esto nos
va a producir el resultado de que una particula de espin 1/2, su funcion de onda, necesariamente,
posee cuatro componentes.

Todos los célculos de este apéndice resultan abrumadores si se tratan de hacer a mano, por
lo que el uso de un programa de cédlculo algebraico facilita la tarea. Son muchas las derivadas
e integrales de funciones complejas que hay que realizar para determinar productos escala-
res y representaciones matriciales de los diferentes operadores. En mi péagina web el fichero
http://tp.lc.ehu.es/documents/EspinoresNotasBilbao.nb, es un notebook del programa
Mathematica'® en el que se recogen los calculos de este apéndice.

La funcién de onda mas general de una particula elemental es una funcién compleja de las
diez variables cinematicas, ®(¢,r,u, p), y la parte del espin esté ligada con la dependencia de
las variables invariantes por traslaciéon w y p y viene dado por el operador

S=uxU+W=Z+W, (3.52)

donde Z y W estan dados por los operadores

h h
Z:uxzvu, W:Z{V,}—prvp—kp(p-vp)}. (3.53)

Estos tltimos se expresan en la representacion tan(a/2) del grupo de rotaciones, como se ha
expresado en las secciones anteriores. V,, y V, son respectivamente, los operadores gradiente
con respecto a las variables u y p. Estos operadores conmutan entre si y conmutan con los
operadores H = ihd/0t y P = —ihV. Son por lo tanto operadores invariantes por traslacion.
Esta caracteristica nos permite separar la funciéon de onda mas general en términos de funciones
de variables espacio-temporales y de funciones de las variables velocidad-orientacion, donde
estas tltimas nos describiran las propiedades invariantes por traslacion de la particula.
Los operadores de espin satisfacen las reglas de conmutaciéon

Z,Z] =ihZ, [W,W]|=ihW,6 [Z, W]|=0, (3.54)
y por lo tanto
[S, S] =ihS.

3.5.1. Vectores unidad

Como estamos describiendo la orientacion de la particula colocando un conjunto de tres
vectores unidad ortogonales e;, cuya orientacién espacial viene dada en términos de las variables
p 0 o, entonces, si escogemos que en el instante inicial 7 = 0, estos ejes coincidan con los del
laboratorio, las componentes de los vectores e; en cualquier instante, vienen dados por

(ei); = Rji(a) = dj; cos o+ nyjn; (1 — cos ar) — €55 sin o, (3.55)

10 pfathematica, es un programa de calculo registrado por Wolfram Research Inc. 100 Trade Center Drive,
Champaign, IL 61820-7237, USA.
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en la parametrizaciéon normal, y en la parametrizacién p por
(ei); = Rji(p) = m((l — p*)bji + 20ipi — 2€jikpr)- (3.56)
Las componentes cartesianas del vector unidad que define el eje de rotacién n son:
n1 = sin # cos @, ny = sin @sin ¢, ng = cos @, (3.57)

donde @ es el angulo polar y ¢ es el angulo acimutal. Explicitamente:

e11 = cosa+sin?6cos? (1 — cosa),

el = cosfsina + sin?fsin ¢ cos p(1 — cosa),

e13 = —sinfsingsina + sinf coscos p(1l — cos a),
ez1 = —cosfsina + sin?fsin¢cos p(1 — cosa),
ezo = cosa +sin?@sin? p(1 — cosa),

€23 = sinfcos¢sina + sinf cosfsin ¢(1 — cosa),
e3; = sinfsingsina + sinfcosf cos ¢(1 — cosa),
€3y = —sinfcos¢sina + sinfcosfsinp(l — cos ),
e33 = cosa +cos?f(1—cosa),

en la representaciéon normal o = an, o parametrizacién normal del grupo de rotaciones. En la
parametrizacion p = tan(a/2)n, resulta ser

e11 = (L+p7—p5—p3)/(1+p),
et = (2p1p2 +2p3)/(1+ p?),
e13 = (2p1p3 —2p2)/(1+ p?),
ear = (2p2p1 —2p3)/(1+ p?),
ez = (L—pi+p5—p3)/(1+p),
eas = (2p2p3+2p1)/(1+ p?),
es1 = (2p1p3+2p2)/(1+ p%),
esa = (2p3p2 —2p1)/(1+ p?),
es3 = (L—pl—ps+p3)/(1+p),

donde p? = p? + p3 + p3 = tan?(a/2).

3.5.2. Proyeccién del espin en los vectores unidad

Ademas de los operadores que definen las diferentes componentes del espin S;, Z; v W;
en el sistema de referencia del laboratorio, podemos encontrar otro conjunto de operadores de
espin. Estos son las proyecciones de los operadores de espin en los ejes del cuerpo e;, es decir,
los operadores R; = e; - S, M; = e;- Z y 1T; = e; - W, respectivamente. En particular, los
operadores de espin T;, recolectando los términos de (3.56) y (3.53), tienen la expresion

k=3 k=3
h
T, = €)Wy = ———— 1= p*)oik + 2pipr — 2€kijp;

0 0
X <8pk + Gk”plc‘Tm + pr(p- Vp)> ,
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que después de algunas manipulaciones toman la forma vectorial

h
T = Z{Vp_PXVp‘FP(P'Vp)}- (3.58)

Vemos, por inspeccion, que este resultado puede también obtenerse de la expresion de W
en (3.53), sin mas que reemplazar p por —p, seguido de un cambio global de signo. Esto es
asi porque nosotros describimos la orientacién de la particula por el vector p en el sistema de
referencia del laboratorio, pero desde el punto de vista activo, es decir, con los ejes del laboratorio
fijos y lo que gira son los ejes del cuerpo. Sin embargo la orientacién con respecto a los ejes
del cuerpo se hace describiendo el movimiento de los ejes del laboratorio, cuya orientacién con
respecto a los del cuerpo es —p, y el cambio global de signo de los operadores proviene de
cambiar la interpretacion activa por la pasiva.
Satisfacen las reglas de conmutacion

[T, T| = —ihT, [T,W]=0.

donde el signo menos de los primeros conmutadores frente a las relaciones de conmutacion de
los momentos angulares, realzan el hecho de que son operadores del algebra de Lie del grupo de
rotaciones, en una representaciéon pasiva. En general todos los operadores de espin proyectados
en los ejes del cuerpo, R;, M; y T;, conmutan con las correspondientes proyecciones en el
laboratorio S;, Z; y W;. Esto es conforme al principio de indeterminacién, ya que componentes
del espin con respecto a sistemas de referencia diferentes, son observables compatibles y por lo
tanto conmutan.

3.5.3. Funciones de onda espinoriales

Para encontrar las funciones propias de los operadores de espin tenemos que resolver ecua-
ciones de la forma:

S*x(u, p) = s(s + Dh*x(u, p), Szx(u, p) = mhx(u, p).

Pero como también tenemos operadores de espin proyectados en los ejes del cuerpo que conmutan
con los anteriores, podemos ampliar el conjunto de operadores que conmutan. Podemos exigir,
por ejemplo, que las funciones anteriores sean también vectores propios de T3,

T3X(u7 p) = nhx(u, p)7

de tal manera que el conjunto completo de observables que conmutan también incluye proyec-
ciones del espin en los ejes del cuerpo.
El operador espin al cuadrado

S?=Z*+W?*+2Z-W, (3.59)

se expresa segun (3.54) como la suma de tres operadores que conmutan, por lo que sus vectores
propios se escogerdn como vectores propios simultidneos de los tres operadores de la derecha de
(3.59). Los operadores Z y W derivan la funcién de onda con respecto a las variables u y p.
Podemos separar cada x(u, p) en la forma

x(u, p) = Z Uj(u) V;(p), (3.60)

donde la suma va sobre un rango finito, y donde Uj(u) seran funciones propias de Z* y V;(p)
de W2, respectivamente.
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3.5.4. Representaciones sobre la esfera unidad. Armoénicos esféricos

Las funciones Uj(u) son multiplos de los armonicos esféricos definidos sobre la orientacion
del vector velocidad u, ya que el operador Z tiene la estructura de un momento angular orbital
en términos de las variables w. Sus valores propios son enteros. El factor global es una funcién
arbitraria del valor absoluto de la velocidad, u.

En efecto, si la velocidad la expresamos en cordenadas polares esféricas, u = (u, 8, A), donde
B es el angulo polar y A el acimutal

Uy = usinScos\, uy =wusinBsin, wu, = ucosp,

las componentes del momento angular Z; aparecen como:

Z1=1h (sin )\g + cos cos )\a) , Jy = —ih (cos )\g — cos in A;\) , J3 = —ihi

oB  sinf O\ 0B sinf ot O\
. ; 0 .cosf O
_ _ +iA
J+ =71 tiZy = he {iﬁﬁ +1 sin 3 (9)\} (3.61)

Vemos que son independientes de la variable u, ya que en realidad el grupo de rotaciones sobre
R3 lo que hace es transformar puntos de la superficie de una esfera en puntos de esa misma
esfera, es decir, actua de forma transitiva sobre las esferas centradas en el origen, cualesquiera
que sea el radio u.
El operador Z2 que conmuta con los tres Z;, toma la forma
02 cosff 0 1 0?

72 = B2 | — g .- 9
" om T sing 98 snZp on

(3.62)

Podemos por lo tanto buscar funciones propias comunes a Z2 y Z3 en la forma f(u)G(8, \),
con f(u) arbitraria y respecto de la parte que depende de las variables angulares

Z2Y™(B,N) = 11+ DR2Y™(B, ),  Z3Y™(B,\) = mhY;™ (3, )).

Solo existen soluciones de este sistema de ecuaciones diferenciales para valores enteros de ! y

con m = —l,—=l+1,...,l. Las funciones |l,m >= Y;™($3, \), definidas sobre la esfera unidad,
reciben el nombre de arménicos esféricos. La medida sobre la esfera normalizada en la unidad
es
T 27 1
/ dﬁ/ —sinfdA =1 (3.63)
0 0 471'

Los armoénicos esféricos son ortogonales respecto del producto escalar hermitico definido me-
diante

1 27 ™
<lmls,n >= 47T/ d>\/ sin BdB Y™ (8, )Y (B, A) = Spmnis,
0 0

es decir respecto de la medida invariante y normalizada sobre la esfera unidad (1/47) sin Sd3dA.
La solucién del sistema consiste en buscar las funciones de la forma Yll(ﬁ , A) en variables sepa-
radas Y}'(8,\) = 4;(8)Bi(\), que satisfagan

ZyA(B)Bi(A) =0,  Z3A(B)Bi(\) = IhA(B)Bi(N),

es decir,
A; —l(cosB/sinB)A; =0, —iB, =18y,

que resultan ser proporcionales a las funciones A;(8) ~ sin' 8 y B;()\) ~ exp(il)\). Como sobre
la superficie de la esfera el punto (3, A) es el mismo que el (8, A + 27), resulta que exp(il\) =
exp(il(A + 2m)), lo que implica que necesariamente [ debe ser un ntimero entero.
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Estas funciones, una vez normalizadas con respecto a la medida (3.63) se pueden escribir
como
(20 4+ 1)(20)!

B il
22112 sin’ B e", (3.64)

l l

Y'(8,2) = (-1)

y el resto se obtienen de éstos mediante la accién reiterada sobre ellos de Z_. No existen vectores

propios correspondientes a valores propios semienteros, ya que la superficie de la esfera no es el

espacio homogéneo de mayor dimension. Podemos ver que ¥, = (—1)™Y,”™, y los primeros
armoénicos normalizados en la unidad son:

0,0 >=1,

3 . 3 .
1,1 >= —\/;sinﬁeZ)‘, 11,0 >= V3 cos 3, |1, -1 >= \/;sinﬁe_“\,

/15 ; /15 . 5
12,2 >= §81n25621)‘, 12,1 >= — ?sinﬁcosﬁe“\, 12,0 >= \/;<3C0825 —1).

Para obtener la forma més general de un espinor hay que encontrar también la parte V;(p),
que depende de las variables de orientacién. Esto lo haremos a continuacién tras el anélisis de
la accién del grupo de rotaciones sobre si mismo, como grupo de transformaciones.

3.5.5. Representaciones espinoriales sobre SU(2)

Vamos a describir en detalle la parte de la funcion de onda ligada con la orientacion, V(p).
Si no existiera contribucién al espin proviniente de la parte del zitterbewegung Z., el operador
espin (3.52) se reduciria al operador W dado en (3.53). Para obtener las ecuaciones de valores
propios vamos primero a escribir estos operadores en coordenadas esféricas.

Si representamos el vector p = tan(a/2)n = rn, en coordenadas esféricas como (r,0, @),
siendo r = |p| = tan(a/2) y 0 y ¢ los angulos polar y acimutal del vector unidad m, respecti-
vamente, entonces el vector unidad n tiene por componentes cartesianas las dadas en (3.57). Si
a partir de ahora tomamos h = 1, los operadores de espin (3.53) quedan representados por los
operadores diferenciales

Wi 1l:(1+r2)sin0COS¢88+<1COSHCOS¢—SHI¢>a—(suld) +COS€COS¢> 8},
r r

T 2i 00 rsiné sin 6 ¢
1 2 . ) 0 1 ) 0 cosf sing cos¢ \ 0O
WQ—QZ,[(1—1—7’)sm@smgbar—i—(Tcosﬁsm¢+cos¢>89 ( i d rsing ) 90|

1 9 0 sinf 0 0
W?’_Z [(1+7’ )COSQ&“_T%+BQZ>]'

El operador de Casimir del grupo de rotaciones W?2 es:

0% 2(1+1?) 0 1{82 cosf O 1 aQH

Bk P (e BTN LA S
002 sinf 00  sin? 6 0¢?

2 _
W= 4

or2 r or r2

Los operadores de espin de subida(up) y bajada(down) definidos como habitualmente por
Wi =W; £1iWs, son

e’ 9 0 cosf +ir\ 0O rcosf —i\ O
-~ |1 il LI A et R
W 2i [( T )Sln08r+< r ) a0 ( rsinf > 84’

e~ o . 0 cos@ —ir\ O rcosf +1\ 0
[%_Zik+ﬂwwm+<r>%_<mm9>%}
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Satisfacen las reglas de conmutacion
Wy, Wil =W,, [Ws,W_]=-W_, [Wy, W_]=2Ws.

Podemos verificar que (W;)* = —=W; y que W, = —(W_)*, donde * significa tomar el complejo
conjugado del correspondiente operador.
Si F™(r,0, ¢) es una funciéon propia de W2 y Wj, satisface las ecuaciones diferenciales:

W2E(r,0,¢) = s(s+ 1)F"(r,0,¢), W3F™(r,0,¢) = mF™(r,0,¢).

Para obtener soluciones de este sistema, vamos a proceder de la siguiente manera. Primero
vamos a calcular las funciones propias de la forma F?. Sobre ellas el operador W, nos produce
Wi F? =0 y después, actuando sucesivamente con el operador W_ obtendremos las restantes
funciones propias F." de la misma representacion irreducible caracterizada por el parametro s
y para —s < m < s. El objetivo es encontrar primero las funciones F;.

Consideremos que podemos escribir las funciones F; en variables separadas en la forma
Fi(r,0,¢) = A(r)B(0)C(¢). Entonces

W3A(r)B(0)C () = sA(r)B(0)C(¢)

da lugar a
sin 6

AB'C + ABC' = 2isABC

(1+72)cos@A’'BC — "

donde A’ es la derivada de A y asi con las demés, y dividiendo ambos lados por ABC' llegamos

a A'(r) _sin0B'(6)  C'(9)

Atr)  r B(O)  C(9)

El tercer término de la izquierda debe ser constante, ya que los demés términos son indepen-
dientes de ¢. Este término lo ponemos como C’(¢)/C(¢) = ik y por lo tanto C(¢) = e*?, salvo
un factor constante arbitrario. Como C(¢ + 27) = C(¢) implica que la constante k debe ser un
entero. Las otras dos funciones satisfacen:

(1+72)cosf = 2is

(1 +12)cos@A'B — sin@AB' + ir(k — 2s)AB = 0. (3.65)

Si existen soluciones con funciones reales A y B, entonces necesariamente k = 2s de tal manera
que el valor propio s puede ser un entero o un semientero, y la ecuacion (3.65) se puede separar
en la forma: A(r) o B'(6)
r sin
r(1 4712 = = p = constante 3.66
( ) A(r)  cos@ B(6) P ’ (3.66)

cuya solucién general, salvo un factor global constante, es

2\ P2
A(r) = <1+r2> , B(#) = (sinf)’.

Si actuamos sobre esta solucion F? = A(r)B(0)C(¢), con Wy, como debe ser W, F? = 0,
nos produce:

(1 +72)sin? A’ B + (sinf cos 0 + irsin §) AB’ — 2s(ir cos@ + 1)AB = 0.

Dividiendo ambos miembros por AB, teniendo en cuenta (3.66), obtenemos para los parametros
la condicion (p—2s)(1+ircosf) = 0. Entonces existen soluciones reales en variables separadas,
para todo p = 2s = k. Vienen dadas, salvo un factor global constante, por:

2

F(r,0,6) = (11#) (sin 0)2ei25% (3.67)
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Para s = 1/2 y después de la accion con W_ obtenemos los dos vectores ortogonales

Vr= L sing ? 12 _gotjz _ reosb i
1111/2—m81n96 , 1/1/71111/2—‘111/2 = A

que producen una representaciéon bidimensional del grupo de rotaciones. Podemos verificar que
wow 2 =0,

Del analisis de la estrucutra de los operadores W, si tomamos el complejo conjugado de la
expresion W F¥ = 0 obtenemos —W_(F3)* = 0y por lo tanto (F?)* ~ G;*® de tal manera que
tomando los espinores complejos conjugados de la anterior representaciéon, obtenemos otro par
de espinores ortogonales correspondientes a s = 1/2.

~1/2 rcost —i @_1/2_ T
V2 12’ 12 142

Las restantes representaciones para espines superiores se pueden obtener por el mismo pro-
cedimiento. Otra forma es obtenerlas mediante productos tensoriales de las dos representaciones
irreducibles bidimensionales anteriores. Por ejemplo, para s = 1 podemos obtener tres repre-
sentaciones ortogonales. Si de (3.67) con s = 1 y actuando con el operador W_ obtenemos

sinf e,

1 1/2y2 r? 029 i26
\111:(\111/2) = 1y 0 e?,
1/2 —1/2 T . . i
\p? — (\I/JQ)(\I/UQ/ ) = T2 sinf (i + rcosf) e ¢
1 gz o (4 reost)?
lIll - (\Ijl/Q ) - 1+T2 ’

que también puede obtenerse como el producto tensorial de ¥ ® W.

Si hubiéramos trabajado en la representaciéon candnica, donde los pardmetros son o = an,
esto equivale a reemplazar la variable r = tan(a/2) en términos del parametro a y expresar el
operador diferencial 0/9r en términos de 9/, por lo que los operadores de espin quedan

lei QSiHQCOS(ﬁE—F cos @ cos¢_sin¢ 2_ sin ¢ +cosc9 cosp\ 0 ’
O 00 tan(

21 tan(a/2) a/2)sinf sin @ Ao
B i ) ) 2 cos @ sin ¢ 2 B cos @ sin ¢ B cos ¢ 3
We = 21 [2 sind sin ¢ O * ( tan(a/2) eos d)) 00 < sin 0 tan(a/2) sin 6’> 8(;5] ’

1 0 singd 0 0
Ws=3 [QCOSQaa " tan(a/2) 06 T &zﬁ} ’

® .1 o1 (o wsd 1 &
0a?  tan(a/2) O 4sin®(a/2) | 062  sinf 09  sin200¢4% [ |’

W+:L [2sin96+< cos )+z> d <cos€tan(a/) z) 8]’

|

2i foJe! tan(a/2 00 tan(a/2) sin 6 )
i e‘"fd’ QSinei N cos 0 —z’ 9 cos@tan(oz/?) +i\ 9
2i Oa tan(o/2) 00 tan(a/2) sin @ 0¢
y los espinores de las dos representaciones ortogonales bidimensionales se escriben como
12 ..o, ; 12 a L«
Uy = 181n§sm€ e®, Uy = cos 5 —zs1n§cos0 (3.68)
Y T.1/2 « o ~_1/2 o .
U= cos 5 —|—z’sin§cos 0, Vg = —isinisin0 e, (3.69)
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Se ha mencionado que los anteriores espinores son ortogonales. Para dotar a este espacio
de funciones con una estructura de espacio de Hilbert es necesario definir un producto escalar,
hermitico, definido positivo. La matriz Jacobiana de las variables p’ en términos de las variables
p dada en (3.39), posee por determinante

op"\ _ _(+p)
det [ 2L ) = :
‘ (W) (I-p-p)*

y la transformacion del elemento de volumen

d3pl _ (1 + /’L2)2 3
(1-p-p)?
A partir de (3.39) obtenemos que
2 1+ p?
149" = (1(_11‘ ))2 1+ p%)

por lo que la medida

a*f :< (1—p-p) ) UL+ o dp
1+ \Q+m)1+7)) A=p-p)'" "7 0+

es de hecho una medida invariante.
En coordenadas esféricas se escribe como

2

r°sinf

y en la representaciéon normal es
sin?(ar/2) sin dadfd.

Como el grupo de rotaciones es un grupo doblemente conexo, la medida anterior tiene
que estar definida sobre una variedad simplemente conexa, es decir, sobre el grupo recubridor
universal del grupo de rotaciones SO(3), que es el grupo SU(2). La variedad del grupo SU(2)
en la representacion canoénica viene dada por la esfera tridimensional de radio 27 en la que los
puntos de su superficie representan a un tunico elemento de SU(2), la matriz unitaria 2 x 2, —1I.
La medida invariante y normalizada resulta ser

dun(a, 8, ¢) = ﬁ sin?(ar/2) sin 0 do df dep. (3.70)

27 s 27
I .9 .
/0 da/o d9/0 d¢ 22 5in (a/2)sinf = 1.

Por lo tanto, el producto escalar hermitico queda definido como

1 2m ™ 2m
< flg >= e da/ d9/ do f*(a,0,¢)g(a,, ¢)sin®(a/2) sin b, (3.71)
™ Jo 0 0
donde f* es la funcién compleja conjugada de la f.
Los anteriores espinores son vectores ortogonales con respecto a esta medida invariante
(3.70). En particular, los espinores normalizados correspondientes a s = 1/2 vienen dados en
(3.68)-(3.69), multiplicados por el factor v/2.
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Los operadores de espin proyectados en los ejes del cuerpo e;, vienen dados en (3.58) en la
parametrizacién p, y hemos visto que difieren de los operadores W tnicamente en el cambio
p — —p, seguido de un cambio global de signo. Esto corresponde en la parametrizacién canénica
al cambio o — —a, seguido del cambio global de signo.

Se puede verificar, como se ha mencionado anteriormente, que

(T3, Tk] = —iei 11, (3.72)
(Wi, Ti] = 0. (3.73)
Como W? = T? podemos encontrar vectores propios comunes de los operadores W2, W3 y
T3, que los denotaremos por Dfnzl( ) de tal manera que
W2D{)(a) = s(s+1)D) (),
WiD(a) = mDS)(a),
T3D) (cx) nD{) (cv).
Como Wj(« )Dfﬁ%( ) = 7(71,)1(04), si producimos el cambio @ — —a obtenemos que

Wi(—a) DS (—a) = mDEh (—

—Ws(—a) D), (—av)

) y el posterior cambio global de signo lo reduce a
= T3(«) D) (—a) = —=mD) (—a),

por lo que los anteriores espinores (3.68)-(3.69) son también vectores propios de T5.
Con esta notacién, los cuatro espinores normalizados, denotados por los correspondientes
valores propios |s, m,n >, son

o, = [1/2,1/2,1/2 > = V/2(cos(a/2) + i cos sin(a/2)),
oy = |1/2,-1/2,1/2> =iVv2sin(a/2)

d3 = [1/2,1/2,-1/2 > =iV2sin(a/2) sinfe’.
Dy = [1/2,-1/2,-1/2 > = v/2(cos(a/2) — icosfsin(a/2)),

sin fe ™,

Forman un conjunto ortonormal con respecto a la medida normalizada e invariante (3.70) y
con respecto al producto escalar definido en (3.71). Podemos comprobar que los operadores
de bajada W_®; = &y, W_Py = 0, W_P3 = &y, W_&; = 0, y anédlogamente T_P; = 0,
T &3 = &1, TPy = 0, and T_P4 = P9, y las correspondientes relaciones cuando se actia
con los operadores que suben W, y T, respectivamente. Observar que debido al signo opuesto
en las relaciones de conmutacion de los operadores T;, los operadores Tt operan en sentido
contrario.

Un aspecto importante que conviene resaltar es que para las particulas de espin 1/2, a pesar
de que las representaciones irreducibles correspondientes a s = 1/2, son bidimensionales, para
describir la parte del espin de la funcién de onda, necesitamos una funcién compleja de un espacio
de Hilbert de dimensién cuatro, ya que para describir la orientacidén de la particula, tenemos
que asociar a la misma un sistema de referencia local, por lo que ademés de la proyeccion del
espin en el sistema del laboratorio W, poseemos como observables las proyecciones del espin en
los ejes del cuerpo T, las cuales deben ser incluidas porque son operadores que conmutan con
los anteriores.

3.5.6. Representaciéon matricial de los observables internos

La representacion matricial de cualquier observable A que actta sobre las variables de orien-
taciéon o en el espacio de Hilbert de dimensién cuatro generado por estos cuatro espinores de
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espin 1/2, ®;, se obtiene de A;; =< ®;|A®; >, i,j = 1,2,3,4. Una vez que fijamos estos cua-
tro vectores basicos normalizados, cuando los operadores actiian sobre el subespacio que ellos
generan, los diferentes operadores diferenciales como W; y T;, van a tener una representacion
matricial 4 x 4 por bloques de la forma:

. _hfo 0
szw_z(0 a), (3.78)
h(o 1 Bl 0 h(T 0
Tl_g(ﬂ 0)’ T2_2<—i]l 0)’ T3_2<0 —11>’ (3.79)

donde o son las tres matrices de Pauli y I representa la matriz unidad 2 x 2. Hemos incluido la
constante de Planck en los operadores de momento angular.

Si de forma anéloga calculamos la representacion matricial de las nueve componentes, en
esa misma base, de los tres vectores unidad (e;);, 4,7 = 1,2,3 que definen la orientacion de la
particula, obtenemos las nueve matrices hermiticas de traza nula

1/0 o 1 0 10 1/0 0
61_3(0 O>,eg_3(_w 0)763—3(0 _a). (3.80)

Podemos verificar que T; = S - e; = €; - S. Vemos que en general las diferentes componentes de
los vectores unidad e;, no conmutan entre si. Los valores propios de cada componente €;;, en
esta representacion matricial son £1/3. Sin embargo, la representacion matricial del cuadrado
de cada una de las componentes es (e;;)? = I/3, de tal forma que la magnitud al cuadrado de
cada vector unidad es efectivamente e? = Zj(eij)2 = I, la matriz unidad. Los valores propios
de los operadores (eij)2 no son los cuadrados de los valores propios de los operadores ¢;;. Esto
es debido a que en general, la funcién e;;®; no pertenece al mismo espacio que el que generan
las funciones @5, k =1,...,4, a pesar de que este subespacio es invariante bajo los operadores
Wi y Tj. De hecho, cada funcién e;;®; es una combinacion lineal de un espinor de espin 1/2y
de un espinor de espin 3/2.

No se entiende por qué cualquier componente del vector unidad e;; de un sistema cartesiano
puede tener como valores propios #1/3 en el caso cuantico y su cuadrado (e;;)* = I/3 en vez
de ser 1/9.

3.5.7. Teorema de Peter-Weyl para grupos compactos

Los espinores que acabamos de obtener, pueden ser obtenidos también por medio de un
teorema importante relativo a las representaciones de grupos compactos, y que se conoce en la
literatura como el teorema de Peter-Weyl ''. Lo vamos a enunciar sin demostracién la cual se
puede encontrar en cualquiera de las referencias citadas.

Teorema.- Sea D) (g) un sistema completo de representaciones unitarias no equi-
valentes e irreducibles de un grupo compacto G, enumeradas por el parametro s.
Sea ds la dimensién de la correspondiente representacion y DS) (9), 1 <i,j <dslos
correspondientes elementos matriciales. Entonces, las funciones

(s) ..
v ds DZ-]- (9), 1<i4,5<ds

1'N. Ja. Vilenkin, Fonctions spéciales et Théorie de la représentation des groupes, Dunod, Paris (1969), p.
39.
A.O. Barut and R. Raczka, Theory of group representations and applications, PWN-Polish Scientific Publishers,
Warszawa (1980), p. 174.
F. Peter and H. Weyl, Math. Ann. 7, 735 (1927).
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forman un conjunto ortonormal completo sobre G, con respecto a una medida nor-
malizada e invariante py(g) definida sobre este grupo, es decir,

| V&DS"(9) Vi DY) dunts) = 5 (3.81)
G

Que el conjunto es completo significa que cada funcién de cuadrado integrable definida sobre
G, f(g9), admite un desarrollo en serie, convergente en norma, en términos de las funciones

ortogonales anteriores Dl(;) (9), en la forma
SN
S7Z7J

(s)

ij » S€ obtienen a partir de

y donde los coeficientes, en general niimeros complejos a;

5= [ VaDS" () fla)dun(o)

En nuestro caso, SU(2) considerado como la variedad de un grupo, es la esfera tridimensional
simplemente conexa de radio 27, con una medida normalizada e invariante dada por (3.70),

dun(a, 8, ¢) = 4i7r2 sin 6 sin(ar/2)? dodfdg.

En la parametrizacion normal, las representaciones bidimensionales de SU(2) corresponden
a los valores propios s = 1/2 de S? y la representaciéon matricial estd dada por

D12 () = cos(a/2)1 — isin(ar/2)(u - o),
es decir,

(1/2) (o) — cos(ar/2) — i cos B sin(a/2) —isin @ sin(a/2) e~
DV () < —isin @ sin(a/2) ' cos(a/2) + i cos 0 sin(a/2) > '

Si comparamos estas componentes matriciales con los cuatro espinores ortogonales dados en
(3.74)-(3.77) vemos que
1 P -
DY (a) = = < ! 2> 3.82
@ =7 a o (382

En la representacion tridimensional de SO(3), considerada como una representacion de SU(2)
D(l)( )= DW(a,0,¢) = dij cos a + ugu (1 — cos a) + €juy sina = e,
donde
u1 =sinfcos¢p, uz =sinfsing, wuz = cosb,

obtenemos otro conjunto de nueve funciones ortogonales, en este caso todas reales. Multiplicadas
por v/3 forman otro conjunto ortonormal ortogonal al conjunto anterior de cuatro espinores. Re-
sulta un buen ejercicio el verificar esta ortogonalidad, realizando las correspondientes integrales
por medios manuales o haciendo uso de algtin programa de célculo algebraico.
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3.5.8. [Espinores generales

En el caso de que la parte del zitterbewegung no sea nula, podemos obtener también espinores
de espin 1/2 como parte de las representaciones irreducibles contenidas en el producto tensorial
de los estados de espin 1 y espin 1/2, de las funciones U(u) y V(p), respectivamente, en que se
descompone la funcion de onda mas general (3.60).

El espin total de la particula es de la forma

S=uxU+W=2Z+W,

donde Z = —ihu x V,, y W viene dado en (3.53). Las proyecciones del espin en los ejes del
cuerpo, es decir los operadores T; = e; - W, vienen descritos en (3.58). Satisfacen las reglas de
conmutacion:

(Z,Z]=iZ, [W,W]=iW, [T,T)]=—iT,
(Z,W]=0, [Z,T]=0, [W,T]=0.

Estas reglas de conmutacién son invariantes bajo el cambio p por —p en la definicién de los
operadores W y T', puesto que se intercambian uno en otro. Finalmente, la expresion de los
vectores unidad ligados a la particula e; vienen dados en (3.55) y (3.56).

Podemos ver que estas componentes de los vectores unidad y los operadores W; y Tj, satis-
facen las siguientes propiedades:

1) eijj(—a,0,¢) = —ej,(a,0,0).

2) ei-WEZjeijVVj =1T;.

3) X, €T = W.

4) Para todo 1, j, la accion Wie;, = 0, sin suma sobre el indice i.

5) Para todo i, 7, la accién Tie;; = 0, sin suma sobre el indice 1.

6) Para todo i,7,k, con i # j, tenemos que Wier; + Wjer; = 0, y en el caso de que i = j,
nos lleva a la propiedad 4.

7) Para todo i,j,k, con i # j, tenemos que T;ej, + Tje;, = 0, y analogamente al caso
anterior, cuando 7 = j nos lleva de nuevo a la propiedad 4.

Esto implica que e; - W = W - e; = T;, debido a la propiedad 4, cuando actia sobre una
funcién arbitraria f,

(W-e)f = Z Wileijf) = fZ Wi(eij) + Zeijm(f> = Ti(f),

debido a que }; Wje;; = 0.

De la misma manera };e;T; =% . Tje; = W.

Fijemos ahora el valor del espin. Podemos describir particulas de cualquier valor de su
espin. Consideremos sin embargo los espines de valor més bajo. Para particulas de espin 1/2,
si tomamos por simplicidad las funciones propias V(p) de W? correspondientes al valor propio
1/2, como el espin total debe ser 1/2, la parte orbital Z debe contribuir solamente con los
armonicos esféricos de valor z =0y z = 1.

Si no hay contribucién de la parte del zitterbewegung, z = 0, las funciones de Wigner
se pueden escoger como funciones propias simultianeas de los tres operadores que conmutan
W2 Ws, y T, y los correspondientes vectores normalizados |w,ws,t3 > vienen dados por las
funciones (3.74-3.77).

Si tenemos una contribucién del zitterbewegung correspondiente al valor z = 1, entonces las
funciones U(u) son los armonicos esféricos

VI = 11 >=—sin(B)ety2, (3.83)
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Y2(3,0) = 1,0 >=V3cos(f), (3.84)
Y7HB,N) = 1,1 >:Sin(5)e_i>‘\/§, (3.85)

normalizados con respecto a la medida invariante

/07r /0% %sin(ﬁ)dﬁaﬂ .Y

Se representan en la forma de funciones propias |z, z3 > de Z 2y Z3, donde las variables 5y A
representan la orientacion del vector velocidad w.

La representaciéon producto tensorial del grupo de rotaciones contruida a partir de las dos
representaciones irreducibles, la 1 asociada a los armoénicos esféricos (3.83)-(3.85) y la repre-
sentacion 1/2 dada en (3.74)-(3.77) se descompone en la suma directa de representaciones
irreducibles 1 ® 1/2 = 3/2 @ 1/2. La representacion 3/2 es de dimension 8, y corresponde a
espinores de espin s = 3/2 y la otra 1/2 de dimension 4 es la de s = 1/2.

Las siguientes funciones de las cinco variables compactas 3, A, «, 8 y ¢, donde las variables 8
y A son las mismas que las de los armonicos esféricos Y;™, y las restantes o, 8 y ¢, provienen de
los espinores ®;, representan funciones normalizadas de espin 1/2, |s, s3,t3 > que son vectores
propios de los operadores S2, Sz y T3

U= [1/2,1/2,1/2> = \}g <Y10<I>1 - \/§Y11<I>2) , (3.86)
U, = [1/2,-1/2,1/2> = \}5 (—YP% + \/§Y1‘1<I>1> , (3.87)
Uy o= [1/2,1/2,-1/2> = \}5 (Yf’cpg - ﬁchm) , (3.88)
Uy = [1/2,-1/2,-1/2> = \}3 (—Y10<I>4 + \@Yflcbg) : (3.89)

y vectores propios todos ellos de Z2 con valor propio 1(1 + 1), puesto que son combinaciones
lineales de los armoénicos esféricos Y{™.

Podemos verificar que Wy = S_V¥; y andlogamente ¥4 = S_W3, y en otra direcciéon V3 =
T Uy, y ¥y = T_Wy. No son vectores propios del operador W3, a pesar de que generan un
espacio vectorial invariante para los operadores S2, S3 y T3. En esta base (3.86)-(3.89) formada
por los vectores ortonormales W;, la representacién matricial del espin es

h/fo 0
S—Z+W—2<O o->’ (3.90)

mientras que la representaciéon matricial de Z y de W es

2h (o O —h /(o 0
Z_3(0 a)’ W_6<0 0'>’ (3.91)

los cuales no satisfacen las reglas de conmutaciéon de un momento angular debido a que el espacio
sobre el que actian no es un espacio invariante para estos operadores Z y W. Se puede observar
que Z tiene la misma orientacion que el espin S, ya que es un multiplo positivo de €él, mientras
que W tiene la opuesta, como se sugiere de la figura de la portada.

o3 gV ol g2 el ol 1y
4 2 3 V3 12 2v/3
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El modulo de S, S vale v/3/2, mientras que el de Z resulta ser 2/+/3, es decir 4/3 del anterior,
mientras que la parte W su modulo es 1/2v/3, es decir 1/3 del modulo de S pero en sentido
contrario. Se puede observar que al ser Z opuesto a W, resulta que el moédulo S =2 — W =
V3 /2. Esto justifica que desde el punto de vista cuantico hayamos representado estos operadores
con la orientacién relativa que aparece en la figura de la portada, con Z en la misma direccién
que S y en sentido contrario la W. Si observamos a los espinores U, éstos son vectores propios
de Z? con valor propio 1(1 +1) = 2, y de W? con valor propio 1/2(1/2 + 1) = 3/4, pero no
son vectores propios de Z3 y de W3. De hecho, la accién de estos operadores nos saca de este
espacio vectorial de dimensién 4. No es un espacio de una representacion irreducible de estos
operadores de espin, Z; y W;, pero si de los operadores S;, de los que es una suma directa de
dos representaciones irreducibles de valor s = 1/2.

La proyeccién del operador de espin W sobre los ejes del cuerpo, es decir, los operadores T,
toman la misma forma que en el caso anterior (3.79)

hi(o 1 hi( o0 h(l 0
T1_2<]1 0)’ TQ_Q(—@']I 0)’ T3_2(0 —11)’ (3.92)

ya que las funciones ¥; y Wy son vectores propios de T3 con valor propio 1/2, mientras que
las funciones W3 y ¥4 lo son con valor propio —1/2, y por lo tanto los espinores ¥; generan
un espacio invariante para los operadores S; y T}j. En efecto, la base formada por las funciones
propias simultaneas del operador espin total S2, S3 y T3, y la representacion de los ket, es la
misma que en el caso de los ®; dados en (3.74)-(3.77).

La expresién en esta base de las componentes de los vectores unidad e; viene dada por

1/0 o 1 0 io 1/ 0
el_—9<a O>,e2_—9(_w 0),e3——9<0 _0>. (3.93)

Podemos observar que las matrices de los operadores W = T;e; = e;T;, pero los T; no se
pueden obtener de la representaciéon matricial como T; = W - e;, ya que el espacio de Hilbert de
dimension 4 generado por los espinores ¥;, (3.86)-(3.89), no es irreducible para los operadores
ei; y los W;, pero si lo es para los T;.
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3.6. Resumen de Mecanica Clasica y Cuantica

Vamos a esquematizar aspectos generales de la descripciéon de las particulas elementales
clasicas y cuénticas.

Mecanica Clasica

Estados: Cada punto x € X del espacio cinemético X.

Particula elemental: X es un espacio homogéneo del grupo cinemético G.
Observables : Toda funcién de las variables cineméticas y de sus derivadas.
Transformacion del estado: ' = gz = f(z,9), g € G.

Particula elemental: EO =Tt+R-7+U -u+W-w.

Transformacién de la Lagrangiana: L'(z/,#') = L(z, %) + do(g, z)/dr
Interaccion: Ly = —eAy(t,r)i + eA(t,r) - 7.

Constantes Noetherianas (no rel.) G ® SO(3)r:

H:—T—u-%7 P:mu—%, K=mr—Pt-U, J=rxP4+uxU+W,

Ti=W-e;, i=123.
Constantes Noetherianas (relativ.) P ® SO(3):

H:—T—u-%, P:R—%, K =Hr/?—Pt—Sxu/c?, J=rxP+uxU+W,

Ti:W-ei, i:1,2,3.
Invariantes (no relativ.)

P? 1 2
m, - — =0, SQCM:<J—K><P>, T?
m

2m
Invariantes (relativ.)
pupt = (H/c)>—P? =m?c®, wyw = (P-Scy)’—(HScu/c) = —m*S?, T2

Semy=J —qx P, HScy/c=HJ/* - K xP, K=Hgq/c*— Pt.
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Mecanica Cuantica

Estados: Cada vector de norma unidad |¢ >, ¢(z) € L2(X) del espacio de Hilbert
L2(X).

Particula elemental: L?(X) es el espacio de una representacién proyectiva unitaria
irreducible del grupo cinemético G.

Observables : Todo operador lineal autoadjunto sobre el espacio de Hilbert.

Transformacion del estado:

—1

0 5= U)o >, 6/2) = Ulg)ote) = g~y exp { Jals o)}

y los operadores unitarios y sus generadores infinitesimales

h 0 da(g, x)
- Kyt Xp=- “Ao(2), Ao(w) = .
Ulo) = exp{ oK fo Ko = @5 Ao, M) = GET)
Generadores (no relativ.) G ® SO(3):
e, h
H:zha, P=-V, K=mr—-Pt—-U, J=rxP+uxU+W.
i
h h
U="Vi, W= (V,+pxV,+pp-V,), S=uxU+W,
h
T, =W -e;, 1=123. T:Q—i(vp—va,ﬁ-p(p-vp)),
Generadores (relativ.) P ® SO(3):
L0 h 2 2
H:zha, P=-V, K =Hr/c*—Pt—Sxu/c®, J=rxP+uxU+W.
i
h h
U:;Vu, W:2—Z,(Vp+p><vp+p(p-vp)), S=uxU+W.
) h
T,=W:-e, i1=123. T:Z(Vp_vap_‘_p(pvp))’
Invariantes-Operadores de Casimir (no relativ.)
P? 1 2
H-—= =(J-=KxP T? = W?
m, om 0, SC’M <J m X ) s 1%4
Invariantes-Operadores de Casimir (relativ.)
pup" = (H/c)*~P* =m?c?, w,w” = (P-Scum) Z_(HScwm/c)? = —m?cEs(s+1)h?, T? =

Ecuaciéon de Dirac

H_P. u——S (duxu):o.
dt

w2,



Capitulo 4

Particula de Dirac

4.1. Cuantizacion del modelo uv = ¢

Consideremos el modelo de Luxones, con u = ¢ y @ # 0. Estamos describiendo dos tipos
de particulas con un movimiento circular del centro de carga alrededor del centro de masa, a la
velocidad c.

Para la particula (H > 0), en el sistema de referencia del centro de masa, (ver Fig.4.1) el
centro de carga describe un circulo de radio Ry = S/me, siendo el espin constante y ortogonal al
plano de la trayectoria. Para la antiparticula, con la misma orientacién del espin, el movimiento
de la carga es en sentido contrario al de la figura.

w
m
T
u
S e
— 2 m= _€ Z
r=Sxu/mc om,
S=Z+W 7 €
= o
# 2m

Figura 4.1: Movimiento del centro de carga de la particula (H > 0), para el observador del
C.M.

Si hacemos el andlisis para el observador del centro de masa, la particula se reduce a un
sistema mecanico de tres grados de libertad: las dos coordenadas x e y del centro de carga en el
plano de la trayectoria y la orientaciéon « del sistema cartesiano local asociado al punto y que
rota con velocidad angular w. Pero estos tres grados de libertad no son independientes. La fase «
es la misma que la del movimiento orbital. Pensad por ejemplo, que el triedro local sea el triedro
de Frenet-Serret. Finalmente, como el movimiento es circular de radio constante, solamente nos
queda un soélo grado de libertad, por ejemplo, la coordenada x. Para el observador del centro
de masa, la particula (y la antiparticula) es equivalente a un oscilador armoénico unidimensional
de pulsacion w = mc?/S y amplitud Ry, pero en su estado fundamental. El Principio atémico

189
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requiere que como oscilador armoénico no puede tener estados excitados.

Como la energia del estado fundamental del oscilador armoénico unidimensional es fuw/2,
si la identificamos con la energfa de la particula en este referencial +mc?, esto implica que el
parametro clasico S tiene que tomar necesariamente el valor S = /2. Todos los sistemas La-
grangianos que posean el mismo espacio cinematico corresponden al ser cuantizados tinicamente
a particulas (y antiparticulas) de espin 1/2. Y esto es independiente del tipo de Lagrangiana
que consideremos y que esté definida en el mismo espacio cinemaético.

4.2. FEcuacion de Dirac

Las variables cinematicas de esta particula transforman bajo P de acuerdo con

t'(r) = (1) +7(v- R(u)r(r))/c* +b, (4.1)
2

F(r) = Rr() = 90) + (o Rur(n)o + a, (42)

Wiy~ R0 70+ (0 Rlpu(r)0r?/ () "y

Y1+ v R(p)u(r)/c?)
p(r) = BEPD R xp0)+ Felv, piulr), p(7) (4.4)
1L—pp(r) + Ge(v, psu(r),p(r))

donde las funciones F. y G, vienen dadas en (2.128) y (2.129), respectivamente. Al cuantizar
esta particula, la funcion de onda es una funcion compleja (¢, 7, u, p) de todas las variables
cinematicas. Para el grupo de Poincaré todos los exponentes y por lo tanto todas las funciones
gauge sobre sus espacios homogéneos son nulas, por lo que las Lagrangianas se pueden escoger
estrictamente invariantes. Las representaciones proyectivas son verdaderas representaciones, por
lo que los diez generadores sobre el espacio de Hilbert, teniendo en cuenta (4.1)-(4.4) y (3.15)
vienen dados por:

0 h ih 0 h 1
h
J=rx V48, (4.6)

donde el operador S, que es el momento angular con respecto al punto 7, es el operador espin
de Dirac, que va a venir dado por el operador diferencial sobre las variables u y p

h
S—uva+ {V +pxV,+p(p-Vy)=uxU+W, (4.7)

siendo V,, y V, los operadores gradiente con respecto a w y p, como en el caso Galileano. El
operador S no es una constante del movimiento, ni siquiera para la particula libre.

Para obtener el conjunto completo de observables que conmutan, empecemos por el operador
de Casimir, u operador de Klein-Gordon

H? — 2P? = m2&, (4.8)

Los operadores H y P unicamente derivan a la funciéon de onda con respecto al tiempo t y a
la posicion 7, respectivamente. El operador de espin S deriva con respecto a la velocidad y la
orientacion, por lo que conmuta con el operador de Klein-Gordon (4.8). Podemos por lo tanto
encontrar funciones propias simultaneas de los operadores (4.8), S? y S3. Esto nos permite
buscar soluciones en variables separadas, de tal manera que la funciéon de onda la podemos
reescribir como

o(t, 7, u,p) = sz r)xi(u, p), (4.9)
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donde las 9;(t,r) describen la parte espacio-temporal y las x;(u, p) representan a la parte que
describe la estructura del espin. En consecuencia

(H? — & P? — m?c) oy(t,7) =0, (4.10)

cada una de las partes espacio-temporales satisfacen la ecuaciéon the Klein-Gordon, mientras
que las que describen la estructura interna, satisfacen

S?xi(u, p) = s(s + )i*xi(u, p), (4.11)

Ssxi(u, p) = mshyxi(u, p). (4.12)

En el Apéndice 3.5 se han encontrado soluciones de estas ultimas ecuaciones. En particular,
estamos interesados en las soluciones que describan particulas de espin 1/2. Estas soluciones
son también vectores propios de la proyeccién del operador espin sobre los ejes del cuerpo 73,
por lo que la solucion general de un espinor de espin 1/2 es un objeto de cuatro componentes.

Para particulas de espin 1/2, si tomamos como funciones propias las x(p) de S? con valor
propio 1/2, como el espin total debe ser 1/2, la parte orbital asociada al zitterbewegung Z = w x
U solo puede contribuir con arménicos esféricos de valores propios z = 0 y z = 1. Esto significa,
que desde el punto de vista cuéntico podemos encontrar hasta dos representaciones diferentes
de particulas de espin 1/2, las caracterizadas por el singlete z = 0 (;leptones?) o por el triplete
z =1 (jquarks?) en tres posibles estados de su componente z3. Si hubiéramos denominado a la
parte Z del espin como el color, podriamos tener dos clases de particulas de Dirac, las que no
tienen color (leptones) y las coloreadas (quarks). Los tres colores correspondientes a los valores
propios de Z3 son inobservables porque los estados ¥; (3.86-3.89) son vectores propios de S3 y
T3 pero no de Z3. Sin embargo, esta interpretacién de Zs como si representara el color como en
el modelo estandar no es del todo clara. Bastaria con demostrar que los modelos con z = 0 no
son consistentes, tras la segunda cuantizacion, con la cromodindmica cuantica mientras que si
lo son los modelos con z = 1. En cualquier caso, ambos modelos satisfacen la ecuacién de Dirac,
y por lo tanto describen particulas de Dirac, como vamos a ver.

Para z = 0, las funciones de espin 1/2 y;(p) son combinaciones lineales de las cuatro
funciones ®; (3.74)-(3.77) y en el caso z = 1 son combinaciones lineales de las cuatro ¥; de
(3.86)-(3.89), de tal manera que el factor que aparece en frente de los armoénicos esféricos es 1
porque como u = ¢, resulta ser una constante. El espacio de Hibert que describe la estructura
interna de una particula de Dirac es isomorfo al espacio de Hilbert cuatridimensional C*.

Si tenemos dos direcciones arbitrarias en el espacio, caracterizadas por los vectores unidad u
y v respectivamente, y Sy y Sy son las proyecciones del momento angular en esas direcciones,
Su=u-SySpy=v-8, entonces S_qy = —Su, y sus conmutadores son [Sy, Sv] = iASuxv.
En el caso del signo opuesto para las reglas de conmutacion de los operadores 7;, por ejemplo,
[Ty, Ts] = —ihT3, sugiere que los vectores unidad e; X eg = —es, y sus permutaciones ciclicas
1 — 2 — 3. Por lo tanto los vectores unidad e; ligados al cuerpo, no solamente poseen como
valores propios £1/3, sino que se comportan en el caso cuéntico como un triedro inverso. En
este caso los vectores e; no son vectores arbitrarios en el espacio, sino vectores ligados a los
ejes del cuerpo que giran y por lo tanto no son observables compatibles, de tal manera que la
medida de las componentes, por ejemplo de e;, producird una interaccién con el cuerpo que
enmascarard la medida de los otros.

Usaremos esta interpretacion de un triedro inverso asociado a las particulas mas adelante,
cuando analicemos la quiralidad en la secciéon 4.2.7. Para las antiparticulas el comportamiento
es el contrario, como un triedro directo.

Los operadores S; y T; poseen la representacion matricial obtenida anteriormente, que es

- _hifo 0
—t) a
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L0 T A0 il BT 0
T1_2<]1 0)’ T2_2(—i]l o)’ T3_2<0 —11)’ (4.14)

donde o representan las tres matrices de Pauli y I es la matriz unidad 2 x 2.

Analogamente, las representaciones matriciales de las nueve componentes de los vectores
unidad (e;);, ¢,7 = 1,2, 3 dalugar a dos conjuntos alternativos de representaciones, dependiendo
de que la contribuciéon del zitterbewegung sea z = 0 0 2z = 1. En el primer caso, tenemos:

1/0 o 1 0 o 1/ 0

mientras que en el caso z = 1 la representacion es

1/0 o 1 0 Xz 1/ 0
el__9<o_ 0)782—_9<_Z~U 0)783__9<0 _o,> (416)

Conviene observar que las diferentes componentes de los observables e; no son, en general,
observables compatibles, puesto que vienen representadas por operadores que no conmutan.

Si finalmente escribimos la funcién de onda para particulas de espin 1/2 en la siguiente
forma, para el caso z =0,

Q) (t, 7, u, ) sz (0, 0), (4.17)

resulta ser independiente de las variables u, y en el caso z = 1, mediante

@y (t, 7, u, @) Z¢, Ti(B, A\, 0, ). (4.18)

donde 8 y A representan la direccion del vector u. Por lo tanto, una vez que las funciones ®; o
VU que describen la estructura interna quedan identificadas con las cuatro funciones ortogonales
y de norma unidad (dadas en el apéndice en (4.94-4.97) y ((4.98-4.101)), respectivamente), que
son los vectores unidad de una base del espacio de Hilbert interno, C*, la funcién de onda mas
general resulta ser un objeto de cuatro componentes. Las seis componentes del espin S; y T},
juntamente con las nueve componentes (e;);, y la matriz unidad 4 x 4, completamente agotan
las 16 matrices hermiticas 4 x 4, linealmente independientes. Forman por lo tanto una base
vectorial del algebra de Dirac. De esta forma, cualquier otro observable que sea invariante por
traslacion, y que describa por lo tanto parte de la estructura interna, por ejemplo el operador
velocidad o aceleracion, velocidad angular, etc., debe ser posible expresarlo en términos de una
combinacion lineal real de las 16 matrices mencionadas. Veremos en la Sec. 4.3 que la orientacién
interna, caracteriza completamente la estructura interna del electron.

El operador velocidad en la base ¥; se calculard en funcién de sus componentes en coorde-
nadas polares esféricas

u1 =csinffcos A, ug =csinfsinA, wuz = ccospf.

Su representacion matricial en esta base es totalmente nula puesto que estos vectores son vectores
propios de S?, S3 y T3 y en estos vectores el valor esperado de los operadores de velocidad es
estrictamente cero pero con una gran dispersion.

El operador espin S = u x U + W con respecto al centro de carga, que como se ve en (3.90)
y (4.13), coincide con la representacion habitual del operador espin de Dirac.
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4.2.1. Operador de Dirac

Si consideramos la expresion del momento cinemético para las particulas libres con u = ¢
H 1
K=—r—tP— S X u,
c? c2

y tomamos la derivada temporal de esta expresion seguida del producto escalar con el vector u,
nos conduce a una expresion invariante Poincaré (Operador de Dirac):

H—P-u—é(ﬁxu)-S:O. (4.19)

Cuando el operador de Dirac actiia sobre una funcién de onda cualquiera ® (o) o ®(y), sabemos
que H y P poseen la representacion diferencial dada en (4.5) y el espin la representacion
diferencial (4.7), o la representacion matricial equivalente (4.13), pero en principio no sabemos
como representar la velocidad w y el observable (du/dt) x w. Sin embargo, sabemos que para
esta particula u y du/dt son vectores ortogonales y que juntamente con el vector w x du/dt
forman un triedro ortogonal directo, y que para el observador del centro de masa el centro de
carga describe un circulo de radio Ry = h/2mc en el plano que contiene a w y du/dt.

€q
u=coa

eg

ez

()

()

Figura 4.2: Representacién de los ejes locales y diferentes observables para la solucién (a)
H > 0 y para la (b) H < 0. Esta orientaciéon nos produce una ecuacién de Dirac en la
representacion de Pauli-Dirac.

Representacion de Pauli-Dirac

Consideremos en primer lugar el caso z = 0. Como u y du/dt son observables invariantes
por traslacién, son elementos del dlgebra de Dirac. De aqui resulta que podemos relacionar estos
tres vectores con los tres vectores que definen el triedro inverso (left-handed) que describe la
orientacion e, ez y e en su representacion (4.15). Entonces, como se muestra en la parte (a)
de la Figura 4.2 y para la particula, H > 0, tenemos que u = ae; y du/dt X u = beg, donde a
y b son numeros constantes, reales y positivos. Por lo tanto, el tercer término del operador de
Dirac es (b/c?)es - S = (b/c*)T3, v el operador (4.19) queda

b
H—aP- €] — 7T3 =0. (4.20)
&
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Si hacemos la identificacion con la antiparticula, H < 0, la parte (b) de la Figura 4.2, la
relacion de los observables anteriores es opuesta a la obtenida anteriormente, pero ahora con
los coeficientes —a y —b, respectivamente, es decir, obtenemos

b
H+aP -e1 + 72T3 = 0, (421)
C

la cual corresponde claramente al cambio H — —H en la ecuacion (4.20).
Si multiplicamos (4.21) por (4.20) obtenemos una expresion que se satisface tanto para la
particula como para la antiparticula
2 272
a b“h
H? - —P’1— 2 =0 4.22
y que es solamente una relacion algebraica entre H? y P2, independiente del espin. Si identifica-
mos esta expresion con el operador de Klein-Gordon (4.8), el cual también contiene soluciones
con H> 0y H <0, esto conduce a a = 3c y b = 2mc*/h = ¢3/ Ry y substituyendo en (4.20)
obtenemos la ecuacién de Dirac:

H—cP-a—fpmd =0, (4.23)

donde las matrices de Dirac tradicionales & y 3 son hermiticas y vienen dadas por

ﬂ=(g _OH>~T3, a:(g g>~e1. (4.24)

Habitualmente la ecuacion de Dirac se escribe de otra forma. Si en (4.23) multiplicamos todo
por la izquierda por la matriz 3, como 82 =1, se llega a

BH —cP-fa—mc* =0, ~°Py—~'P'—mec=0, WP, —mc =0,

por lo que las matrices v* de Dirac son

I 0 0 o 0 I
0_p_ — 0 0.1.2.3 _
V=8 <0 —]1)’ vT=7 (_U 0>, v =iy vy <H o> (4.25)

es decir, hemos obtenido la representaciéon de Paull—Dlrac donde 3e; juega el papel de un
vector unidad en la direccion de la velocidad. La matriz 4° es hermitica y las v* antihermiticas.

Si estos coeficientes los hubiéramos sustituido en la ecuaciéon correspondiente a la antiparti-
cula (4.21) corresponde a la representacion equivalente que se produce por el cambio f — —f
y o« — —o. Como veremos en la secciéon 4.2.7 al analizar la quiralidad, habriamos llegado a
la misma expresion de la ecuacion de Dirac que en (4.23) con las mismas matrices de (4.24)
si bubiéramos partido del modelo de antiparticula (b) pero asociando al electron los ejes e;
opuestos a los de la figura 4.2, es decir un sistema de ejes directo (right-handed).

La ecuacion de Dirac (4.23) manifiesta la relacion que existe entre el momento temporal
mecanico o energia H, que se expresa como suma de un término ligado al movimiento del
centro de masa, cP - a, o energia de traslacion, lineal en el momento lineal mecéanico, y el
término dependiente linealmente del espin, o energia de rotacion. Esta relacion es valida para la
particula libre, mientras que si el electréon interacciona con un campo electromagnético externo,
esa relacion la deben satisfacer solamente las partes mecanicas, ya que de acuerdo con el principio
atomico no es modificada su estructura mecanica, por lo quela H = H, +e¢py P = P,, +eA
totales, satisfacen

H=cp+c(P—eA)- a+pmc, (4.26)

siendo ¢ y A los potenciales escalar y vectorial externos, respectivamente.
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Al actuar sobre una funcién de onda arbitraria correspondiente a un posible estado de una
particula de Dirac, esta ecuacién aparece en el caso libre actuando sobre cada componente
espacio temporal del espinor de Dirac como

(ihy"0), — me) hi(t, ) = 0,

y en el caso de interaccién con un campo electromagnético externo y debido al principio atémico,
como

(V(ih8, — eA,(t, 7)) — me) vi(t,r) = 0.

Para el observador del centro de masa (P = 0), y en (4.23) el operador H se reduce a

I o
— 2 _ 2
H = pmc” = mec (0 —]I)’

luego los espinores ¥ que solamente tuvieran no nulas las componentes superiores ¥; y ¥ son
vectores propios de H con valor propio +mc? mientras que aquellos espinores con componentes
no nulas 13 vy 14 son vectores propios de H con valor propio —mc?

S
@ :
es
“ >‘ N Yey
e
€g
S
@u @ .
Js i \le/s
e,>' S €1
€3

Sz
S1

Figura 4.3: Orientacion de los ejes del cuerpo en la representaciéon de Pauli-Dirac, corres-
pondientes a los cuatro estados basicos ¢, de (3.86)-(3.89), respectivamente, con el vector
€5 en la direcciéon de la aceleracion y e; y —e; en la direccion de la velocidad. El sistema
de ejes local en los casos (1) y (2) es left-handed, mientras que es right-handed en (3) y
(4), por corresponder a la antiparticula.

Podemos obtener de forma anéloga la ecuaciéon de Dirac en el caso de que la parte del
zitterbewegung valga z = 1, utilizando el conjunto de matrices (4.16) en vez del conjunto
(4.15), ya que son multiplos uno del otro y lo tinico que puede cambiar es algin factor constante
en los célculos intermedios.

Los cuatro estados basicos ®;, (4.94)-(4.97) or (4.98)-(4.101), en la representacion de Pauli-
Dirac, se corresponden con los cuatro estados representados en la figura 4.3, donde los f;
son los vectores unidad del sistema de referencia del laboratorio, y los €; los vectores unidad
ligados al punto r, con el vector ez en la direccion de la aceleracion. En los estados (1) y
(2) la proyeccion del espin en el eje es, T3 es +1/2, mientras que los dos de abajo (3) y (4)
corresponden a T3 = —1/2, y ambos con las dos posibilidades de S3 = +1/2 en los ejes del
laboratorio. Conviene observar que los dos inferiores, se corresponden con los estados de la
antiparticula, en los que el sistema de ejes es right-handed.
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Representacion de Weyl de la ecuaciéon de Dirac

La posible identificacién de los observables internos con las diferentes combinaciones lineales
reales de las matrices hermiticas e; conduce a diferentes representaciones equivalentes de las
matrices de Dirac, y por lo tanto a diferentes expresiones para la ecuacién de Dirac.

u=ca
/l\w

eg

€z

S
(a)
u S
(v)

Figura 4.4: Orientaciéon de los ejes en la representacién de Weyl.

Por ejemplo, si realizamos la identificacion que se sugiere en la Figura 4.4 para la particula,

u = —aes y el observable du/dt x u = be; en términos de sendas constantes positivas a y b,
obtenemos por el mismo método las matrices hermiticas
0 I —o 0
Bw = (]I 0) ~ T, awy = < 0 a> ~ —es3, (4.27)
y asi, las matrices gama resultan ser
0 I 0 o -I 0
0 —p_ — A0 5 _

es decir, la representacion de Weyl de la ecuaciéon de Dirac. Su interés reside en el andlisis de
las interacciones débiles de los fermiones que violan la conservacién de la paridad, y se distinguen
las partes quirales de izquierda (Left) de las derechas (Right) definidas por

O e G s T (¢4

por lo que las componentes superiores del espinor son Left y las inferiores Right. Con esta
representacion los generadores de las transformaciones del grupo de Lorentz que actian sobre

los espinores son
t (o 0 1/-0 0
J_2<0 a’)’ K_2<0 0'>'

De esta forma una representacion del grupo de Lorentz sobre los espinores toma la forma

DA/20)(A 0
D(A):< 0 ( ) D(0,1/2)(A)>

por lo que las componentes superiores e inferiores transforman de manera independiente con las
dos representaciones irreducibles no equivalentes 2 x 2, de SL(2,C).
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Cuando comparamos ambas representaciones, vemos que la representacién de Weyl se ob-
tiene a partir de la de Pauli-Dirac si es que rotamos el sistema de ejes del cuerpo un valor
7/2 alrededor del eje es. De esta forma, el operador velocidad ca tiene sentido contrario a es.
Entonces, el operador de rotaciéon es el

1T

Bir/2,e9) = exo(g Fen W) = esp( 51 = 72 (1 7).

Podemos comprobar que R’y}’iD Rt = 'y{fv, donde ’y}ﬁD y ’y{fv son la matrices gama en las
representaciones de Pauli-Dirac y de Weyl, respectivamente.
Representacion supersimétrica

Es aquella en que las matrices hermiticas de Dirac se escogen como

0 —il 0 o
BS = <i]1 0 ) ~ —TQ, ag = <0_ 0) ~ e1. (4.29)

y asi las matrices y*

0 — —io 0 0 T
0 __ _ 5 _

Esté relacionada con la de Pauli-Dirac mediante la transformacién unitaria Ts'y]‘f, DT; = ng. Esta
transformacion corresponde a una rotacion de valor 7/2 alrededor del eje e, en la representacion
de Pauli-Dirac

s T 1 I I
Ts = R(r/2,e1) = eXP(ﬁ§€1 W) = eXP(ﬁ§T1) =5 <z’]I I > :
ez e, u=ca
€s
s
(a)
u S
()

Figura 4.5: Orientacién de los ejes locales en la representacién Supersimétrica.

Representacion de Majorana

Como ecuacion diferencial, la ecuacion de Dirac se escribe

(thy"0,, — me) Ys(t,r) =0,
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como un operador diferencial lineal matricial de coeficientes constantes, que actta sobre un
vector columna de cuatro componentes, que son funciones complejas de ¢ y r. Si buscamos
una representacion en la que las matrices v* tengan todas sus componentes imaginarias puras,
podemos hacer que en el sistema de ecuaciones diferenciales anterior todos los coeficientes sean
constantes reales y por lo tanto buscar soluciones en las que las cuatro funciones ; se puedan
escoger reales. Esta es la representacion de Majorana. En ella, las matrices hermiticas

(0 I (o1 0 /(01 (o3 0
BM—(—Z’]I 0> I, al_(o —01>’ 0‘2_<]1 0)’ a3_<0 —ag>’(4'31)

y asi, las matrices gama resultan ser imaginarias puras

0 _— . 0 il 1 0 —i0'1 2 il 0 3 0 —iO'3
Yv = B = <—Z]I 0 y T = —ial 0 ) v = 0 ) YMmM = _7:0_3 0 .
(4.32)

De la representaciéon de Pauli-Dirac a la representacién de Majorana podemos pasar mediante
la transformacién unitaria

1
T 1 I+iocg T—iogy_1]-1 1 1 1
M=\ “il4+oy il+0e) 2 i —i

7

mediante TM’ygDT)\} =Y
Para el observador del centro de masa en el que H = Bmc?, los espinores de la forma

i 0
U, = 2 L Uy = Zg’ . HU; = m;, i=1,2
0 (0

son estados de H > 0, mientras que los espinores linealmente independientes de los anteriores

—ith 0
Uy = 2 . Uy = _éw . HVU; = —mc0;, =34
0 (0

son estados de H < 0.

En la literatura también aparece otra representacion de Majorana en la que las matrices
gama, que siguen siendo imaginarias, se toman como:

0 o e 0 0 —o —1i0 0
0 —n_ 2 1 _ 3 2 _ 2 3 _ 1
’YM—/B (0,2 0)7 Ym < 0 i03>’ Y™m <0.2 0 >a TMm < 0 —2‘0'1>.

Como resumen, la representacion de Pauli-Dirac conduce a que la matriz hermitica 5 es pro-
porcional a la T3 = e3 - W, y las matrices hermiticas o a e;. La representacion de Weyl es la
que la matriz hermitica 8 es proporcional a la 77 = e; - W y las matrices hermiticas a a —es.
La representaciéon supersimétrica [ es proporcional a — 1> = —ey - W, las matrices hermiticas
a a ej. La representacién de Majorana es una transformacién unitaria que mezcla los estados
de particula y antiparticula a partes iguales.
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4.2.2. Transformacién gauge

Supongamos una transformacién de cambio de fase, que afecte al estado de particula, pero
no a la antiparticula, en la representaciéon de Dirac. Sobre el espinor de Dirac vendria dado por
la transformacién unitaria

Y1 e A ‘

vy | [ ey (&l 0 4 (el 0
“ Y3 || s ] G_<0 ]I>’ GU=G={¢ 1)

V3 V3

que afecta solamente a las componentes superiores. Esto en la representacion de Pauli-Dirac

Figura 4.6: Cambio de fase de la particula que corresponde a un giro o de la carga en la
direccion de su movimiento. El eje e3 y el espin S no son afectados por esta transformacion.

supone que al actuar sobre los observables basicos con esta transformacion unitaria

0 ema> B ( 0 (cosa+isina)o
RN

GelGJr = oy . = cos ae; + sin aes,
e "o 0 cosa —isina)o 0

. ,LOC _ . .
GegGT = . Qm R . 0 . (=sina+icosa)o = —sin aej+cos aes,
—ie "o 0 (—sina —icosa)o 0

GesGl =e3, GSGT =8,
GTlGT = cos a1} + sin a1y, GTgGT = —sinaT + cos o1, GT3GT =1T3.

Esta transformaciéon corresponde en la figura 4.6 al desplazamiento de una fase a de la posicion
del centro de carga de la particula. Si el cambio de fase afectase solamente a una de las com-
ponentes de los espinores bésicos, representaria este cambio de fase del correspondiente vector
bésico del conjunto de la figura 4.3.

4.2.3. Dinamica de los observables

En la representacion de Heisenberg, la derivada temporal de cualquier observable A es

dA i DA
= H A+ 5 (4.33)
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La funcion de onda depende de las variables cinematicas. Entre éstas esta el tiempo. La evo-
lucién temporal corresponde a una traslaciéon temporal generada por el Hamiltoniano H, de tal
manera que Y(t,x1,...,xn) = exp(—tHt/h)Y(0,z1,...,2,). El valor esperado en el instante ¢ de
un observable A, con el sistema en el estado ¥ (¢) es

<A(t) >=< $O|A(t) >=< (0)]e/" AeT M |(0) >,
equivalente a tomar el valor esperado de un operador diferente eHit/n Ae_th/h’, pero en el estado
inicial 1(0), independiente del tiempo, como si la carga estuviera quieta. En el instante ¢ + At

< A(t+ At) >=< p(t + At)|A[Y(t + At) >=< p(0)]e T ETAD/E g o= HUFA/R 10y >

y la diferencia
<A+ AL) > — < A(t) >= % < P(0)|[HA — AHp(0) > At,

por lo que

d<Alt)> i

— & 5= Y(0)|[H, Al[1(0) > .
De esta forma el célculo de la variacion temporal del valor esperado de un observable es equivalente
al valor esperado del observable [H, A] con respecto al estado incial ¢(0). Si el observable A, es una
funcion explicita del tiempo, entonces es facil ver que es el valor esperado del observable (4.33),
con respecto al estado incial ¢(0) del sistema.

Podemos ver que para Dirac, el punto 7 se mueve con la velocidad c. En efecto, el conmutador

[H, 7| es distinto de cero debido a que [P, zj] = —ihd;;, por lo que la velocidad de r es
w=T g = Le(P—cA) - ayr] = car
o dt R R T

incluso en interaccién. Los valores propios de las matrices «; son £1, por lo que si alguna
componente del vector velocidad es medida con precisién, solamente puede ser +c.

La representacion de Pauli-Dirac encontrada, es compatible con la aceleracion du/dt a lo
largo del vector es. En efecto, en el sistema de referencia del centro de masa el Hamiltoniano
de Dirac se reduce a H = fmc?, y para el operador velocidad u = ca, se tiene

du 1. o 2me? 0 o c?
i ﬁ[mc B,ca] = W <—z'0' 0 ) = R—O?)eg, (4.34)

donde ¢?/ Ry es el modulo constante de la aceleracion en este sistema de referencia, y donde 3es
juega el papel de vector unidad en esa direccion.
La derivada temporal del sistema cartesiano ligado al punto es

de 1 c

L el = e, (4.35)
de 1 c

7; = ﬁ[ﬁmc27 62] = —R7061, (436)
de 1

—dt?’ = ﬁ[ﬁmCQ, e3] =0, (4.37)

puesto que ez es ortogonal al plano de la trayectoria y no cambia, y donde ¢/Ry = w es la
velocidad angular del movimiento interno de la carga. Esta evolucién temporal de los observables
e; es la correcta si como hemos supuesto se trata de un triedro cartesiano inverso como se
muestra en la Figura 4.2-(a). Es por esta razon que al comienzo del capitulo hemos supuesto
que el triedro rota con la misma velocidad que la velocidad angular del movimiento del centro
de carga.
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Al mismo tipo de conclusion habriamos llegado si hubiéramos utilizado la representacion de
Weyl donde las matrices de Dirac vienen dadas en (4.27). En efecto, en esta representacion

de {

—dtl = ﬁ[ﬁwmcz, e1] =0, (4.38)
de { c

d7t2 = ﬁ[/meC2762] = R7063, (4:39)
de { c

7; = ﬁ[ﬁmez, 63] = —R7062. (4:40)

Para ser consistente con la consideracién anterior de que los vectores 3e;, juegan el papel de
vectores unidad, esto implica que el espin, para el observador del centro de masa en la repre-
sentacion de Pauli-Dirac, debe tener la orientacion de 3es. Este es el caso para las componentes
superiores, mientras que para las inferiores (que en esta representacion corresponden a estados
con H < 0) la orientacion es la opuesta. Esto significa que para las particulas el correspondiente
conjunto de ejes ligados al cuerpo forma un triedro inverso, mientras que para las antiparticu-
las, el correspondiente conjunto de ejes, forma un triedro directo. Esto pone de manifiesto una
diferencia en la quiralidad entre particulas y antiparticulas, como veremos en la seccién 4.2.7.

En general

dS i

= _CIH —

7

h[cP-a—l—ﬁmCQ,S]:chaEqu,

no es una constante del movimiento, pero para el observador del centro de masa, el operador
espin u x U + W se reduce al espin con respecto al centro de masa S que si es constante en
este referencial:

ds i 9
— = —[pmc*, S| = 0. 4.41
= = 2[pme, ) (a.41)
Unicamente la componente T3 del espin sobre los ejes del cuerpo, en la representacion de
Pauli-Dirac permance constante mientras que las otras dos componentes 71 y T> cambian debido
a la rotacién de estos ejes.

dT { c

ditl = ﬁ[ﬁmc2,T1] = R70T2, (442)
dT: i c

71;2 = ﬁ[ﬁmc2,Tg] == —RioT]_, (443)
dT: i

= Bme T =0. (4.44)

En cambio, es la componente 77 la que permanece constante en la representaciéon de Weyl

dT: i

#l:ﬁWm&m:Q (4.45)
dT: 7 c

ditZ = ﬁ[ﬁmeQ,TQ] = R70T3, (4:46)
dT: 7 c

G = plwme T = - T (4.47)

Si se analiza desde un observador arbitrario, el movimiento es una hélice y la aceleraciéon no
es de modulo constante ¢?/ Ry, y el operador espin con respecto al centro de carga S no es una
constante del movimiento, ya que quien es constante es el momento angular total J = rx P+S|
que se conserva.
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4.2.4. Conservaciéon de la probabilidad

La ecuacion de Dirac se escribe:

0® h
ih— — —u - V® — mc?4d = 0, (4.48)
ot i
donde @ es el espinor (4.17) o el espinor (4.18) un espinor o vector columna de cuatro compo-

nentes,

(t,r)
O(t,r,u,a) = ¢ZE§’T§ (4.49)
¢4(t,7‘)

una vez que las partes relativas a la dependencia de las variables u y a se han sustituido por
los cuatro espinores basicos. La velocidad w = ca es el operador velocidad de Dirac escrito en
términos de las matrices hermiticas 4 x 4 de Dirac a y 3 = 7°, es la matriz hermitica de Dirac,
relacionada con el vector unidad sobre el que se proyecta el espin. Cada una de las funciones
Yi(t,r), i =1,2,3,4, es solucién de la ecuacion de Klein-Gordon, (84, + m2c?/h?); = 0.

Si ahora tomamos la compleja conjugada y traspuesta de la expresion anterior,

0®* h

5 v * _ 2H*R —
ih 5 —I—Z,VCD u—mc“®* 3 = 0. (4.50)

donde ®* representa el espinor fila, traspuesto y complejo conjugado del (4.49). Si a la primera
ecuacion (4.48) la multiplicamos por el vector fila ®* por la izquierda y la (4.50) por el vector
columna ® por la derecha, y restamos la segunda de la primera, el término en 3 se cancela, y
se llega a

0(P*P)

ot

que llamando a ®*® = > 1f; = p(t,r) una funcion escalar y definida positiva que se inter-
preta como la densidad de probabilidad de presencia del electron y a ®*u® = j(¢,r), como la
densidad de corriente de probabilidad, la ecuaciéon de Dirac nos produce localmente la ecuacion
de continuidad

+ V(®*ud) =0,

dp .
STV d=0. (4.51)

Existe por lo tanto conservacion local de la probabilidad, en cada punto (¢,7) € R*, del espacio
tiempo. Esta ley de conservaciéon implica que la integral a ¢ constante fv pdV se conserva cua-
lesquiera que sea el volumen de integraciéon V. Si este volumen es todo el espacio tridimensional,
esa integral vale 1, como corresponde a una funcién de onda normalizada.

La densidad de corriente j = ®*u® = c1p*y%y1), que como (7°)? = I, y definiendo el espinor
conjugado como vector fila ¢ = ¥*+°, nos permite escribir la ecuacion de continuidad en forma
covariante en términos del tetravector j# = cyH) = (cp, ),

" = 0. (4.52)

Si al tetravector j#, lo multiplicamos por el valor de la carga e, obtenemos el tetravector densidad
de corriente eléctrica, que también satisface la misma ecuacién de continuidad, por lo que se
refuerza la idea de que la distribucién dada por la funciéon de onda como funcién de t y r, el
punto r representa la localizacion de la carga eléctrica del electrén.

Como el tetravector de densidad de corriente eléctrica es j* = ecipy*1), la interaccién con
un campo externo se escribe en la forma del acoplamiento minimo en términos de potenciales
que son solamente funciones de (t,7):

JgEt,r)Aut,r).
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En electrodindmica cuédntica no existe ningtin otro acoplamiento entre los campos externos y
las propiedades de la particula, lo que refuerza la idea de que, efectivamente, lo que se esté
describiendo de forma clésica, es la evolucion del centro de carga, es decir de un punto al que
se le asocia el valor de una carga eléctrica e y ningtin multipolo eléctrico o magnético.

4.2.5. Invariancia PCT

e
u
€3

€z

es

Figura 4.7: La inversion espacial del electrén en el sistema del centro de masa es equivalente
a una rotacion de valor 7 alrededor de S. El sistema local de ejes permanece left-handed,
ya que el caracter de particula (o antiparticula) no cambia.

En la Figura 4.7 representamos la inversion espacial de la descripcion del electron, conside-
rado como el luxén cuyo centro de carga se mueve alrededor de su centro de masa a la velocidad
de la luz. Bajo la inversiéon P y desde el punto de vista del observador del centro de masa cambia
de acuerdo con

P:{r— —-r,u— —u,du/dt - —du/dt,S — S, H — H,e; — —ej,e; — —e2,€3 — e3}.

En la representacion de Pauli-Dirac (Figura 4.2), vemos que esta inversion equivale a una
rotacion de valor 7 alrededor del eje es y, por lo tanto,

P = R(rm,e3) = exp(imes - S/h) = exp(inTs/h) = i,

que es una de las posibles representaciones del operator paridad vy o bien +ivyy. En la repre-
sentacion de Weyl esto corresponde a una rotacion de valor 7 alrededor del eje e; con lo que
tomamos P = i7y. Esto resulta de la compatibilidad con la conjugacion de carga, segtin Racah.!

La inversion espacial no afecta al caracter left o right-handed del sistema de referencia local
de vectores unidad e;, ya que transforma particula en particula y antiparticula en antiparticula.
Podemos comprobar que con la transformacién unitaria P = i,

PHP' =mc®PBPt =H, PSPT=8, PeP'=—e, PeP'=—e; PesP=es.

En la Figura 4.8 representamos la inversion temporal, también para el observador del centro
de masa,

T:{r ->r,u— —u,du/dt — du/dt,S — S, H - —H,e; — —ej,e3 — €3,e3 — €3},

pero este movimiento corresponde a una particula con H < 0, tal que la orientacién relativa
entre el espin, velocidad y posicion, dados por la ecuacion (2.165), esté conforme al movimiento

'G. Racah, Nuovo Cimento 14, 322 (1937).
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€s
e
1 ey
ﬁea u u
ez ez
T
—_—
S S

Figura 4.8: La inversiéon temporal del electron produce una particula cuyo momento tem-
poral H es negativo.

descrito en esta figura. El sistema local de ejes es left-handed. El operador de inversién temporal
viene dado por? y puede también tomarse como una rotacién de valor 7 alrededor del eje e,

T = R(m,e2) = exp(imes - S/h) = exp(inTs/h) = <(]% _O]I> , T l=T1t.

THT' =mc®TpT = —H, TST' =8, TeiT'=—e1, TesTT =€y, TesTT = —es.

La transformacion PT viene dada por la matriz

rr=(1 o). r=(4 3):
y al actuar sobre las matrices v* producen
PP 1 =~0 pyipl— yi 7O 1= 0 paipl— i
(PTIWH(PT) ™ = =,
ya que las cuatro matrices v transforman como las componentes de un tetravector
(PT)z*(PT)™' = —a#, (PT)O"(PT)™' = —o",

Es por esto que la ecuacién de la particula de Dirac libre es invariante bajo el grupo completo
de Poincaré, incluyendo inversiones.

Una particula de Dirac es un sistema mecénico cuyos atributos intrinsecos son la masa m > 0
y el espin /2. Vemos que también el signo de H es invariante Poincaré y por lo tanto es otra
propiedad intrinseca lo que establece dos clases diferentes de sistemas de la misma masa y espin.
Al sistema con H > 0 se le da habitualmente el nombre de particula mientras que se reserva
el nombre de antiparticula para el de H < 0. El valor de la masa no lo fija la teoria, hay que
introducirlo a mano. Para caracterizar su interaccién con un campo electromagnético externo,
tenemos que introducir a mano otra propiedad intrinseca, la carga eléctrica e, localizada en
el punto r. Esto implica que ademés de las propiedades mecéanicas m y S el sistema posee
propiedades electromagnéticas como la carga eléctrica e, que debido a su movimiento a la
velocidad de la luz y a su separacién con respecto al centro de masa produce un momento
dipolar eléctrico d y un momento dipolar magnético p, respectivamente. La carga eléctrica

2B. Thaller, The Dirac equation, Springer, Berlin (1992), p 75.
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puede tener ambos signos, positiva o negativa.

S S S S S S
m m m m m m
p H|_|[H T H|_|-H o H| _|-H
e e e —e e —e
% p % —u 7 —u
d —d d d d —d
y la transformacion global PCT nos da
S S
m m
PCT Hiy_ | H#
e e
% %
d d

La transformacion PCT, transforma la particula en su antiparticula, invirtiendo incluso el
sistema local de ejes y reciprocamente, manteniendo invariantes los atributos mecanicos m y
S y los atributos electromagnéticos p y d. La invariancia PCT de este sistema establece una
relacion entre el signo de H y el signo de la carga e, a pesar de que la indeterminacion en el signo
de la carga de la particula, persiste. El producto eH es invariante PCT. La ecuacion de Dirac
es invariante PCT puesto que esta transformacion aplica soluciones con H > 0 en soluciones
con H < 0y reciprocamente, puesto que esta ecuacién contiene la descripcion de ambos tipos

de particulas elementales.
S S
% %
» +e ‘
—e

a) b)

Figura 4.9: Atributos electromagnéticos p y d para (a) una particula de carga negativa y su
transformada PCT, (b), la antiparticula de carga positiva y la orientacién relativa con su
espin, analizado todo por el observador del centro de masa. El momento dipolar eléctrico
de la particula oscila hacia la derecha mientras que lo hace hacia la izquierda para la
antiparticula.

Esto implica que la particula y la antiparticula, en el sistema de referencia del centro de
masa, poseen un momento dipolar magnético y un momento dipolar eléctrico oscilante, en un
plano ortogonal al espin. Una vez fijada la direccién del espin, el momento magnético de ambas
posee la misma orientacién relativa con respecto al espin, bien paralelo a antiparalelo, de acuerdo
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con cual haya sido la elecciéon del signo de la carga de la particula. El momento dipolar eléctrico
oscila hacia la izquierda para las particulas y hacia la derecha para las antiparticulas lo que
muestra una diferencia entre ambas que recibe el nombre de quiralidad. Si como habitualmente
consideramos que el electron es la particula, es de carga negativa, la transformacion PCT
transforma la particula (a) de la figura 4.9 en el sistema (b). Si lo que denominamos particula
es de carga positiva, entonces el espin y el momento magnético son opuestos entre si, tanto para
la particula como para antiparticula.

Sin embargo, no tenemos constancia de que se hayan realizado medidas experimentales
para encontrar la orientaciéon relativa entre el espin y el momento magnético para electrones
y positrones libres, (y tampoco para muones) a pesar de que se han realizado medidas muy
precisas para determinar el valor absoluto de g, la relaciéon giromagnética.

4.2.6. Dos experimentos plausibles

Un experimento plausible indirecto ? ha sido propuesto para medir la orientaciéon relativa
entre el espin y el momento magnético de los electrones externos en atomos alcalinos como el
Rb o Cs.

Los atomos de Rb®" tienen un electrén en el nivel 5s. Su ntcleo tiene espin 3/2 y como el
resto de las capas electronicas estan completas, el estado fundamental del 4tomo tiene un espin
total 1, por lo que el electréon externo se coloca con su espin en direccién contraria al espin
del nucleo. EI momento magnético del &tomo es bésicamente el del electron externo, ya que las
capas internas estdn completas y el momento magnético del nicleo es mucho méas pequeno, del
orden de m./87m, con respecto al del electrén, siendo m. y m, las masas del electron y del
proton, respectivamente.

Atomos de rubidio Rb®" muy frios, en un campo magnético externo se orientaran de tal
manera que sus momentos magnéticos apunten en la direcciéon del campo. Si ahora lanzamos en
la direccion del campo un haz de fotones polarizados circularmente de suficiente energia ~ 6.8
GHz para producir la transicién hiperfina que nos da vuelta al espin del electrén mas externo,
colocando al 4tomo en el estado excitado hiperfino, y por lo tanto con espin total 2, inicamente
aquellos fotones cuyo espin tenga sentido contrario al de este electrén seran capaces de hacer la
transicién, y podran ser absorbidos. Fotones con su espin en la direccién del espin del electrén
externo no lo producirdn. Por lo tanto, midiendo la orientacién del espin de los fotones de la
luz polarizada circular que produce la transiciéon hiperfina, sabremos que el espin del electréon
externo tiene la orientacién contraria, y como su momento magnético tiene la orientacion del
campo, obtenemos la orientacion relativa entre espin y momento magnético. Ahora la tarea seria
también medir la orientacién relativa para los positrones, para confirmar esta prediccion.

Existe una indefinicion en el signo de la carga de la materia, que esta también presente en el
formalismo de Dirac. Sin embargo la prediccion que se hace es consistente con los estados ligados
formados por una particula y su antiparticula. Como ejemplo, consideremos el positronio (un
sistema ligado inestable electron-positron). Antes de aniquilarse posee un estado fundamental
de espin 0 y momento magnético 0. Esto significa que los espines de ambos electrén y positron
son opuestos y lo mismo sucede para sus momentos magnéticos. Por lo tanto, para el electron y
el positron debe existir la misma orientacién relativa entre su espin y su momento magnético.
Otro ejemplo, el pion neutro 7°, es una combinacién lineal de los estados ligados quark-
antiquark ui, dd y a veces también se incluye el par s5. Es un sistema ligado que en su estado
fundamental es de espin 0 y momento magnético 0. Como cada uno de los quarks anteriores
poseen masas y cargas distintas poseen diferentes momentos magnéticos, la posibilidad de que
su combinacién lineal dé un espin 0 y momento magnético 0, es que para cada uno de los

3M.Rivas, Are the electron spin and magnetic moment parallel or antiparallel vectors?, LANL Ar-
Xiv:physics/0112057.
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pares valgan cero, por lo que cada quark y su correspondiente antiquark deben tener la misma
orientacién relativa entre el espin y su momento magnético.

Otro experimento que se propone es medir la direccion de precesion del espin de los e™ y
e~ o bien de los 4™ and p~ en un anillo de almacenamiento. Si cada par e* y e~ o bien u™
y p~ tienen la misma orientacion relativa entre el espin y el momento magnético, entonces el
momento que las fuerzas externas hacen sobre ellos por parte de un campo magnético es el
mismo

Sin embargo, si inyectamos estas particulas con un acelerador de tal manera que las particulas
y las antiparticulas tengan el espin en la misma direccién, por ejemplo hacia arriba, como las
dos clases de particulas poseen carga contraria, hay que invertir el sentido del campo magnético
del anillo, por lo que precesaran en sentido contrario. Si fuera posible detectar esta direccion de
precesion, confirmaria esta predicciéon, pero al mismo tiempo nos daria la orientacion relativa
entre el espin y el momento magnético.

4.2.7. Quiralidad

El modelo clasico que satisface la ecuacion de Dirac cuando se cuantiza, da lugar a dos
posibles sistemas con H > 0y H < 0. Al sistema cuyo H > 0 se le suele denominar la particula.
Ambos sistemas son de energia positiva E = |H|. Para la particula el movimiento interno del
centro de carga tiene lugar en un plano ortogonal al espin en sentido hacia la izquierda cuando
se fija la direccion del espin en el sentido positivo. Para la antiparticula, el movimiento es hacia
la derecha, para la misma orientacién del espin. Para las particulas, el sistema local orientable
de vectores unidad e; se comporta como un triedro inverso, que rota con velocidad angular en
la direccién opuesta a la del espin. Para las antiparticulas resulta ser un triedro directo que rota
en el sentido del espin.

€2

€3

€y

Figura 4.10: Orientacion relativa de los ejes del cuerpo para la antiparticula que dan lugar
a la representaciéon de Pauli-Dirac. Los ejes se comportan como un sistema de ejes directo
que rotan alrededor de la direccién del espin.

Si hubiéramos comenzado nuestro andlisis considerando en primer lugar el ejemplo de la
antiparticula, entonces a la hora de obtener la misma representaciéon de Pauli-Dirac como en
el caso anterior, habriamos tenido que considerar que los ejes del cuerpo son los de la figura
4.10, es decir, en la direccién opuesta a los que escogimos anteriormente, y esto nos lleva por
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los mismos argumentos que las matrices v* deben reemplazarse por las —v*, de manera que
el Hamiltoniano, en el sistema de referencia del centro de masa, se reduce a —Bmc?. De esta
forma, el movimiento de los ejes del cuerpo es, en vez de (4.35-4.37), el dado por

d61 7

T e er] = wes (4.33)
de {
d—; = ﬁ[—ﬁmcz, es] = wey, (4.54)
de {
CT; = ﬁ[—ﬁ’mCQ, es] =0, (4.55)

con w = ¢/ Ry, lo cual corresponde claramente a un triedro directo que rota con una velocidad
angular w, en la direccion del espin.

La materia es de izquierdas y la antimateria es de derechas, por lo que respecta al movimiento
y al comportamiento de los ejes del cuerpo. Materia y antimateria muestran una diferente
quiralidad.

A pesar de que el movimiento del centro de carga tiene lugar en una region del orden de
la longitud de onda Compton, es posible que esta separacion sea fisicamente inobservable, este
movimiento corresponde sin embargo a la oscilacion de un dipolo eléctrico instantaneo, que
oscila con una frecuencia muy alta. El sentido del movimiento de este dipolo, una vez que la
direccién del espin ha sido fijada, revela la diferencia entre particula y antiparticula.

Finalmente, si comparamos el operador espin y el vector e3 vemos que

S_EO’O e_10’0
“2\l0 o) 73\0 -0/

de tal forma que las dos componentes superiores del espinor de Dirac corresponden a solucio-
nes de valor positivo de H y por lo tanto estan relacionadas con S ~ es, mientras que las
componentes inferiores corresponden al valor negativo de H, y para estas componentes estos
operadores se comportan como S ~ —es, lo cual brinda una relacién vectorial como la que se
representa en las figuras 4.2 y 4.10, respectivamente.

4.3. Algebra de Dirac

Las tres componentes espaciales del espin S;, las tres componentes del espin en los ejes del
cuerpo T} y las nueve componentes de los ejes del cuerpo (e;);, 4,7 = 1,2, 3, cuyas representa-
ciones matriciales vienen dadas en el caso z = 0 por (4.15) o en (4.16) en el caso z = 1, son
15 matrices hermiticas de traza nula, que juntamente con la matriz unidad 4 x 4, I, forman un
conjunto de 16 matrices hermiticas, linealmente independientes. Son por lo tanto una base del
algebra de Dirac como espacio vectorial, y satisfacen las siguientes reglas de conmutacion:

[Si, S;] = ihe;ji Sk, (T3, T;] = —ihejp T, [Si, Tj] = 0, (4.56)
[Si, (€j)k] = iheirr(€5)r,  [T3, (ej)k] = —iheijr(er)k, (4.57)
y los vectores reescalados 3e;, en el caso z = 0,

43
[(3ei)k, (3e;)i] = 7 (0ij€rtrSr — Op€ijrTy), (4.58)

mostrando que los operadores e; transforman como vectores bajo rotaciones pero no son ob-
servables que conmuten. En el caso z = 1, los vectores reescalados —9e;, satisfacen las mismas
relaciones (4.58).
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Si fijamos el par de indices i, y 7, entonces el conjunto de cuatro operadores, por ejemplo,
S?.S;, T; y (ej); forman un conjunto completo de 4 matrices hermiticas que conmutan. En
efecto, las funciones ®;, i = 1,...,4, dadas anteriormente (3.74)-(3.77), son funciones propias
simultaneas de S2, S3, T3 y (e3)s con valores propios s = 1/2, y para s3, t3, y es3 los siguientes
valores:

Oy = [1/2,1/2,1/3 >, Oy = |—1/2,1/2,-1/3 >, (4.59)
O3 = |1/2,—1/2,—-1/3 >,  ®y=|—1/2,-1/2,1/3> . (4.60)

Anélogamente, los espinores ¥, de (3.86)-(3.89)

Uy = 11/2,1/2,-1/9 >, Uy = |—1/2,1/2,1/9 >, (4.61)
Uy = |1/2,-1/2,1/9 >, Uy=|-1/2,-1/2,-1/9 > . (4.62)
Estos observables bésicos satisfacen las siguientes reglas de anticonmutacion:
h2
h2
2 2
{(ei)j, (ek)l} = § 5ik6jl]1 + §€ik7«6ﬂs(e7«)s. (466)

Si definimos ahora las matrices adimensionales y normalizadas:

aij = 3(8¢)j, (() aij = —9(ei)j), S; — %SZ, ti = %TZ, (4.67)
juntamente con la matriz unidad 4 x 4, I, forman un conjunto de 16 matrices I'y, A\=1,...,16
que son hermiticas, unitarias, linealmente independientes y de determinante unidad. Son la base
ortonormal del algebra de Dirac como algebra de Clifford.

El conjunto de 64 matrices unitarias de determinante +1, £I"y, £y, A =1,...,16 forman
un subgrupo finito de SU(4). Su ley de composicion se puede obtener de:

aijar = 00l + i0ik€jir Sr — 10j1€iky tr + €ikr€jils rs, (4.68)
aij Sk, = 1€k Qi + Ok Ly, (4.69)
aijty = —i€p ay + Ok Sj, (4.70)
Siaje = Q€ aj + Oitj, (4.71)

sisj = i€k Sk + 04l (4.72)
sit; = tjsi= aj, (4.73)
tiajr, = —i€  ay + 0ij Sk, (4.74)
tit; = —ieyuts+ 0y, (4.75)

y anélogamente podemos usar estas expresiones para obtener las reglas de conmutacién y de
anticonmutacion (4.56-4.66).

El algebra de Dirac es generada habitualmente por las cuatro matrices gama de Dirac y*,
©=0,1,2,3 que satisfacen las reglas de anticonmutacion:

{7} = 20", (4.76)

donde n*¥ es el tensor métrico de Minkowski.
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Analogamente, el algebra de Dirac puede ser generada por los cuatro observables siguientes,
por ejemplo: Sy, Sz, 11 y Ts. En efecto por (4.72) y (4.75) obtenemos los I, S3 y T3 respectiva-
mente y mediante (4.73), los restantes elementos.

Clasicamente, la orientacién interna de un electrén es caracterizada por el conocimiento de
las componentes de los ejes del cuerpo (e;);, i, = 1,2,3, que en conjunto constituyen una
matriz ortogonal. Para caracterizar completamente y de forma tnica una matriz ortogonal a
partir de sus componentes, necesitamos conocer al menos cuatro de ellas. En la versién cuantica
el conocimiento de cuatro de las matrices (e;); y haciendo uso algebraico de (4.68)-(4.75),
nos permite recuperar los restantes elementos del algebra de Dirac. Es en este sentido que la
orientacién interna del electrén completamente caracteriza su estructura interna. El algebra
de Dirac que contiene a los observables del electrén que son invariantes por traslacién, y es
generada por las cuatro matrices v*, puede ser también generada algebraicamente a partir de
cuatro de los operadores que describen su orientacion.

4.4. Simetrias espacio-temporales adicionales

Las variables cineméticas de esta particula clésica de Dirac se reducen al tiempo ¢, posicién
T, velocidad u y orientacion «, con la condicién de que la velocidad es siempre u = ¢, o bien 1
en unidades naturales. Si la particula tiene masa m # 0 y espin s # 0, podemos definir también
una unidad natural de longitud s/mc y una unidad natural de tiempo s/mc?. La unidad natural
de longitud es el radio del zitterbewegung, o movimiento circular del centro de carga de la figura
4.1, y la unidad natural de tiempo es el tiempo empleado por la carga durante una vuelta, y
para el observador del centro de masa. Esto implica que para particulas con masa y espin,
todas sus variables cinematicas y sus derivadas temporales se pueden tomar adimensionales.
El formalismo es por lo tanto invariante bajo aquellas dilataciones espacio-temporales que no
modifiquen la velocidad de la luz.

Resulta de esto que, aunque hemos comenzado con el grupo de Poincaré como el grupo
bésico de simetrias espacio-temporales, estas particulas con masa y espin poseen un grupo de
simetrias més amplio. Al menos contiene también dilataciones espacio-temporales con generador
D. La accién de esta transformacion sobre las variables cinematicas es

La nueva constante del movimiento Noetheriana toma la forma
D=tH —r-P. (4.77)

Sea R(B) una rotacion arbitraria que cambia los ejes coordenados del observador inercial.
La acciéon de esta rotacion arbitraria R(3) sobre las variables cinematicas es

y por esta razén los generadores J de las rotaciones involucran a operadores diferenciales que
derivan con respecto a todas estas variables cinematicas, excluido el tiempo.

La orientacion de la particula, representada por las variables «, o de forma equivalente por
la matriz ortogonal de rotacién R(a), se interpreta como la orientacion de un sistema hipotético
de tres ejes unidad cartesianos e;, ¢ = 1, 2, 3, localizados en el punto r. No poseen realidad fisica,
pero la eleccién de este sistema cartesiano ligado al punto es completamente arbitraria, como
hemos visto en el anélisis clasico, de tal manera que el formalismo debe ser independiente de
sus valores reales. Esto significa que, ademéas del anterior grupo de rotaciones que modifica los
ejes del observador inercial, debe existir otro grupo de rotaciones locales SO(3),, de elementos
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R(7), que modifica a las variables de orientacion e, pero sin modificar al resto de las variables
r y u, es decir, una rotacién local del sistema de ejes del cuerpo:

t=t, =7 u=u, R()=RH®)Ra), (4.78)

Los generadores de este nuevo grupo de rotaciones, que afecta solamente a las variables de
orientacion, serdn la proyecciéon de los operadores de momento angular W proyectados sobre
los ejes de la particula. Es claro que estas dos operaciones de rotacién de los ejes del observador
y de los ejes de la particula, conmutan entre si. Estas ultimas rotaciones las podemos interpretar
como rotaciones activas de los ejes de la particula. A partir del teorema de Noether, los nuevos

observables conservados seran:
T, =W e, (4.79)

donde e; son los tres vectores unidad ortogonales que definen los ejes de la particula.

Si R(a) es la matriz ortogonal de rotacion que describe la orientacion de la particula, si
la consideramos por columnas, estas columnas describen las componentes de los tres vectores
unidad ortogonales e;, i = 1,2,3. Las Ecuaciones (4.78) corresponden a la transformacion
e, = R(y)e; de los ejes de la particula.

Los operadores W;, representan a las componentes de los operadores de momento angular
asociados al cambio de orientacién de la particula, y proyectados en los ejes del observador
inercial correspondiente. Las magnitudes conservadas (4.79), son las componentes de los opera-
dores de momento angular proyectados sobre los ejes de la particula T; = e; - W. Al cuantizar
el sistema, vendran dados por los operadores diferenciales (4.91)-(4.93) del apéndice de este
capitulo, y satisfacen

T =W?, [T, T)] = ieijpTh,
(T3, K] = [Ti, J;] = [T;, H] = [T3, D] = [T}, Pj] = 0.

Hemos visto que los operadores autoadjuntos T; generan otro grupo SU(2) que es la repre-
sentacion del grupo de rotaciones locales SO(3)r, que modifica solamente a las variables de
orientacién, conmuta con el grupo de rotaciones generado por los Jj, y con la totalidad del
grupo de Poincaré ampliado, incluidas las dilataciones espacio-temporales.

4.4.1. Analisis del grupo de simetrias ampliado

Sean H, P, K y J los generadores del grupo de Poincaré P. Con la identificacién habitual de
p* = (H/e, P) como los operadores que definen el tetramomento y w* = (P-J,HJ /c— K x P)
como el operador tetravector de Pauli-Lubanski los dos operadores de Casimir del grupo de
Poincaré son
Ci =pupt, Cy=—w,w".

Estos operadores de Casimir, si los medimos en el sistema de referencia del centro de masa
donde P = K = 0, y en unidades naturales ¢ = 1, A = 1, se reducen respectivamente en
una representacion irreducible a C; = m? y Cy = H?J? = m?s(s + 1). Los dos parametros m
y 8, que caracterizan a cada representacion irreducible del grupo de Poincaré, representan las
propiedades intrinsecas de una particula elemental relativista.

Consideremos las dilataciones espacio-temporales de generador D. La accién de esta trans-
formacién sobre las variables cinemaéticas es

/ / / /
t:e)‘t, r:eAr, U =u, o =Oo.

Denotemos esta ampliacion del grupo de Poincaré por W, a veces denominado grupo de Weyl.
En la representacion cudntica, este nuevo generador, cuando actta sobre la funcién de onda,
toma la forma:

D =itd/dt +ir - V. (4.80)
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y satisface
[D,p"] = —ipt, [D,JH"]=0.

Este grupo ampliado solamente posee un operador de Casimir 4, el cual, para particulas con
masa, con lo que el operador C7 # 0 es invertible, se reduce a

C=CCr =C1Cy = Cy/C1 = s(s +1).

En el sistema de referencia del centro de masa, este operador se reduce a C = S?, el cuadrado
del operador espin.

Al admitir también como simetria las dilataciones espacio-temporales vemos que la masa
deja de ser una propiedad intrinseca. Es tinicamente el espin la propiedad intrinseca de una
particula elemental. En efecto, puesto que el radio del movimiento interno es R = s/mec, un
cambio de las escalas de longitud y tiempo corresponde a un cambio de masa, permaneciendo
sy ¢ constantes. Pero esta transformacion de una particula elemental de espin 1/2 modifica su
estructura, su radio interno y su masa y se transforma en un estado de masa diferente pero del
mismo espin.

La estructura del operador diferencial J = r x P + Z + W, donde la parte del espin es
S = Z + W posee por valor propio s = 1/2 en el modelo analizado. Esto implica que el
valor propio del operador W? corresponde a w = 1/2 mientras que para la parte Z2 se reduce
solamente a las dos posibilidades z =00 z = 1.

Ademés del grupo W vamos a considerar la representacion del grupo de rotaciones locales
generadas por los T; con valores propios w = t = 1/2. Tenemos por lo tanto un grupo de
transformaciones espacio-temporales mas amplio que el grupo de Weyl, con una estructura
adicional SU(2) al ser cuantizado.

Los generadores T; conmutan con todos los generadores del grupo de Weyl W, y este nuevo
grupo de simetria lo podemos escribir como & = W ® SU(2)r.

Este nuevo grupo posee solamente dos operadores de casimir S? y T2 con valores propios
1/2. Esto es lo que justifica que nuestra funcion de onda sea un objeto de cuatro componentes.
Al escoger el conjunto completo de observables que conmutan, tomamos los operadores T? = S2,
el operador S3 y el T3 que pueden tomar los valores +1/2 y, por ejemplo el operador p*p,, y
los operadores p*. De esta manera, podemos separar en la funcién de onda las variables de
orientacion y velocidad de las variables espacio-tiempo,

wtrua Z¢z qua)

donde los cuatro espinores x;(v,a) se pueden clasificar de acuerdo con los valores propios
|ss, t3 >. Las funciones ¢;(t,r) se pueden escoger como vectores propios del operador de Klein-
Gordon

p“pu¢i(t, T) = m?qﬁi(t, T)'

Como este operador p,p" no conmuta con el observable D, el valor propio de la masa m; no
es una propiedad intrinseca, y el correspondiente valor depende del estado particular ¢; que se
considere.

Para la clasificacion de los espinores x;(u, @) podemos considerar también la parte de los
operadores de momento angular Z. Como [Z2, S?] = [Z2,T?] = [Z?,p"] = 0, podemos tomar
Z? como un observable que conmuta. Solamente puede tomar valores propios enteros al actuar
sobre funciones de las variables de velocidad. Es debido a que en términos de estas variables
tiene la estructura de un momento angular orbital. Como el espin total S = Z + W y el valor
propio de S? es 1/2, los posibles valores propios de Z2 son solamente z = 0 6 z = 1. Ver el

4L. Abellanas and L. Martinez Alonso 1975 J. Math. Phys. 16 1580
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apéndice al final del capitulo para una clasificacion posible de las y;(u, ), de acuerdo con z = 0
y que da lugar a las funciones propias (3.74-3.77), y las funciones propias correspondientes a
z =1, dadas en (4.94-4.97). En este caso, las funciones propias no pueden ser simultaneamente
vectores propios de Z3. Sin embargo, el valor esperado de Z3 en la base correspondiente a z = 0,
®,, es 0, mientras que su valor esperado en la base correspondiente a z = 1, ¥;, es de +2/3.

4.4.2. Ampliacién del espacio cineméatico

Una vez que el grupo cinemético ha sido ampliado incluyendo como simetrias adicionales
las dilataciones espacio-temporales, tenemos una nueva variable cinemdtica adimensional aso-
ciada a este nuevo subgrupo uniparamétrico. De esta forma el espacio cinematico, como espacio
homogéneo del nuevo grupo, puede ser ampliado. En efecto, si tomamos la derivada temporal
de la constante del movimiento (4.77), obtenemos:

H=P-u.

Si lo comparamos con la ecuacion (4.19), vemos que falta un término. Esto implica, que desde el
) )

punto de vista clasico necesitamos una nueva variable cinemética adimensional 3, que transforme

bajo estas transformaciones, y que contribuya al nuevo observable D. El espacio cinematico

ampliado transforma ahora:

t=eM, r=é¢r, u=u o=a [ =\+0

Desde el punto de vista de la teoria de grupos, esta nueva variable adimensional corresponde
con sus dimensiones y dominio lo mismo que el pardmetro normal del nuevo subgrupo, cuyo
generador es D.

Desde el punto de vista Lagrangiano, la nueva Lagrangiana dependera también de § y de
B, con una estructura general de la forma

L=iT+# R+ -U+w- W + 3B,

siendo ahora B = 0L/Jf. La constante del movimiento Noetheriana asociada a la invariancia
de las ecuaciones dindmicas bajo las dilataciones espacio-temporales nos lleva a que

D=tH —r-P— B,

y el nuevo generador en la versién cuantica aparece como:

0
D =itd/ot +ir -V +i—.
itd/0t +ir - V + 186
De esta forma, el ultimo término de (4.19) esta relacionado con la derivada temporal del altimo
término de la ecuacion de Dirac:
dB 1 d
“C_—g. <u % u> '

dt c? dt

Este nuevo observable B, con dimensiones de accién, posee una derivada temporal positiva
para las particulas y una derivada temporal negativa para las antiparticulas. Este signo esta
claramente ligado con el signo de H. Para el observador del centro de masa P = 0, H = +mc? =
dB/dt, que da por solucién B(t) = B(0) & mc*t. En unidades de h este observable representa
la mitad de la fase del movimiento interno de la carga alrededor del centro de masa

B(t) = B(0) + %m.
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Una particula de Dirac necesita dar dos vueltas para que su fase B(t), en unidades de f,
incremente en 27.

Debido a que las rotaciones locales generadas por los T; conmutan con todo el grupo W, las
variables cineméticas anteriores también siguen generando un espacio homogéneo del grupo total
W ® SU(2)r, vy, por lo tanto, también representan las variables cineméticas de una particula
elemental cuyo grupo de simetrias espacio-temporales sea este nuevo grupo ampliado.

4.4.3. Relacion con el modelo estandar

Hemos analizado el grupo de simetrias espacio-temporales de un modelo clasico de particula
elemental que satisface la ecuacién de Dirac cuando se cuantiza. La materia descrita por este
modelo (estados con H > 0), es de izquierdas mientras que es de derechas para la antimateria
(estados con H < 0). El concepto de derechas e izquierdas, se refiere al movimiento del centro
de carga una vez que la direccién del espin ha quedado fijada. Para la materia el movimiento
de la carga es en sentido contrario a las agujas del reloj cuando miramos en la direccién del
espin. Esté contenido en un plano ortogonal a la direccién del espin, con el convenio habitual
de signos para formas lineales y multivectores del dlgebra geométrica. El movimiento tiene la
direcciéon de las agujas del reloj para la antimateria.

El grupo de simetrias de la Lagrangiana de esta particula es el S = W ® SO(3)r y es
W ® SU(2)r en su descripcion cuantica. Es méas amplio que el grupo de Poincaré que es con el
que comenzamos el andlisis cinematico. En la versién cuéntica, ademés del grupo de Poincaré
contiene un nuevo grupo U(1), el cual es la representacion unitaria del grupo de dilataciones
espacio-temporales. Ademés contiene un grupo SU(2)r que es la representacion unitaria del
grupo de rotaciones locales del sistema cartesiano ligado al punto. El grupo total posee dos
operadores de Casimir: S2, el operador de Casimir de W y T? el operador de Casimir de
SU(2)7, que toman ambos los valores propios s = t = 1/2 para la particula de Dirac que
acabamos de considerar.

Algunas de estas caracteristicas poseen ciertas similitudes con el modelo estandar de parti-
culas elementales, por lo que respecta a aspectos cinematicos. Si, por ejemplo, interpretamos los
generadores de las rotaciones locales T; como si describiesen el isospin y que las componentes
del momento angular Z, relacionadas con la parte zitterbewegung del espin, como si describie-
sen color, entonces una particula elemental de Dirac, descrita por este formalismo es un objeto
masivo de espin 1/2, isospin 1/2, y de masa y carga arbitraria. Admite como estados de espin
los s3 = +1/2 y también para el isospin t3 = +1/2. Existen dos representaciones irreducibles
no equivalentes correspondientes a la parte zitterbewegung del espin z. Puede ser una particula
sin color z = 0 (lepton?) o una particula con color z =1 en uno cualquiera de los tres posibles
estados de color z3 = 1,0, —1, (quark?), pero no admite valores mayores para el valor propio
z. Los estados basicos pueden ser vectores propios de Z? pero no de Zs, de tal manera que
el correspondiente color no es simultdneamente observable con los demés atributos del espin,
y resulta por lo tanto inobservable. No existen posibilidades de transicién entre particulas con
color y sin color, debido a la ortogonalidad de las correspondientes representaciones irreducibles.

Como los valores propios de Z3 son inobservables, podemos rotar entre sus tres estados
manteniendo el mismo valor del color z = 1. Estas rotaciones se reducen a una representaciéon de
un nuevo grupo interno, el grupo unitario S U(3) que transforma entre si los tres vectores propios
de Z3 los vectores Y/ de (4.102) entre ellos y que no modifica el valor z = 1 de los espinores ¥;.
Sin embargo, esta relacion entre este nuevo grupo unitario SU(3), el cual no es propiamente un
grupo de transformaciones espacio-temporales sino un grupo de transformaciones entre estados
z =1,y el grupo de simetrias W ® SU(2)1 no es simplemente un producto directo y su analisis
lo vamos a dejar para una futura investigacion.

Este formalismo es puramente cinemético. No hemos hecho mencién de ningiin tipo particu-
lar de interaccion, electromagnética, débil o fuerte, entre las diferentes clases de particulas. De
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esta forma, la comparacién estricta con el modelo estandard, a pesar de que nos han aparecido
como grupos adicionales U(1), SU(2)r y SU(3), puede parecer un poco artificial.

4.5. Una Lagrangiana de interaccién de dos particulas de Dirac

Una particula elemental puede ser aniquilada por la interaccién con su antiparticula. Pero si
no es destruida por esta interacciéon, hemos hecho la hipotesis de que no puede ser modificada,
que su estructura no puede cambiar. Como sus propiedades intrinsecas son el espin S y su
proyeccién en los ejes del cuerpo T, estas dos propiedades no pueden ser alteradas por ninguna
interaccién con algin campo externo o con otra particula.

Consideremos un sistema compuesto por dos particulas elementales con espin y con el mismo
espacio cinematico 5. Vamos a usar el subindice a = 1,2 para distinguir a las variables cinemati-
cas que se refieren a cada particula. El espacio cinematico del sistema es el producto cartesiano
de ambos espacios para cada particula y formado por las variables (¢4, Ta, Ua, Qa, Ba),a = 1, 2.
La Lagrangiana del sistema compuesto se podra escribir como

L=Li+Ls+ Ly

donde las L,, a = 1,2, son las Lagrangianas libres de cada particula y Ly es la Lagrangiana de la
interaccion entre ellas, que estamos buscando. Ambas L, son invariantes bajo el grupo ampliado
S =W® SO(3)r y lo que pretendemos es buscar una Lagrangiana de interaccion L; que sea
también invariante bajo S. La estructura general de cada una de las Lagrangianas L, asociadas
a cada particula, como solamente dependen de las correspondientes variables cinematicas, es

za:TaLia—FRa"’."a“‘Ua'ua+Wa'wa+BaBa

donde T, = OLq/0tq, Ry = OLy/q, Uy = OLa/te, W, = 0Lo/0w, ¥ By = 0L4/dPa,
debido a la homogeneidad de cada L, en términos de las derivadas 7 de las correspondientes
variables cinemdticas. El espin y la proyeccién del espin sobre los ejes del cuerpo para cada
particula, son

So=us xU, +W,, Ty =eq W,

donde eq;, ¢ = 1,2, 3 son los tres vectores ortogonales con origen en cada punto rq.

La Lagrangiana de interacciéon entre estas dos particulas Ly, serd en general una funcién
de todas las variables cinemaéticas de ambas particulas y de sus derivadas 7, y homogénea de
grado uno en estas ultimas. Pero si ambas propiedades intrinsecas de las dos particulas S,
y Ty, no son modificadas por la interaccion, la Lagrangiana no puede ser una funcién de las
derivadas 7 de aquellas variables cineméticas que den lugar a estas propiedades, es decir, no
puede ser funcion de las variables @, y wq, a = 1,2. En caso contrario, las funciones U, y W,
contendrian términos provinientes de la L y serian diferentes que en el caso libre. Las funciones
U,y W, que dan lugar a la definicion del espin, se tienen que obtener solamente a partir de
las correspondientes Lagrangianas libres, L. N

Entonces, por lo que respecta a la dependencia de la Lagrangiana L; de las derivadas con
respecto a 7 de las variables cinematicas, dependera solamente de f4, 74 v Ba, a =1,2. Ademés
de esto, serd funcién de las variables cineméticas tq, Tq, Us y B4, pero no de las o, debido
a la invariancia bajo el grupo de rotaciones locales SO(3)r. La invariancia bajo dilataciones
espacio-temporales implica que la Lagrangiana debe ser funcion de la diferencia de fase 81 — fa,
y de 51 - Bz, pero como esas fases son completamente arbitrarias debe ser independiente de
estas fases.

SM. Rivas, An interaction Lagrangian for two spin 1/2 elementary Dirac particles, J. Phys. A: Math. and
Theor. 40, 2541 (2007).
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Debido a la ligadura u, = 7,/f,, la Lagrangiana de la interaccion sera finalmente una

funcién
L;= Ll(taaraaia’fa)a
y funcién homogénea de grado uno de las derivadas fq, 74, a = 1, 2.

Si escribimos, como es habitual, el tetravector Minkowskiano zf = (ctq,7,), la invariancia
bajo traslaciones implica que la Lagrangiana debe ser funcién de x4 — 2. Los dos siguientes
términos 1, Y4y v nu (o) —25) (4 — 2¥), donde 1, es el tensor métrico de Minkowski, son in-
variantes Poincaré. Si consideramos que el parametro de evolucion 7 no tiene dimensiones, estos
términos poseen dimensiones de longitud al cuadrado. Por lo tanto su cociente es adimensional
e invariante bajo dilataciones espacio-temporales. La otra condicién es que la Lagrangiana sea
homogénea de primer grado en las derivadas 7 de las variables cinemaéticas. La raiz cuadrada
de lo anterior cumple este requisito. Si ambas particulas son idénticas, y por lo tanto indis-
tinguibles, nos queda una simetria discreta: la Lagrangiana de interaccién debe ser invariante
bajo el intercambio 1 <+ 2 entre las etiquetas de ambas particulas. Llegamos, por lo tanto a la
Lagrangiana invariante bajo el grupo total S

N Y _y ity — 71 - o
N (2 — 24) (x5 — x) (rg —11)% — 2(tg — t1)?

EIZQ

donde g es una constante de acoplamiento con dimensiones de accion.

Otras Lagrangianas alternativas que cumplen estos requisitos, pueden también construirse.
Por ejemplo, L = g(41 — d2)*(x1 — 22),/(z1 — 22)?, pero es una derivada total con respecto
a 7 de la funcion log(z; — x2)%. Otra puede ser L = g(@1 + d2)H(z1 — 22),/ (21 — 22)?, sin
dimensiones y lineal en las derivadas de las variables cinematicas, pero cambia de signo bajo el
intercambio 1 <+ 2, y por lo tanto todos los observables de la interaccién, como la energia de
interaccion, cambian de signo, lo cual no tiene sentido fisico para dos particulas idénticas.

Otra posibilidad seria

7 U“yi‘!fi‘g . 02751752 - ’I"l : ’I"Q
Li=g o — 97 : Y R ;
N (T — ) (25 — 27) (o —71)(ro — 1) — 2(ty — t2)(t2 — t1)

que cumple tanto las condiciones de homogeneidad como de invariancia de escala. En una
descripcion sincrona queda
02 — Ul - U2
g
(w1 — u2) - (11— qqqr2)

La interaccion entre dos particulas de Dirac no es tunica. Sabemos que entre los leptones
y los quarks hay interacciones de corto alcance, como la débil y la fuerte y otra que es tanto
de corto como de largo alcance que es la interacciéon electromagnética. La Lagrangiana que se
propone, tiene la ventaja de que describe una interaccién que es invariante bajo cambios de
escala, y por lo tanto puede describir una interaccién tanto de corto como de largo alcance,
y que, ademds posee un comportamiento Coulombiano, cuando se suprimen los espines de
las particulas, como veremos en la siguiente seccién. De esta forma, suministra una especie
de generalizacién como accién a distancia, de una interaccién electromagnética a distancias
arbitrarias y a corta distancia el equivalente a la interacciéon débil. La novedad es que ha sido
obtenida suponiendo un grupo de simetrias méas amplio que el grupo de Poincaré.

L =

4.5.1. Descripcidén sincrona

Una vez que un cierto observador inercial queda fijado, consideremos que éste realiza una
descripcion sincrona, es decir, que usa como parametro de evolucién su tiempo t, que resulta ser
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el mismo que los dos tiempos t; y to de las dos particulas. En este caso, t = t; = to, {; = t5 = 1,

y por lo tanto
[c2 —uy - us 2 —up - uy
L;= = 4.81

donde r = |r1—r2| es la separacion instanténea entre las dos cargas en este sistema de referencia,
y Ug = drg/dt la velocidad de la carga a.

Un promedio sobre la posicién y velocidad de la carga, en el centro de masa de la particula 1
implica que < r1 >= q; y < u1 >= 0, de tal manera que la interaccién se reduce a la interacciéon
Coulombiana instantanea entre el centro de masa de la primera particula y el centro de carga de
la otra. Un nuevo promedio sobre la otra corresponde finalmente a la interaccién Coulombiana
instantdnea de dos particulas puntuales sin espin, puesto que al eliminar el zitterbewegung
estamos suprimiendo la estructura del espin.

Esto esta sugiriendo que, en el sistema internacional de unidades, la constante de acopla-
miento gc = +e?/4mey en términos de las cargas eléctricas de cada particula y donde el signo
+ depende de si las cargas son de signos opuestos o del mismo signo. Si la constante de acopla-
miento la escribimos como g = ah, resulta que la constante adimensional «, es precisamente la
constante de estructura fina

62

“= 4dmeghc’

De esta forma la interaccion es independiente de las masas de las particulas y en la descripcion

sincrona toma la forma
V2 —ug - ug

r

L[:Oéh

Una primera conclusiéon de esta descripcién sincrona es que para que haya interaccién tiene
que ser siempre u; # Uz, pues en caso contrario no existiria interaccion. Un sistema de dos
electrones en reposo con espines paralelos y moviéndose al unisono u; = ws, no interaccionan
independientemente de la distancia a que estén separados sus centros de carga 7.

El formalismo podria ser invariante Poincaré y la interaccién invariante bajo el grupo am-

pliado S.

4.6. Apéndice: El grupo S =W SU2)r®U(1)q

Bajo traslaciones infinitesimales de tiempo y espacio de pardametros §7 y &b, respectivamente,
las variables cinemaéticas transforman:

t'=t+or, r'=r+0b, v =u, o =a f=8

de tal manera que los generadores autoadjuntos de las traslaciones son

o= igt, P=-iv, [HP]=0.

Bajo una dilatacion infinitesimal de parametro normal 6], transforman como:
t'=t+to\, r=r+ri)\, vV =v, & =a, B =+

por lo que el generador adopta la forma (A = 1)

D:it;—i—z’r-Vﬂ—i;ﬁ:tH—r-P—B, [D,H] = —iH, [D,P;]=—iP;.

Para describir la orientacién podemos representar cada elemento del grupo de rotaciones por
el trivector &« = an, donde « es el dngulo a girar y n es el vector unidad a lo largo del eje de
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rotacion. Esta es la parametrizacion normal o canonica. Alternativamente, podemos representar
cada rotacion por el trivector p = tan(a/2)n. En este caso, cada matriz de rotaciéon toma la
forma

1

La ventaja de esta parametrizacién es que la composiciéon de dos rotaciones es especialmente
simple. R(p') = R(p)R(p) toma la forma

(1 = p*)6ij + 2pipj + 2€injpr) -

) _Btptpxp
I—p-p
Bajo una rotacion infinitesimal de parametro dpu = da/2, o en términos del parametro normal,
las variables cineméticas transforman como

5t = 0, 68=0

ory = —2€,mj0 g,
ouij = —2€3,uio L,
dpi = (Oik + pipk + €rapr) O ik,

de manera que la variaciéon de las variables cinematicas por unidad de parametro normal de
rotacién day, es

ot = 0, 6B =0,

Orik = —€ijkTy,
Ouk = —€ijkly,
1
Opir = 5 ik + pipk + €mapl],

y asi los generadores autoadjuntos Ji, son, utilizando unidades naturales h =1y c =1,
J , 0 w 0 n 1 0 . 0 n 0
= i€ kT — + i€ pUj=— + — | =— i— + €ripi=— | -
k ijkTj 87‘1' igkUj aul 2% 3pk PkPi 8Pi iklPL 8Pi

Pueden ser separados en tres partes, de acuerdo a los diferentes operadores diferenciales invo-
lucrados, que derivan con respecto a las tres clases de variables cinematicas 7, w y p, respecti-
vamente:

J=L+Z+W,

Ly = i€ijprj—
) J 8701 Y

0 1 0 0 0
T =it~y Wi = — ([~ + prpie— + cmpr—— ) . 4.82
k= ekt - F= <8pk + prp o, + €ikipr ap) (4.82)

Todos ellos satisfacen las reglas de conmutaciéon del momento angular y conmutan entre si:
(Lj, L) =iejmLly, [Z5, 2] = i€y, [W;, Wi = i€,
[L,Z] =[L,W|=[Z,W]=0.
y por lo tanto
s, Jk) = iejudy, [J,H|=1[J,D] =0, [Jj,Py|=riejuP.
La variable de orientacion anterior p, bajo un boost general de velocidad v, transforma como

p/: p+F(U7u7p)
1+ G(v,u,p)’
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donde

F('v,u,p):%(uxv%—v(u-p)%—(uxp)xv),
Gloup) = 1 (ot v (wxp)), () = (L= 0%) 2

Finalmente, bajo un boost infinitesimal de pardmetro dv, v(v) = 1, las variables cineméticas
transforman como:

0t = r-dv

or = tév

ou = v —u(u-iv)

dp = —[plu-év)+p((uxp) dv)—uxdv—dv(u-p)—
(u x p) x 6v] /2,

s = 0,

por lo que la variacién de estas variables por unidad de pardmetro infinitesimal de velocidad
dvj, es

oty = 1
57’@' = téij
(51)@' = (52 — uiuj
1
opij = 3 [pjui + pi€jriuppr — €ikjur — 0ijUurp) ,
og; = 0,

de tal manera que los generadores de los boosts K; adoptan la forma

K, = ir-g—i-iti—i-i i—uui +
T ]at 8Tj 8uj J Z@ui

1 " 0 n " 0 " 0 " 0
i P € — o EipilUp—— — il
% Py Zapi Pi€ikIUEPL dp; ikj k@pi kPk Bp;
Anélogamente, los generadores K; se pueden descomponer en tres partes, de acuerdo con los
operadores diferenciales involucrados y los vamos a representar con las mismas letras mayusculas
que en el caso de los operadores de la descomposiciéon de J pero con una tilde superpuesta:

L 0 o = 0 0

W, = —1 U —a + U 0 + U 0 U 0
- s e N U — — .
iT Y Py zap Pi€jkIUKPL dp; jki kap' kpkapj

% %
Satisfacen las reglas de conmutacion:

(L, L) = —iejuls, [, 2] = —iejuy, |L,Z]=[L,W]=0,

y también
[Kj,Kk] = _ifjlil'

Podemos verificar que

Z=uxZ, W=uxW.
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Si definimos el operador espin con respecto al centro de carga en la forma habitual S =
Z + W y la parte del momento cinematico S = Z + W = u x S, satisfacen

1S}, Skl = €S, [Sj, Skl = i€juSi,  [Sj, Skl = —iejuSi,

donde en esta tltima expresion hemos utilizado la ligadura de que u? = 1. Generan el algebra
de Lie de un grupo de Lorentz que conmuta con las traslaciones espacio-temporales, [S,pH] =
[S ’p,u] =0.

Con respecto a la parte SU(2)r, calculemos sus generadores. Este grupo, con un elemento
infinitesimal de parametros dv actua sobre las variables cinemaéticas de la forma:

ot=0, 68=0, or;=0, Ou; =0, 5pi = (5z‘k + pipr + Giklpl) ovg,

En la parametrizacién p del grupo de rotaciones, los vectores unidad de los ejes del cuerpo e;,
1 =1,2,3 poseen por componentes:

(ei); = R(p)ji,

de manera que los operadores T, = ey, - W de proyeccion de la parte rotacional del espin W en
los ejes del cuerpo, vienen dados por

1 0 0 0
T, = — | =— — — Gkl | - 4.83
B= o < B + prpi By ke 8pi) (4.83)
Difieren de los Wy, de (4.82) por el cambio de p por —p, seguido de un cambio global de signo.
Satisfacen las reglas de conmutacion:

[Ty, Ty,] = —i€jnTl. (4.84)

el signo menos del lado derecho de (4.84) corresponde a la diferencia entre la interpretacion activa
y pasiva de las transformaciones. Una rotacion de los ejes del laboratorio (rotacion pasiva) posee
por generadores los J, que satisfacen [J;, J;] = i€k J;. Los T; corresponden a los generadores
de las rotaciones del sistema de referencia ligado a la particula(rotacion activa), asi que de esta
forma, los generadores —7T; poseeran reglas de conmutacion pasivas [—T;, =T} = i€;p(—17).
En la parametrizacion normal de las rotaciones a¢ = an, si describimos el vector unidad n a
lo largo del eje de rotaciéon por los dngulos habituales, polar y acimutal 6 y ¢, respectivamente,
de tal manera que n = (sinf cos ¢, sin @ sin ¢, cosf), los anteriores generadores W; toman la

forma
1 . 0 cos 6 cos ¢ . 0
Wy = % [QSmH cosqﬁ% + (tan(a/Q) —sm¢> 20
sin ¢ cosf cosp\ O
<tan(a/2) s | sind > 8@5} ’ (485)
1 . i 0 cos @ sin ¢ 0
Wy, = % [2sm«9 squ% + (tan(oz/Q) +cos¢> 20
cosf sin ¢ cos ¢ 0
( sinf  tan(a/2) sin@) &Z)} ’ (4.86)
1 0 sinf 0 0
Ws=3 [2 80 5 tan(a/2) 90 aA : (4.87)
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0* 1 d
2 _ <
we= [8042 * tan(a/2) 8a+

1 372_’_ cos@ﬁ_{_ 1 (972
4sin?(a/2) | 06?  sinf 00  sin200¢% ||’

ip 0 0
We = Wi+ Wy — e [ 0 cos 0 .0 cosB O

2 2s1n08—a * tan(a/2) 90 +Z%  sinf 9¢

i 8]
tan((«/2))sin€ 9¢ |’

e~ 0 cos@ 0 0 cosf 0

24

W_ =W —iWy = [2511104— j— =7 = _

da ' tan(a/2) 90 90  sinf 9o

i 0
tan(a/2) sin 6 &b} ’

y los generadores pasivos T; toman la forma

T = ?Z [2sin0 cosgzﬁ((?a + <m +sind>) 880 —
sin ¢ cosf cosgp\ O
(tan(a/Q) sinf  sinf ) (%] ’
T = 72 [2sin9 singbaaa + (W —cos¢> (;99 —
cos f sin ¢ cos ¢ 0
(_ sinf  tan(a/2) sin9> 8@%)} ’

) 0 sinf 0 0
Ts= 2 [Qcoseaa  tan(a/2) 90 8(;5] '
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(4.88)

(4.89)

(4.90)

(4.91)

(4.92)

(4.93)

Los T; estan relacionados ahora con los W, por el cambio a por —a (sin cambio global de

signo).

Con respecto a la parte U(1)g, de generador (), que conmuta con todos los demés, la acciéon

de un elemento infinitesimal dx de este grupo sobre las variables cinematicas es:
ot=0, 08=90x, ori=0, du;=0, dp; =0,

por lo que el generador en la representacion cuantica de este grupo es el

.0
Q:—Z%

Como conmuta con todos los demés, podemos sacar de la funcion de onda la parte dependiente

de esta variable '
Qf(B)=af(B), [f(B)~ e’

con lo que la funcién de onda general es
w(t7 T‘? u7 a? 6) = eZqIB\P(t7 r? u? a)?

donde la variable 3 aparece dentro de una fase general.
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Los vectores propios normalizados de W2 = T2, W3 y T3 para w = t = 1/2, si los escribimos
en la forma |ws, t3 >, (que podemos verificar son también vectores propios de Z2 con z = 0) se
escriben como |0; s3,t3 >

d; = |1/2,-1/2 >=iv2sin(a/2)sinhe’?, (4.94)
Dy = | —1/2,-1/2 >= v/2(cos(a/2) — icosfsin(a/2)) (4.95)
3 = [1/2,1/2 >= —V2(cos(ar/2) + i cos O sin(a/2)), (4.96)
by = |—1/2,1/2 >= —iv/2sin(a/2)sinfe . (4.97)

Los operadores de subida y bajada WL y los correspondientes 7., los transforman entre si.
Los {®1, P2} estan ligados por Wy, y andlogamente los {®3, ®4}, mientras que los conjuntos
{®1,P3} y {P2, P4} estan ligados cada uno de ellos por los T'x. Por ejemplo

W_®, =&y, W_0y=0, W_d3=dy,
T & =33, T -O3=0, T_Oy=,.

Forman un conjunto ortonormal con respecto a la medida normalizada e invariante, definida

sobre SU(2)
dg(a,0,¢) = ism (a/2) sin @ do df dop,

a € [0, 27], 9 €[0,x], ¢ €]0,2n].

/ dg(c,60,6) = 1.
SU(2)

La funcién de onda 1) se puede separar en la forma

Y(t,r,u, ) Z@ r)xi(u, )

donde las cuatro x; se pueden clasificar de acuerdo con los valores propios |ws, t3 >. Las funciones
¢i(t,r) se pueden escoger como vectores propios del operador de Klein-Gordon

pupﬂﬁﬁi(ta T) = m?@-(t, 7‘).

Las funciones x(u, &) se pueden a su vez separar en variables ya que el espin total S con s = 1/2,
es la suma de las dos partes S = Z + W, con [Z, W] = 0, de tal manera que si la parte W
contribuye con w = 1/2 entonces la parte Z contribuye con z = 0 o bien z = 1. La contribucion
con z = 0 corresponde a las funciones y;(a) independientes de las variables de velocidad y el
conjunto ortonormal son los anteriores ®;, i = 1,2,3,4, de (4.94)-(4.97) que pueden rescribirse
en la forma |z;s3,t3 >, con z = 0.

Como Z = —iu x V,, para la parte z = 1 los vectores propios de Z2? y Z3 son los armoénicos
esféricos Y (B, ), i = —1,0, 1. Las variables 3 y ) representan la direcciéon del vector velocidad
u. Como [Z;, W;] = 0, podemos separar de nuevo las variables en las funciones x(u, a). En este
caso las x(u, ) = > (8, M) \i(a, 0, ). Lo cuatro vectores ortonormales, vectores propios de
Ss, Z? con z = 1y Ty, |1;53,t3 >, son ahora

U o= [151/2,1/2 5= \1[ (yp(ﬁ, N1~ VAV (5. N)B2) (4.98)
Uy = |1;-1/2,1/2 >= 7 ( Ny + V2V (B A)(I)l), (4.99)
Uy = |1;1/2,-1/2 >= 7( A)®s — V2VH(B,\)D ) (4.100)
Uy = |1,-1/2,-1/2 >= ﬁ (—Yf’(ﬂ,A)% + \/§Y1_1(5,)\)<I>3> . (4.101)
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Los ®; son los mismos que en (4.94-4.97) y los armoénicos esféricos Y (8, A) son

Y= —\/g sin(f)e™, Y = \/E cos(B), Y= \/g sin(B)e™ . (4.102)

Los operadores Z; vienen dados por

Zl—zsm)\aaﬂ—k cosg Cos)\;))\, Zy = zcos/\%—i- cosg sm)\;\,
0
43 = —i—.
)Y

y los operadores de subida y bajada Z+ son

0 .cosfB 0
E=PY I e
sx=e <i65+ sin 3 8>\>’

de tal manera que
Z*Yll =2 Y10» ZfY10 =2 Yfl-

Los cuatro espinores ¥; son ortonormales con respecto a la medida invariante
1
dg(a,0,0;8,\) = —sm 2(a/2) sin @ sin B dov df dop dSd A

acl0,2rx], B,0€0,x], A¢el02n].

Como anteriormente, los operadores de subida y bajada St = Z1 4+ W4 y los correspondientes
T, transforman las U; entre si. En particular {¥;, ¥s} estan ligados por S, y andlogamente
{3, Uy} mientras que el conjunto {¥y, U3} y {Ws, U4} se relacionan separadamente mediante
Ty. Esta es la razén por la que el espinor més general en esta representaciéon posee cuatro
componentes.

En la base con z = 0, los ®; de (4.94-4.97), los operadores de espin y los vectores bésicos
del cuerpo, toman la forma

S—1<U 0>—Z+W, pero Z =0.
2 o

1/0 I 1/0 —il 1/1 0
T1_2(]I o>’ T2_2<i]l 0>’ T3_2(0 —11)’
e—l 0 o e—l 0 —io e—l o 0
=3\ 0) 273\iec 0 )0 73\0 -/

en términos de las matrices de Pauli o y de la matriz unidad 2 x 2, L.
En la base con z = 1 los ¥; vienen dados en (4.98-4.101), los operadores S; y T; toman la
misma forma matricial que en el caso anterior, mientras que los vectores e; aparecen

6_;100' e_;10—i0' e_;10'0
=9 \e 0) 279 \ic 0 ) "9 \0 -0/

En todos los casos, las 6 matrices Hermiticas de traza nula S;, T}, junto con las nueve matrices
Hermiticas de traza nula e;; y la matriz unidad 4 X 4, son linealmente independientes y por lo
tanto forman una base completa y Hermitica del dlgebra de Dirac, de manera que cualquier otro
observable que sea invariante por traslacion, se expresara como una combinacion lineal real de
estas 16 matrices Hermiticas. Hemos hecho uso de este hecho para obtener la ecuacion de Dirac
en este modelo.
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Ambas representaciones son ortogonales entre si, < ®;|¥; >= 0, y producen dos represen-
taciones irreducibles diferentes, de donde podemos deducir que describen dos tipos distintos de
particulas del mismo espin 1/2. jSera que una de las representaciones corresponde a la descrip-
cion de hadrones, es decir quarks, y la otra lo que describe son los leptones? Esto estd sin probar
ya que aunque se ha avanzado alguna sugerencia en este sentido en la secciéon 4.4.3, no queda
claro que una de las clases de particulas tenga color y la otra no.

La representaciéon matricial de los operadores Z; y W; en la base ¥; vienen dados por

20 0 -1/ 0
Z = — W =—
a pesar de que los vectores ¥; no son vectores propios de Z3 y W3. En la base ®;, la representacion
de los Z; son las matrices nulas por lo que en este caso S = W. Vemos que Z es un multiplo
positivo y mayor que S y por lo tanto tiene su misma direcciéon, mientras que W tiene sentido

contrario, como corresponde a la representacién pictorica del modelo de la portada.
En ambos casos z =0y z =1, se tiene que

Tier + Thes +T3e3 = eTh + exTr + e313 = W,

lo que pone de manifiesto que los operadores T; son las componentes del momento angular
rotativo W, en los correspondientes ejes del cuerpo e;.



Capitulo 5

Estructura electromagnética del
electron

5.1. Estructura del electrén con espin

Consideremos que un electrén clasico viene descrito por el modelo relativista en el que el
centro de carga se mueve en circulos, a la velocidad de la luz, alrededor del centro de masa, y
en el sistema de referencia del centro de masa.

Una de las primeras preguntas que uno se plantea es: ;Cudl es el campo electromagnético
producido por esta particula? Como el centro de carga estd acelerado, desde el punto de vista
clasico el sistema deberia radiar. Sin embargo, desde el punto de vista mecanico el sistema es
estable y conserva tanto la energia como sus momentos lineal y angular. La radiacién se debera
producir cuando el centro de masa se acelere, es decir, cuando la particula deje de ser libre.

Existen soluciones no radiativas de las ecuaciones de Maxwell asociadas a puntos cargados
que se mueven a la velocidad de la luz. Una posibilidad es considerar soluciones derivadas a
partir de los potenciales de Liénard-Wiechert en la forma (A, + A", 1/2, donde AL, y A", "son
los potenciales retardados y avanzados, respectivamente. Pero incluso aunque el campo eléctrico
fuese (Eret + Eqdy)/2, no es ni estatico ni siquiera de comportamiento Coulombiano. No parece
reproducir lo que habitualmente consideramos que es el campo asociado a un electrén puntual
en reposo. Sin embargo, el modelo de particula puntual es solamente una aproximaciéon a una
descripcién de una particula elemental sin espin, ya que no parecen existir este tipo de particulas
elementales.

Vamos a calcular el campo electromagnético instantaneo del modelo de particula con espin
y considerar a continuacién una solucién estatica: el promedio temporal del campo retardado
durante una vuelta completa de la carga. La sorpresa va a ser su comportamiento Coulombiano
en cualquier direccién, cosa que no ocurre con el promedio temporal del campo avanzado.

5.1.1. Formulacion covariante

Podemos dar una formulacién covariante tanto de los potenciales de Lienard-Wiechert como
de los campos y que ademas sea independiente del parametro de evolucion. Si llamamos z#(7) =
(ctp(T),7p(T)), a las variables cinemdaticas que describen el centro de carga de la particula, sea
x#* = (ct,x) el instante y el punto de observacion y llamamos R* = x# — z#(7), la expresion
covariante de los potenciales de Lienard-Wiechert que genera la carga en ese punto, se escribe

A”(:L"):E () . _ ¢ 73/1‘ , e= q , A”“Egi{l"@} ,
c(x—2z(1))2,(1) cRVZ, 47reg ¢cR(1—n-p0)
siendo 7 el valor del parametro arbitrario de evolucion en el instante retardado, 8 = u,(7)/c,
R = |R| y n = R/R. Los potenciales en ese punto no son independientes pues A, R" =e/cy

225
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resulta que RYR, = 0 en el instante retardado. Si derivamos esta expresién con respecto a x*,
sabiendo que 7(x) es funciéon del punto de observacion z, y usamos la notacién mas compacta
(a-b) = a"b,

o . 0T _or _ Ry, {1, —n}
OulB-R)=0= Ry = (R-2)5 0 =5 = ®-9) - (—n Bk,

De esta forma, suprimiendo el factor global e/c,

y substituyendo el 7, nos queda

A= Gl ib H(RHR, 2
R (R (R2) (R-2)?

Si subimos el indice v

e R 43" _ZH(R-é)R”+z'M(2-,z')R”
" (R-2)2  (R-2)2 (R-2)3 (R-2)3

y contrayendo j con v, es facil ver que el primer término se cancela con el tercero y el segundo con

el cuarto, por lo que A,"* = 0 y los potenciales verifican la condicién de Lorenz.
El campo, sin el factor global e/c, aparece como

2R, — 2R, 5,R, — iR,

Fuy = App — Apy = W((i'i)—(R'é))+ (R-2) (5.1)
Esta expresion del campo electromagnético también puede ponerse como
1 d (ZR,— %R
F, = — (R ). 2
# (R~z)dr< (R-2) ) (5:2)

Tanto los potenciales como los campos son funciones homogéneas de grado cero de las derivadas
con respecto a 7 de las variables cineméticas de la particula que crea el campo, por lo que el
resultado es independiente del tipo de parametro de evoluciéon 7 utilizado para la descripcién
de la evolucién de las fuentes del campo.

Identidades de Jacobi

El campo de una carga puntual (5.1) satisface las identidades de Jacobi
RoF + RyFya+ R Fyy =0, Va,p,v.

Cona=0,pu=1yv=7,sellegaa

R;Fio — R, F; 1
Ej:—l jORO J ZO, B:ETLXE,

pues Fio9 = —B,, Fiop = —E,/c.
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Tiempo de la particula

Si usamos como pardmetro el tiempo de la particula, 7 = ?,, en el instante retardado,
entonces como R* = (R, R), tenemos

= (c,u(ty), 2 =(0,a(ty), (R-2)=cR1-n-B), (¢%)=c(1-p%), (R3)=-Ra.

Como E;/c = Fy;, y Ry = R, el primer término de (5.1) da lugar al campo de velocidad, que
queda
1 q —u; R+ cR;

E; =
c ' dmegcAR3(1—n - B)

~A(1- 6%, Ez=— s (n - ).

Los términos de aceleracion de (5.1) dan lugar, respectivamente, a

—uR+cR a
AR3(1—-n-pB)3 (B-a), " A2R(1—mn - B)2

y produce finalmente en el Sistema Internacional de unidades el campo de aceleracién

e 4 [(n-Pna)  a L g nx(m-pxa) o
" Admey |2R(1-mn-B)2  EAR(1—-mn-B)? dreg ?R(1—n-B)3 '
Tiempo del observador
Si usamos como pardametro de evolucién el tiempo 7 = t del observador en el instante

retardado t,, entonces

2 2
= c%% M = Cdtpdrp
dt’ dt )’ a2’ dt2 )’
Pero de R = ¢(t — t;), derivando esta expresion con respecto a t, resulta

dy | 1dR &Pt 1&R
dt cdt’ dt2 ¢ dt?

Por otra parte, si derivamos con respecto a t, (R- R) = R? — R? = 0, se tiene:

ordE o B _ o\ piE_p AR _,
dt dt

y de R =r — r,, derivando con respecto a t,

AR __dr, dr, PR
dt  dt’  dt? a2’

y por lo tanto
dR dR d’R d’R
o R s — o 220 2R T e e e sk I
Rf= (R R), 2 (C dt’ dt)’ ® < dt? dt2>
La parte

dR dR
> = Re,

pues el término entre paréntesis es idénticamente nulo.

oo (1o YR _(dR\T_ () 2dRY (dR\® (dR)®
- c dt at ) c dt dt dt



228 CAPITULO 5. ESTRUCTURA ELECTROMAGNETICA DEL ELECTRON

. d2R PR . 2dR\ 1d> , o, 2dR

ya que el ltimo término R? — R? = 0. Como

dry , dt dR; dR
iRy — 20Ri = —— "R+ - — | i,
s T A at - “at dt (C dt)
Pry &Pt &R; &R
SR — SR =~ VR4 lep - gl Tl
T A a2z T are a2 a2

con lo que el campo queda:

1 e 1 dR dR 2dR e 1 d’R d’R
“E=° RE i (-8 R) 2 (1-220) 4+ € RE - R
¢ T AR < a (C dt> > ( c dt) TR < a2 dt )

es decir

TR e dt \R3 2dt2 \R) 4mweyg |R? ¢ dt \R2 2 dt? |’ '
la expresion del campo debida a Heaviside-Feynman.
Para el campo magnético obtenemos
1 o e [1 dn 1 dQn]

B-- il an
cn>< A7 Rnxdt+ X dt?

El teorema de Gauss

Que todas las componentes del campo son relevantes lo vemos si calculamos el flujo saliente
en cualquier instante del campo eléctrico sobre una esfera de radio R alrededor de la carga.
Todos los puntos de esta superficie poseen, en el instante ¢, al mismo punto retardado donde
esta localizada la carga. Vamos a tomar la velocidad retardada en la direccion de OZ y el vector
unidad n desde la carga al punto de observaciéon formando un éngulo 6 con la velocidad. La
parte del término de aceleracion (5.3) del campo eléctrico es perpendicular al vector n, por lo
que no produce flujo. La otra parte tiene dos términos, uno radial que va en la direcciéon de n y
otra en la direccion de 3, que al proyectar en la direccion normal a la esfera, que tiene la misma
direcciéon que el vector n desde el punto retardado, nos queda

q(1 - p?) q(1 - 5% 2
(t,r) IR0 —n- 9 (n—03), n TreoRX(1 —n B dS = R*sin 0d¢do

q(1 - B?) /’T sin 6d6 q

E. = N

7{ nds 2€0 o (1—[Bcosh)? ¢

pues con el cambio cosf = u, sinfdf = —du y la

[ o2

1 (L=pu)r B (A-pu)|, 1-p>

El resultado es independiente del valor de 3, por lo que en el caso de una particula con 8 =1,
también se cumple. Por lo tanto, en el caso de particulas de Dirac no debemos eliminar esta
parte del campo, ya que aunque el numerador se anula, también se anula n—3 y el denominador
(1—n-B) en la direccion en que n = 3, haciendo que en el limite el valor del campo no se anula
sino que se hace singular. Para el cdlculo del campo en el caso de particulas con espin, fuera del
plano del zitterbewegung, solamente contribuye el campo de aceleracién pero el de velocidad no
lo podemos anular en el plano del zitterbewegung. De no incluir este término de velocidad no
se satisfaria la ecuacion de Maxwell V - E = p/eq, es decir el teorema de Gauss.
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5.1.2. Campo de radiacién segin Dirac

Dirac! parte de la idea de que el electron(el positron) desde el punto de vista electromagné-
tico tiene un atributo puntual, la carga e localizada en un punto, z#(7), caracterizado por las
variables cinematicas de nuestro electréon con espin. Supone que el campo que crea es el campo
retardado FY. Este campo proviene de unos potenciales A* que satisfacen la condicion de Lo-
renz 0, A" = 0y la ecuacién con fuentes JA* = pigj*, en el Sistema Internacional de unidades.
De todas sus posibles soluciones escogemos la solucién retardada. Si va a radiar, es necesario
que esté sometido a algin campo externo A*(x)i, que satisface las ecuaciones 0, A" (x)i, = 0
y OA";;, = 0, sin fuentes externas en la region donde se encuentra la particula, por lo que el
campo real en el entorno de la carga es el

Fiee = Fleog + 1
superposicion del campo externo F” y del campo retardado que crea la propia particula. Dirac
plantea que de forma simétrica el campo real podria ser la superposicion de la solucién avanzada
F"'  més otro campo F'

adv’ out»

F/U/ — F/U/ + F,UV

act adv out?

que representaria la radiacién emergente desde la regiéon donde esté la carga, incluyendo la que
produzca la propia carga. La diferencia
Uy v Uy v uv
Frad *Fout _‘Fin *Fret _Fadv7

serfa un campo sin fuentes y representaria el campo radiado por el electréon. Si el electron
no estuviera solicitado por ningin campo externo, la radiaciéon deberia ser nula. Al definir
Al = Al — AP esto implica que el campo radiado por la particula satisface la condicion de
Lorenz 9, A% ; = 0y la ecuacion sin fuentes (JA,,q = 0, ya que es un campo que deja de estar
vinculado a la carga que lo produjo, a la que abandona.

De forma alternativa a lo que hace Dirac, vamos a calcular este campo, como hace Barut?,
en un punto proximo a la carga pero sobre la trayectoria de la misma z = z(7), cuyos instantes
retardado y avanzado corresponden a los instantes 75 = 7 — 0, y T4 = T + 0, respectivamente.
Vamos a usar la expresion (5.1) de los campos que la representamos como

Fu(x) = L (AR ((2-2) = (R-2)+ 2 Ru(R-2)) —{v +— u}
donde {v <— u} representa al mismo término pero con v y p intercambiados. Luego hay que

determinar
d . t d
Fd(2(r)) = lim (Ft(75) = Fi*(7a) )
Para ello vamos a desarrollar a 6rdenes més bajos los diferentes términos. Para el campo retar-
dado tenemos

R(1) = 2(7) — 2(7B) = (7)o + 2(15)0?/2 + % (1B)0> /6 4 - - -
(R ’ 2)713 = ('é ) ’é)TBU + (2 ’ 2)TBU2/2 + (Z. ’ .2.)7.30'3/6 +o= (2 ’ Z.)TBU - (z ) '2)7'30-3/6 e
(R ) ’.Z.)TB = (Z ) 'é)‘I'BO-+ (Z ) 5)7'30-2/2 + (Z ’ .2.)7.30'3/6 +--=(Z 5)7'30-2/2 + (Z ’ .2.)7.30'3/6 +y

(
ya que para la particula puntual (2-2) = c2, (2-3) =0, (£-2) + (2 2) = 0 y asf sucesivamente.
Para el campo avanzado tenemos

R(1a) = 2(1) — 2(14) = —2(14)0 + 2(14)0%/2 — Z(14)0% /6 + - - -

'P.A.M. Dirac, Classical theory of radiating electrons, Proc. Roy. Soc. A 167, 148 (1938)
2A.0. Barut, Electrodynamics and classical theory of fields and particles, Dover NY (1980).
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(R-2)ry = —(2- )0+ (3-5)7,0%)2 = (3-2)7, 0% )6+ - = —(3-2)p 0+ (3-5) 03 )6+,
(R 2)ey = (2 g0+ (2200224 (2 5)p 03640 = (52 2)1,0%/2— (22 5),0% [0+,
A orden mas bajo el campo retardado en el punto intermedio (z(7)), queda

ret _ (ZVZ —Z éV)TB + O(U)
B G0) = = 30 (1= (2. B/ - 3) a6

Para el campo avanzado tenemos a orden mas bajo

(BvZu = 2u0)rs + O(0)

adv (7)) = — :
FiY (2(7) 25(2-2)2(1— (¢-2)/(2- 2) 02/6)3

Por lo tanto el campo de radiacién sobre la particula queda

1 S T )
rad __ ¢ ret advy __ ; Ve WV )T A VAL wcv )T
Fo” = i (Fu = Fu™) = 55 oy 20 ’

es decir
1 d S o e éuzu_z}uzy
WE (202, — 2u80) = W
pues T4 — Tp = 20, y que vemos es también homogénea de grado cero en las derivadas de las
variables cinemaéticas. El resultado de Dirac es este mismo pero con un coeficiente de 2/3.
Si este campo de radiacion corresponde a un fotén emitido en ese instante, produce una
autofuerza de reaccién sobre la propia particula, esto producird una variaciéon del momento

lineal de valor ) ( )
dp* e 1 .. Z-Z
—— =eF" 3, K SH
“raa® <<z~z>z *(m)?"‘)’

rad __
F/w = (5.6)

habiendo puesto (7-%) = —(Z-z) y restituido el coeficiente constante en el Sistema Internacional
e/4mege. Esta fuerza tiene sentido contrario a la velocidad del punto, ya que el coeficiente
(£-%) <0, y la tercera derivada z tiene sentido contrario a Z sugiriendo que el fotén emitido
tiene la direccion de la velocidad. Para la particula con espin tenemos el problema de que el
tetravector 2, satisface (2 - %) = 0. Si no tuviéramos este problema, para la particula libre, si la
analizamos en el CM, el término de reaccion se anula idénticamente pues la derivada tercera de
la posicién tiene sentido contrario a la velocidad. Es necesario que el movimiento no sea libre
para que se produzca esta radiacion.

Por otra parte, como la carga se mueve con c y describe una trayectoria curvilinea, el campo
que crea en un instante cualquiera no alcanza nunca a la carga, por lo que no existiria la
autofuerza que preconiza Dirac.

5.1.3. El campo instantaneo de una particula de Dirac

El campo eléctrico retardado(o avanzado) de una carga puntual en el punto de observacion
x y en el instante ¢ viene dado por

_ o= 4
E=Egs+ B, T dmegy’
donde . )
Bolt.) = s (0~ B, 5.)
Eult,®) = po— g X (n =P x @), (5.8)
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son los campos de velocidad y aceleracion, respectivamente. Los observables r, uw = dr/dt
y a = du/dt, son la posicion, velocidad y aceleracion de la carga, evaluados en el instante
retardado(o avanzado) t, =t — R/c, (0 t, =t + R/c). El vector B =u/c, y

r—r

nzm, R:|m*7"’

El campo magnético es B = n x E/c. Como el centro de carga del electron se mueve a la
velocidad de la luz, 8 = 1, el campo de velocidad Eg es nulo, salvo en los puntos del plano
XOY donde n = B en que es singular. De aqui resulta que fuera del plano XOY la tnica
contribucion al campo es la (5.8) que es siempre ortogonal al vector unidad desde la posicion
retardada m y que disminuye a largas distancias como 1/R. Y en el plano XOY también el
campo eléctrico es perpendicular al vector n, salvo en aquellos puntos instantaneos en los que
desde el correspondiente punto retardado se tiene n = 3 en los que el campo se hace infinito.

En

7z

Figura 5.1: Componentes E,,, Egz y E, del campo eléctrico en el punto P. E, y Eg son de
la misma intensidad y la parte de E, proyectada a lo largo de n cancela a la parte FE,,, por
lo que el campo resultante E es siempre ortogonal al vector unidad retardado n y forma
en el plano normal un angulo a con el vector E, .

El campo (5.8) tiene tres partes, que como la aceleracion a = ¢?/ Ry se escribe

en(n-a) eB(n-a) ea

B = RRo(l—m -BP RRo(i—m-BP RRo(i—n B

s =E,+Ez+E,.

siendo @ un vector unidad en la direccion de la aceleracion. En el punto P del eje OZ y en las
unidades en las que e = 1y Ry =1, como n - B = 0, estos campos valen E, =sina/R=Egy
E, = 1/R y vienen representados en la figura 5.1. La componente de E, a lo largo del vector n
cancela completamente a la componente E,,, por lo que el campo resultante esta contenido en
el plano perpendicular al vector n, de intensidad 1/R en estas unidades y formando un angulo
a con la proyeccidon en este plano de la componente E,,.

Efectivamente, la componente perpendicular a n de E,, que denominamos E, es de inten-
sidad cos a/R, que al sumarla con Eg de intensidad sin o/ R en el plano perpendicular a m nos
da un vector final E de intensidad 1/R y que forma el mismo dngulo « con la proyeccion E, | .

Si representamos en el punto P todos los campos durante una vuelta de la carga, obtenemos
un cono de revolucion, de semiabertura con el eje OZ de valor /2 —« y cuya generatriz tiene un
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z
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==
; Yy

X

Figura 5.2: Conos de revolucién que representan respectivamente los campos eléctricos ins-
tantaneos durante una vuelta completa de la carga en los puntos del eje OZ de coordenadas
z=1,2,3,4. En el punto 1 el semiangulo del cono que subtiende la trayectoria de la carga
es a =7/4, y es el angulo que forma el campo con el vector —a,, en el instante retardado.

x

Figura 5.3: Campos eléctricos instantaneos durante una vuelta de la carga cuyos vértices
respectivos son los puntos negros de coordenadas (z,y, z), respectivamente de abajo a arriba
(O 5a 07 1)7 (17 07 2)3 (17 07 3) y (17 Oa 4)'
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Figura 5.4: Campos eléctricos instantaneos durante una vuelta de la carga cuyos vértices
respectivos son los puntos negros de coordenadas (z,y, z), a lo largo de la recta y =0, z = =z,
respectivamente de abajo a arriba (2,0,2), (3,0,3), (4,0,4) y (5,0,5).

x

Figura 5.5: Campos eléctricos instantaneos durante una vuelta de la carga cuyos vértices
respectivos son los puntos negros de coordenadas (z,y, z), a lo largo de la recta y =0, z = 4,
respectivamente de izquierda a derecha (0,0,4) (1,0,4), (2,0,4), (3,0,4) y (4,0,4).
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tamano 1/R en estas unidades. En la figura 5.2 representamos los valores del campo resultante
en cada punto de coordenada z = 1,2,3 y 4 durante una vuelta completa de la carga.

En las figuras 5.3, 5.4 y 5.5 representamos el campo resultante total en los puntos de
coordenadas que se indican. La intensidad local instantdnea va creciendo pero como veremos su
valor medio temporal es radial y decrece con la distancia como 1/r2, con respecto al origen.

En componentes cartesianas, si es ¢ la fase de la carga en su posicién retardada, salvo un
factor global e/ Rg, las componentes del campo eléctrico son

(I —xzcos¢ —ysing)(x — cos ¢ + Rsin @) Rcos ¢
b = (R+ zsing — ycos ¢)3 + (R+ zsing — ycos )2’ (5.9)
B (1 —xcos¢p—ysing)(y —sing — Rcos @) Rsin ¢
E, = (R+ zsing — ycos ¢)3 + (R+zsin g —yoosd)?’ (5.10)
_ z(1—xcos¢ —ysing) R=+/1+a2 4 42+ 22 — 2z cos ¢ — 2ysin o. (5.11)

* (R+zsing —ycos¢)3’

En todas estas figuras deberemos imaginarnos el cono, que con origen en el punto de observacion,
subtiende el circulo de la trayectoria de la carga. Entonces, en el punto de observacién deberemos
trazar una linea perpendicular a cada generatriz de ese cono hasta dar con la linea que define
el extremo del campo eléctrico, que son las curvas de color rojo que hemos dibujado.

5.1.4. El campo promedio temporal de una particula de Dirac

Supongamos una carga de prueba en el entorno de nuestro electréon. La frecuencia del zit-
terbewegung es muy alta, del orden de ~ 10%! s~!. Si nuestra particula de prueba se mueve
lentamente, entonces el campo eléctrico detectado en una primera aproximacion sera una especie
de promedio temporal del campo durante una vuelta completa de la carga.

La expresion general del campo promedio temporal en un punto cualquiera es dificil de
obtener. Para obtener una estimacién vamos a calcularlo analiticamente en un punto en la
direcciéon del espin y en un punto cualquiera de forma numérica. Consideremos que el electron
estd en reposo, es decir su centro de masa se encuentra en el origen del sistema de referencia.
El espin es constante y apunta en la direccion del eje OZ. Vamos a calcular el campo promedio
en un punto P de coordenada z en el eje OZ. En la Figura 5.6, representamos las diferentes
magnitudes en el instante retardado t,, para hacer el calculo de la ecuacion (5.8).

Para ese punto particular de la figura, n - 3 = 0, y por lo tanto

nx(nxa)-nx(8xa)= 55 (-a - fn-a),

e

2R (
donde el vector a; = a — n(a-n), es la componente de la aceleracion perpendicular al vector
unidad m. Para el punto de observaciéon P, la expresion n - a es constante en cualquier punto
retardado, el valor medio temporal de 8 durante una vuelta completa de la carga es cero, y
el vector @, se reduce a su componente z, a, sina. Como la aceleracién en este sistema de
referencia vale a = ¢?/Ry, a; = acosa y ademds sina = Rg/R y cosa = z/R, el campo
eléctrico promedio temporal en el punto P es

€z

E(z) = Wz, (5.12)

donde 2z es un vector unidad a lo largo del eje OZ. El campo promedio avanzado tiene exac-
tamente la misma expresion. Para la antiparticula hay que cambiar e por —e y la velocidad (3
por —3, que en promedio no produce modificacion de (5.12).
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Figura 5.6: El campo eléctrico Instantaneo del electron en el punto P posee una componente
a lo largo de —a; y —(3 y comprobamos que es perpendicular a n.

Si hubiéramos utilizado la expresion de Heaviside-Feynman (5.4), el campo seria el Coulom-
biano en el punto P, y al hacer el promedio a una vuelta de la carga su proyeccién en la direccién
0Z vale .

E(z) = T2 08 az,
que reproduce de nuevo (5.12), ya que las otras dos contribuciones d(n/R?)/dt y d*n/dt* son
ortogonales a OZ y su valor promedio a una vuelta es cero.

Es un campo estatico y radial a partir del origen del sistema de referencia, con un compor-
tamiento Coulombiano de tipo 1/22, para z grande, pero que ademéas no diverge en el origen.
En la Figura 5.7, comparamos este campo con el campo de Coulomb de una carga puntual en el
origen. La figura ha sido reescalada de tal manera que la unidad es el radio Ry del movimiento
interno.

Vemos claramente el comportamiento Coulombiano de este campo promedio temporal para
z grande, a partir de |z| > 5Ry. El maximo del campo tiene lugar a la distancia z = Rg/v/2.
Si realmente lo que mide una carga de prueba es este campo promedio temporal, su energia no
diverge, con lo que la energia electrostatica del electréon estaria renormalizada. Para encontrar
esta energia tendrfamos que encontrar la expresiéon general del campo e integrarla, pero esta
tarea, de momento, va a ser solamente de tipo numeérico. De todas formas, el campo instantéaneo
diverge donde esta la carga, pero diverge como 1/R, luego la energia va como 1/R? y como el
elemento de volumen va como 47 R2dR, resulta que no existe divergencia de la energia del campo
instantaneo, en la posicién de la carga. Veremos que existen otros puntos, contenidos en el plano
del zitterbewegung, en los que el campo instantaneo también diverge, por lo que el proceso de
calculo de la energia, parece conducir a infinitos. Este calculo esté sin hacer.

Sin embargo, si estamos analizando procesos de alta energia y nuestra particula de prueba
se mueve suficientemente rapido con respecto al electréon, entonces el campo que detecta es el
campo instantaneo que va como 1/R. Es superior al campo promedio para R > 1, es menor que
el Coulombiano para R < 1, haciéndose infinito en la posicién de la carga. Esto da a entender,
que desde el punto de vista integral, la contribucién de la energia eléctrica debida al campo
instantédneo, para R > 1, es superior a la energia electrostatica Coulombiana y que la del campo
promedio temporal. Esta diferencia la podriamos interpretar clasicamente, de forma ingenua,
como el exceso de energia en el entorno del electron debida a la nube de fotones virtuales que
rodean a la particula. En cualquier caso, el calculo de la energia electromagnética del electréon
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Figura 5.7: Campo eléctrico retardado(o avanzado), promedio temporal (5.12) y campo
Coulombiano a lo largo del eje OZ.

requiere el conocimiento preciso de los campos instantdneos, una tarea que estd todavia sin
hacer.

Para calcular de forma numérica el campo promedio temporal en un punto arbitrario, con-
sideremos las diferentes magnitudes que aparecen en la Figura 5.8. Vamos a hacer el calculo en
puntos fuera del plano XOY', por lo que solamente utilizaremos para el calculo el campo de
aceleracion (5.8).

Figura 5.8: Movimiento de la carga y punto de observacién P.

Si en el instante t = 0 la carga se encuentra en el punto A del eje OX, entonces, en el instante
t, los observables que se muestran en la figura estan expresados en coordenadas cartesianas y
para el sistema de referencia del laboratorio, por

u

k = Ry|coswt, sinwt, 0] = RQ%, B = — = [—sinwt, coswt, 0],
c
r=| l, a du _ [— coswt, —sinwt, 0] ¢ a
=[x,y 2 = — = —[-coswt,—sinw = —
7y7 ) dt RO b b RO b
= R ~
R=r—k=Ry(r—k), n= R = |R| = RyR.

Ev



5.1. ESTRUCTURA DEL ELECTRON CON ESPIN 237

Con estas definiciones, el campo de aceleracion (5.8) se puede escribir como

(e nx ((n—pB) xa)
E(t,r) = <R3> e (5.13)

Vamos a comparar el valor promedio temporal de este campo con el campo Coulombiano ins-
tantaneo producido por una carga puntual en reposo e, en el origen del sistema de referencia

e T
Bir) = () o
0

donde 7 es un vector unidad en la direccién radial. Vamos a quitar de ahora en adelante el
factor constante e/R3 entre corchetes, que aparece al comienzo de estas dos expresiones. De
esta manera, la unidad de longitud resulta ser el radio del zitterbewegung, Ry.

Cuando la carga se encuentra en la posicion de la Figura 5.8, el campo retardado que produce
en el punto P se evalda en el tiempo de observacion t, = t+ R/c. Por lo tanto dt, = dt +dR/w,
ya que Ryg/c =1/w. Como

R(t) = \/(F — coswt)? + (J — sinwt)? + 22, dR = % ((z — coswt) sinwt — (y — sinwt) coswt) dt

con lo que obtenemos dt, = (N (t)/R(t))dt, donde N esta explicitamente dado por

N(t) = R(t) + Zsinwt — y cos wt.

Vamos a calcular el campo promedio en P con respecto al tiempo de observacién en ese punto
y durante una vuelta completa de la carga de duracion 7. Si definimos el tiempo adimensional
T = wt, entonces w1 = 27 y por lo tanto

1t L (TN LT (N
T/o E(to)dto_T/O E(t)é(t)dt_% 0 E()E(T)d. (5.14)

En términos del pardametro adimensional 7, las diferentes expresiones aparecen como

nx(nxa)=n(n-a)-—a,

. 1-Z —ysinT _ ~
n(n-a)= TEST ySIDT[LU—COST,y—SlIlT,E],

R2

a = [—cosT,—sinT,0],

mientras que

~ 1. ~
nXx(Bxa)= E[y —sinT, —% + cos T, 0],

1/~ -
1—n-ﬁ:§(R+msin7‘—ycos7').

Nos interesan medir las componentes radial y transversales del campo, F, = E-7, By = E -5,
yEy=FE- ES, respectivamente. Los vectores 7, 0 y ;ﬁ son los vectores unidad habituales en
coordenadas esféricas. Si consideramos que el punto de observacién P se encuentra en el plano
XOZ, entonces © = rsinf, y = 0y z = rcos#, donde r es la distancia radial al origen en
unidades de Rjg.
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Las expresiones finales para las distintas componentes del campo son

(R2 =72 —1)sinfcosT + Rsinfsin7 + r(1 + sin? 6 cos? )

E.(r,0,7) =

~ 3 )
<R + rsin&sinT)
[(EQ —1)cosT + RsinT + rsin 6 cos? T] cos 0
E@(T,H,T): — 3 ,
(R + rsin@sinT)
Es(r,0,7) = (1?32 —1)sinT + E(TSinG —CoST) +rsin€sin7'0057'7

(ﬁ—l—rsin@sin7)3

con

R= \/7’2 — 2rsinfcosT + 1.

Para calcular el promedio temporal de estos campos tenemos que realizar la integracion (5.14)
de tal manera que estas expresiones de E,, Ey y Ey, deben ser multiplicadas por N(7)/R(7),
siendo ahora

N(7) = R+ rsinfsinr.

El campo eléctrico radial promedio para 6 = 0 esta ya dibujado en la Figura 5.7, pero lo
hemos recalculado numéricamente en la siguiente Figura 5.9. Vemos el comportamiento Coulom-
biano de la componente radial en las direcciones § = 0,7/3,7/4,7/6. Para direcciones proximas
al plano XOY, en la region r < 1 el campo promedio temporal cambia de signo, se dirige hacia
el origen, en el que se anula.

Analogamente, en la Figura 5.10 se representa la componente transversal del campo eléctrico
promedio retardado < Ejy(r,0) > en las mismas direcciones, que vemos que tiende a cero muy
rapidamente. Para 6 = 7/2, es claro que < Ey(r,7/2) >= 0. El campo promedio < Ey(r,0) >
se anula por doquier para todo 6 # 7/2. Sobre el plano § = 7/2 la rutina numérica no funciona.

Figura 5.9: Promedio temporal de la componente radial < E.(r) > del campo eléctrico
retardado en las direcciones § = 0,7/3,7/4 y w/6.

El campo magnético promedio se calcula de la misma manera. Vamos a considerar solamente
el campo retardado y lo vamos a comparar con el campo magnético producido por un momento
dipolar magnético u, situado en el origen del sistema de referencia. El campo de este dipolo es 3

r(r-p) —p
BO(T’) = T

3 1.D. Jackson, Classical Electrodynamics, John Wiley and Sons, NY 3rd. ed. (1998).
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Figura 5.10: Promedio temporal de la componente transversal < Fy(r) > del campo eléctrico
retardado en las direcciones § = 0,7/3,7/4 and 7/6. Tiende a cero muy rapidamente. Para
0 = /2, se anula por doquier.

Para esta corriente, el momento magnético producido por la carga es de valor ecRy/2 en la
direcciéon OZ, de tal manera que en unidades de Ry se puede escribir como

e \ 3FF-2) -2
Bo(r) = <2cRg> B

Las componentes no nulas de este campo son

e \ cosf e \ sinf
By (r,0) = <cR2> =0 Bog(r,0) = <CR2> >3 (5.15)
0 0

En este modelo, el campo magnético instanténeo es B = n x E/c. Sus diferentes compo-
nentes, una vez que el factor constante e/cR3, ha sido suprimido, se escriben como:

(1 —rsinfcosT)cosd

B(r,0,7) = ~—— —
(R+rsinﬁsin7')
BQ(T’H’T):TCOST( +Sln~9) ( —1—7“)511:;9 R’I‘SIDT7
(R—i—rsinﬁsinr)
By(r.0,7) = (RcosT 4 sin7)r cos 6

(E—i—rsin@sinT)S

Para el calculo del promedio temporal del campo retardado, tenemos que multiplicar estas
componentes por N(t)/R(t), como en el caso anterior. La integraciéon numérica se compara, con
la expresion de las componentes del campo de dipolo (5.15) en las diferentes direcciones.

El campo del dipolo (5.15) va a infinito cuando r — 0. En las Figuras 5.11-5.13 comparamos
las componente de By, (r) con la componente del campo promedio temporal < B,(r,0) >, para
r > Ry y en las direcciones § = 7/6,7/4 y 7/3. Andlogamente, en las Figuras 5.14-5.16, las
componentes Bog(r,0) y < By(r,6) >.

Los promedios temporales < B.(r) > y < Bp(r) > no divergen en el origen sino que
tienen el comportamiento que se describe en las figuras 5.17 y 5.18, respectivamente, cuando los
representamos a lo largo de las direcciones § = 0,7/3,7/4 and 7/6, y toman los valores cosf y
— sin 0 respectivamente, en el punto r = 0.

El promedio temporal de la componente transversal < Bg(r,6) > se anula en todas las
direcciones.
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Figura 5.11: Componentes radiales del campo de dipolo By.(r) y del campo magnético
promedio temporal retardado < B,(r) >, en la direccién 6 = 7 /6.
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Figura 5.12: Componentes radiales del campo de dipolo By,(r) y del campo magnético
promedio temporal retardado < B,(r) >, en la direccién 6 = /4.
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Figura 5.13: Componentes radiales del campo de dipolo By,.(r) y del campo magnético
promedio temporal retardado < B,.(r) >, en la direcciéon 6 = /3.
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Figura 5.14: Componente promedio temporal retardada < By(r) > y componente Byy(r) del
campo de dipolo, en la direccién 6 = 7/6.
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Figura 5.15: Componente promedio temporal retardada < By(r) > y componente Byy(r) del
campo de dipolo, en la direccion 6 = /4.
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Figura 5.16: Componente promedio temporal retardada < By(r) > y componente Byy(r) del
campo de dipolo, en la direcciéon 6 = /3.
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Figura 5.17: Componente promedio temporal retardada < B,(r) > en las direcciones 6 =
0,7/3,7/4y /6 y su comportamiento en r = 0. Para § = 7/2 se anula por doquier.

1 2 3 4 5
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8

Figura 5.18: Componente promedio temporal retardada < By(r) > en las direcciones 6 =
0,7/3,7/4y /6 y su comportamiento en r = 0.
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0.5

Figura 5.19: Componente promedio temporal < E.(r) > del campo eléctrico avanzado, en
las direcciones 0 = 0,7/3,7/4 y 7/6. No posee un comportamiento Coulombiano como el
campo retardado.

Para terminar esta seccién vamos a hacer el mismo céalculo, pero para los campos avanzados
en vez de los retardados.

En este caso, el tiempo de observacion y el tiempo del laboratorio estan relacionados por
to =t — R/c, y por lo tanto dt, = (M(t)/R(t))dt, donde R(t) es el mismo de antes, pero

M (t) = R(t) — Tsinwt + y cos wt.

Si representamos en la figura 5.19, el promedio temporal del campo eléctrico radial avanzado, en
las mismas direcciones que el de la Figura 5.9, vemos un comportamiento diferente de estas com-
ponentes avanzadas, y aunque el campo decrece a largas distancias, no tiene un comportamiento
Coulombiano.

5.1.5. Energia y momento angular electromagnético
Energia electromagnética

Si calculamos la energia electromagnética asociada al campo en el instante t,, como B =
n X E/c, resulta que la densidad de energia

1 1 1
h(to) = 560E2 + TMOBQ = €0E2 — 560(?1 . E)Q,

por lo que la energia en cualquier instante del tiempo de observacién t, vale

Elty) = /R h{to)dV.

El valor del campo, debe ser evaluado a partir de la localizacién de la carga en el correspondiente
tiempo retardado t,, con t, = t, + R/c.

Como hemos analizado en el teorema de Gauss, es necesario considerar los dos campos,
aunque el Eg se anula salvo en los puntos singulares del plano XOY cuando f — 1. Como
E=FEs+ E,,

E? = E} + E; +2E3 - E,.

Como
e(1 — 2
By = gt~ (= 9),
Ea:RCQ(I—n-,B)?’nX((n_'@)Xa)'
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Los vectores que aparecen, en términos de un valor arbitrario de 3 son
1. ~ .
n = =T — coswt, y — sinwt, z|,

B = B[—sinwt, coswt, 0],

2.2
c
a= g [— coswt, — sinwt, 0].
0
Los productos escalares
5202
a-n=——=(1-Tcoswt—ysinwt)
RoR

n-G3= g(—fsinwt—kﬂcoswt),
Ly, o~ _
1—n~,3:E(R—l—ﬂxsmwt—ﬁycoswt)
La parte Eg, (n—pB)2=(1+p3%-2n-B), con lo que

e (1—p%)?(1+ B2 — 28 (—Fsinwt + jeoswt) /R)

2 _
Ej = R §4(1 Y . (5.16)
La parte de Eg,
[ x ((n—B)xa)’ =a’(1-n-B)* —(1- %) (a n),
por lo que Eg se escribe
2 C@(l-n-p)?—(1-p(a-n)’)
@ R2c4(1 —n - B)8 ’
, e B [Ez(l—n-B)Q—(l—BQ) (1 — Z coswt — Jsinwt)?

habiendo definido la distancia adimensional R = R/Ry. Finalmente la parte 2Eg - E, contiene
la parte

(n—p)-[nx(n-p)xa)=(-n B)(n-a),

ya que el término B - a = 0. Por lo tanto

22821 -p%)(B*—n-B) (1 — Tcoswt — ysinwt)
2E; - E, = Al A rp—T . (5.18)

Para la parte (n - E)? solamente contribuye Eg,

S (1-p)P1-n-B)
R§  2RY(1—n-B)S

_%(n.E)Q =

, (5.19)

Vamos a eliminar de estos términos el factor dimensional epe?/Rg, y para reescribirlo en el
Sistema Internacional de Unidades, deberemos reemplazar e — e/4me.

La densidad de energia que hay que integrar, en variables adimensionales es la suma de los
cuatro términos (5.16), (5.17), (5.18) y (5.19), y resulta ser:

h(ZE, Y, z, to) =
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y la energia

€0’ R}

g(to) = m /R3 h(mv% Zato)dv
donde en la integral, el elemento de volumen dV = Rgdf/ se hace en términos de variables
adimensionales y por lo tanto el resultado de la integracion es un ntumero finito y adimensional
M. La integral depende del valor de 8 y una vez realizada la integral hay que hacer el limite
B — 1. Como el centro de masa del electron estd en reposo, Ry = h/2mc y si suponemos que
toda su energia es puramente electromagnética, podemos identificar esta energia con la energia

en reposo,
9 e?2me e? o 1

o~ — (5.20)

— _ = — —7M —
M= Lreodnh Areohe o 137

siendo « la constante de estructura fina, por lo que el valor de e? quedaria univocamente
determinado (salvo un signo) una vez realizada la anterior integral, que no estd exenta de
dificultades, y que si esto fuera correcto nos deberia dar el valor M = 27/« =~ 861.009.

2 dmeghc
==

Una particula cuya estructura fuera puramente electromagnética, tendria un tnico valor de
la carga eléctrica salvo un signo, lo que corresponderia a que electrones, muones y particulas
tau, y sus correspondientes antiparticulas, que solamente interaccionan de forma electro-débil,
poseerfan la misma carga eléctrica, independientemente de su masa. En el caso de un quark, no
toda la estructura es puramente electromagnética, ya que también interacciona de forma fuerte,
por lo que en la ecuacion (5.20) implicaria una energia electromagnética fraccion k de su energia
total en reposo mc?, con lo que
o 4meghc

=k k<1
e VR <

Los quarks tendrian una carga eléctrica, independiente de su masa, y menor que la de los objetos
que solamente interaccionan de forma electrodébil. De hecho la teoria nos deberia llevar a que
k =1/9 o bien 4/9 para los quarks down y up, respectivamente.

El valor de la energia debe ser independiente del tiempo de observacién t,, ya que el mo-
vimiento de la carga es estacionario, por lo que también debe coincidir con su valor medio

temporal,
5——/ g(t )dt ——/ dV / Ezdt
T o o T 3 0

para cualquier valor de T', en particular para el periodo de una vuelta completa.

Momento angular electromagnético

Si calculamos el momento angular electromagnético con respecto al origen, lo proyectamos
en la direccion OZ y lo identificamos con el momento angular mecanico de la particula —h/2,
obtenemos otra ecuaciéon

h
—:/ (r x g).dV,
2 " Jus

g=cExB=qEx (nxE/c)=""(E>n— E(n-Ep)),
C

va que E, es perpendicular a n. La parte

Ry ~
(rxmn), = Eo(ycoswt — Tsinwt),
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va multiplicada por E?, que es la suma de los tres términos (5.16), (5.17) y (5.18) y por €/c.
Laparte r x E =1 x Eg+ 1 X E,4, por lo que tenemos dos términos

Ry . ~
(rx(n-p0)),= To(ycoswt — Tsinwt) — fx coswt — Py sinwt,

(r x a), = B2 (Jcoswt — Tsinwt),

los cuales aparecen multiplicados por

e(1 - 4%
Ep= P
P TR pp
Como (r x E), = 2E, — yFE,,
_ Q2
(rx Eg), = }M <],15L(ycoswt — xsinwt) — fx coswt — 6ysinwt> )
e
(r % Bo). = gz (@ m)rx (n=B)). = (1= B)(r x a).].
con lo que
2 2\2
€ ~eet(1=B%)Ro (1 _ . ~ ~ .
c(n Eg)(r x Eg), = Rl —n. By E(ycoswt Tsinwt) — T coswt — fysinwt | .
Analogamente
€ coe?(1 — g2)3?
—D (. By)(r x By), = 2 L= )8
c c¢R?R(1 —n-B)5
[(1 — T coswt — ysinwt) <,1R@coswt — Tsinwt) — ST coswt — Bﬂsinwt) -
— (R + Bx sinwt — By cos wt) (y coswt — T sin wt)}
i 3
—2—/R S.dV,
siendo
S, =

Supongamos que hacemos la evaluacion en el instante de observaciéon tg = 0, cuando la carga
se encuentra en el punto A = (1,0,0). Para este punto, la distancia retardada hasta la carga
es R = 0. Para otro punto cualquiera P = (z,y, z) el correspondiente punto retardado es el
B = (cosb,sin0,0), que como el radio del circulo es 1, el § = —é, como se muestra en la figura.

Vamos a hacer el siguiente cambio de variables

r = RsinAcosgp+cos R, y = RsinAsing—sinR, z= RcosA, Re€[0,00], XA €[0,7] ¢ € [0,27].

El Jacobiano de la transformacion es

J = R*sin \(1 — sin Asin(R + ¢)),

y R=R.
La integral que da lugar al valor M, queda en el limite § — 1

o0 m 2 8sin \
M:/O dR/O d/\/o d¢<2—COS(R—)\+¢)+COS(R+/\+¢))37
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Figura 5.20: La distancia adimensional R desde el punto P al punto retardado B es la misma
que la longitud del arco AB.
Para la otra integral

—Rsin Asin(R + ¢)R?sin A(1 — sin Asin(R + ¢))
RA(1 —sin Asin(R + ¢))*

00 T 2m i 2 :
— A R
N:/ dR/ d)\/ o~ S Asin(B + ¢) .
0 0 0 R(l — Sin )\SIH(R + ¢))
Ambas integrales hechas con Mathematica dan 0, pero si se hace el célculo de forma numérica
da valores oscilantes muy altos fijando la integral en R hasta ciertos valores finitos.




Capitulo 6

Propiedades y efectos asociados con el
espin

6.1. Relacion giromagnética

Si tenemos un punto cargado de masa m y carga e que se mueve en el espacio, su momento
angular J y su momento magnético p respecto de un punto, satisfacen la relacién

e
=—J
K 2m
En el caso del electrén, la relacion entre su espin con respecto al centro de masa y su momento
magnético, resulta ser
e
n= 975 , g=2
m

A la magnitud adimensional g es a lo que se denomina relaciéon giromagnética, por ser un niimero
que relaciona la capacidad de producir campo magnético con la propiedad mecénica ligada con
la rotacion.

Uno de los éxitos de la ecuacion de Dirac fue el que predecia el valor g = 2 de la relacién
giromagnética del electron '. Mas tarde, Levy-Leblond 2 obtuvo también la prediccion g = 2
pero para un objeto no relativista de espin s = 1/2, con lo que zanjaba la cuestion de que
g = 2 no era una propiedad exclusivamente relativista. Proca ? predijo que para particulas
con espin 1, tendria que ser ¢ = 1, lo que condujo a Belinfante * a conjeturar que la relacion
giromagnética de las particulas elementales estaria ligada con el espin por la regla g = 1/s,
cualesquiera que fuera s. Encontré modelos cuénticos de espin 3/2 en que esto se cumplia y
unos afios mas tarde Moldauer y Case ® desarrollaron un formalismo donde corroboraban esto
para cualquier espin semientero. Tumanov ® encontré esto mismo pero para el valor entero
s = 2. En todas estas predicciones teéricas se supuso que la interacciéon electromagnética venia
dada por el acoplamiento minimo.

Sin embargo, Weinberg * al estudiar la interaccion electrodébil hizo la prediccion de que
g = 2 para los bosones intermedios de espin 1 que median en la interaccién débil. Lo obtuvo
al analizar la interaccion de los bosones W con el campo electromagnético, requiriendo que la

! P.A.M. Dirac, Proc. Roy. Soc. London A117, 610 (1928).

2 .M. Levy-Leblond, Comm. Math. Phys. 6, 286 (1967).

8 A. Proca, Compt. Rend. 202, 1420 (1936); Journ. Phys. Radium, 49, 245 (1988).

* F.J. Belinfante, Phys. Rev. 92, 997 (1953).

5 P.A. Moldauer and K.M. Case, Phys. Rev. 102, 279 (1956)

6 V.S. Tumanov, Sov. Phys. JETP, 19, 1182 (1964).

" S. Weinberg, in Lectures on Elementary Particles and Quantum Field Theory, edited by S. Deser, M. Grisaru
and H. Pendleton, MIT press, Cambridge, MA (1970), p. 283.
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amplitud de dispersiéon del proceso tuviera un buen comportamiento a altas energias. Cuando
se descubren experimentalmente en 1983 en el CERN, los bosones cargados W¥ de espin 1 y
se encuentra que para ellos g = 2, contrario a la conjetura de Belinfante y corroborando la
prediccion de Weinberg, se planted la cuestion de hasta qué punto el valor de g serfa siempre 2
para cualquier tipo de particula elemental, independientemente del valor de su espin.

Jackiw & ha dado otro argumento de tipo dindmico, confirmando que para campos vectoriales
de espin 1, la relacion giromagnética debe ser g = 2, aceptando una invariancia gauge de tipo
no electromagnético. Da también, algunos argumentos ad hoc para campos de espin s = 2, que
también son consistentes con la prediccién g = 2.

Por encima de todo esto, las tinicas particulas cuya relaciéon giromagnética se haya medido
con precision, encontrandose que g = 2, ademaés de las correcciones radiativas, son los leptones
cargados (e*, u* y 7F) y los bosones W=, Por otra parte, el modelo estandar no prevé la
existencia de particulas elementales de espin superior a 1, con lo que conjeturas del tipo de la
de Belinfante, carecen de sentido.

El objeto de esta secciéon es dar argumentos no de tipo dindmico, como en estos trabajos
previos, sino argumentos de tipo cinematico, aprovechando la estructura del espin de los modelos
que surgen del formalismo ?. Estos argumentos estan basados en la doble estructura del espin
con una parte rotativa y otra, en sentido contrario, debida al movimiento orbital del centro de
carga con respecto al centro de masa y que seria la que produciria o estaria relacionada con el
momento magnético.

El operador momento angular de una particula elemental més general, con respecto al origen
del sistema de referencia, tanto relativista como no relativista, es

h
J=rx-V4+8S=rxP+S85, (6.1)
i

donde el operador espin es
h
S=ux-V,+W, (6.2)
i

siendo V,, el operador gradiente con respecto a las variables de velocidad, y W es un operador
diferencial lineal que deriva con respecto a las variables de orientaciéon a, y que por lo tanto, con-
muta con el otro. Por ejemplo, en la parametrizacion de la orientacion dada por p = ntan(a/2),
el operador W se escribe como

h
W:Z[VP+PXVP+P(P'VP)]- (6.3)

La parte primera del espin (6.2), que esté relacionada con el movimiento orbital de la carga,
solamente posee valores propios enteros, sus funciones propias son los armonicos esféricos, ya
que su estructura diferencial es la de un momento angular orbital que en realidad deriva solo
sobre las variables de orientacion del vector velocidad w. La parte de espin semientero proviene
del operador (6.3). Este operador W, que deriva con respecto a las variables de orientacion del
triedro ligado a la carga, lo que tiene en cuenta es la rotaciéon de la particula.

Hemos visto tanto en los ejemplos relativistas como en los no relativistas que si la contribu-
cion al espin es de naturaleza orbital, relacionada con la parte del zitterbewegung, Z, entonces
la relacién entre el espin y el momento magnético viene dada por

p=-kx —=——2 (6.4)

donde k = r — q, es decir con una relacion giromagnética normal g = 1. Si el electron tiene una
relacion giromagnética g = 2, esto implica que debe existir otra parte del espin proviniente de
la velocidad angular, pero que no produzca contribucién al momento magnético.

8 R. Jackiw, Phys. Rev. D 57, 2635 (1998).
® M. Rivas, J.M.Aguirregabiria and A. Hernandez, Phys. Lett. A 257, 21 (1999).
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De aqui resulta que, para el electréon, ambas partes W y Z contribuyen al espin total. La
parte W estd relacionada con las variables angulares que describen la orientaciéon del electron y
que no contribuye a la separacion k entre el centro de masa y el centro de carga. Si el momento
magnético estd relacionado con este movimiento por la férmula (6.4), esta relacionado con la
parte Z pero no con el espin total S. Es precisamente cuando tratamos de expresarlo en términos
del espin total cuando surge el concepto de relaciéon giromagnética.

Supongamos ahora que las dos partes Z y W contribuyen al espin total S con sus valores
cuénticos no nulos, mas bajos y que ademés deben ser tnicos, ya que al no poseer estados
excitados, una particula elemental solamente posee unos valores fijos de sus propiedades. Para
particulas de Dirac hemos encontrado que el espin total es s = 1/2 y que las dos partes tienen
orientaciones opuestas, teniendo el espin S la misma orientacion que la parte Z. La parte orbital
no puede tener un momento angular nulo porque el movimiento del centro de carga no pasa por
el centro de masa, y su valor no nulo mas bajo es desde el punto de vista cuantico, z = 1 y para
la parte rotativa w = 1/2 en sentido contrario. Al expresar el momento magnético en términos
del espin total, como resulta que Z = 25, es donde nos aparece que g = 2.

6.2. El reloj del electréon

De Broglie en su tesis ° postula que: Toda porcién de materia aislada posee un movimiento
periédico de naturaleza sin precisar, cuya frecuencia viene dada por v = mc?/h. Dirac sin
embargo encuentra que la posible frecuencia asociada al movimiento del punto r en el caso del
electron, es el doble que la que le asocia De Broglie. Esta frecuencia es la del movimiento a la
velocidad de la luz del centro de carga alrededor del centro de masa en el andlisis clasico y que
describe un objeto de espin 1/2 al ser cuantizado y que ademas satisface la ecuacion de Dirac.
Este modelo se describe en la figura de la portada para el observador del centro de masa. FEl
centro de carga efecttia un movimiento circular a la velocidad de la luz, de radio R = h/2mc y
frecuencia vy = 2mc?/h, en este sistema de referencia.

6.2.1. Midiendo el reloj del electrén

Si efectivamente el electréon tuviera un movimiento interno periédico del estilo que hemos
mencionado, al desplazarse con velocidad constante obtendriamos una trayectoria del centro de
carga que poseeria también una periodicidad espacial. Se podria hablar de su longitud de onda
como el valor de su periodo espacial, o bien la longitud que su centro de masa recorre durante
una vuelta de su centro de carga. Pero la periodicidad temporal depende de la velocidad de su
centro de masa. En efecto, supongamos que vemos moverse al centro de masa con velocidad v
como se indica en la figura 6.1. Como el centro de carga se sigue moviendo a la velocidad de
la luz, su velocidad transversal u; = v/c2 —v2, por lo que un electrén en movimiento tarda
més tiempo en completar una vuelta, el reloj del electréon en movimiento va méas despacio. Si
llamamos Ty = 2w R/c al tiempo que tarda en dar una vuelta para el observador del centro
de masa, entonces para el que lo ve moverse con la velocidad v tarda T' = 27 R/u, = v(v)To,
siendo y(v) = (1 —v?/c?)~1/2,

Si lanzamos un haz de electrones con una velocidad de su centro de masa v a través de un
cristal, por ejemplo de Silicio, y la velocidad es la adecuada de tal manera que la periodicidad
espacial del haz A = vT y la periodicidad espacial de la red, d = 3,84A para el Si, sean
comensurables, esto es, o bien d = kA, o bien A = nd, con k y n sendos enteros, entonces puede
tener lugar una dispersiéon resonante con los atomos. Si en la interaccion de cada electrén con

101,. de Broglie, Thése de doctorat (1924). Sommaire: ...nous admettons dans le présent travail lezistence
d’un phénomeéne periodique d’une nature encore & préciser qui serait lié & tout morceau isolé d’énergie et qui
dépendrait de sa masse propre par l’équation de Planck-FEinstein.
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Figura 6.1: Movimiento del centro de masa con velocidad v y movimiento helicoidal a la velocidad
de la luz del centro de carga de un electrén libre. Se representan los dos momentos angulares S
y Scum, que muestran que Scy es conservado, mientras que S precesa alrededor del momento
lineal. La velocidad transversal del centro de carga u, = v/¢? — v?, por lo que tarda mas en dar
una vuelta. El reloj del electréon mévil va mas despacio.

un atomo de la red, recibe un impulso transversal Ap y un impulso longitudinal despreciable
frente a p, cuando haya atravesado una longitud que contenga N &tomos el impulso transversal
total recibido serd NAp. Por lo tanto este electron se desviara un angulo del orden de NAp/p.
Si, como proponen y realizan Gouanére et al.'', medimos la intensidad del haz que atraviesa
el cristal en la propia direccién de incidencia, existirdn unos momentos lineales para los que se
detectara una disminucién de esta intensidad, debido a la dispersién resonante transversal. En
la figura 6.2 tenemos un cristal de Silicio. En la figura 6.3 se representa el movimiento de dos
electrones polarizados longitudinalmente y transversalmente con respecto al movimiento de su
centro de masa. Se compara esta descripcién con la red de atomos de silicio con los que va a
interaccionar.

Cuando d = kA, el electrén interacciona con cada dtomo que se encuentra en su camino,
mientras que en el caso A = nd, sufrird una interaccioén resonante cada n dtomos. Una mayor A
implica también un mayor momento lineal, y por lo tanto el d&ngulo de dispersién serda menor.
Como

ky(v)v  kmy(v)v  kp

d = kX = kvT = ky(v)vTy = =
IZ40) mrvrg )

existirdn unos momentos lineales resonantes

d 161,74
PDk = mZO = g ];7 8MeV/c, k=1,2,...(frecuencia de Dirac)

para los que se detectard una disminucién en la intensidad del haz de salida en la direcciéon
frontal. En el mencionado experimento de Gouanére et al., utilizaron un detector situado a 3 m
del cristal de silicio con una ventana de 3 X 3 mm, por lo que los electrones desviados un angulo
superior a 0.001 rad no se detectaban. Pretendian medir la frecuencia de De Broglie que es la

1M Gouanére, M. Spighel, N. Cue, MJ. Gaillard, R. Genre, R. Kirsch,JC. Poizat, J. Remillieux, P. Catillon
and L. Roussel Found. Phys. 38, 659, (2008).
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Figura 6.2: Estructura de un cristal de Silicio.
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Figura 6.3: En la izquierda de la figura se representa la red de 4tomos de silicio, cuyos nticleos
estan separados una distancia d = 3,84A. A la derecha tenemos la proyeccién sobre el plano XOY
de los movimientos del centro de carga de dos electrones polarizados, (a) longitudinalmente y
(b) transversalmente, al movimiento de su centro de masa. En rojo aparece la correspondiente
trayectoria de su centro de masa. Ambas descripciones no estan a la misma escala que la red de
atomos de Si. \c = 2R ~ 107 '®m es la oscilacién transversal del centro de carga, y A = vT es lo que

recorre el centro de masa durante una vuelta de la carga.
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pe=mcdvy/k=80.874/k MeV/c
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\/—\/ | rango del experimento de
| Gouanere et al.
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Figura 6.4: Diferentes picos de la dispersiéon resonante del haz de electrones en el supuesto de
g p p 1%
que la frecuencia interna del movimiento del centro de carga fuera la de De Broglie vy = mc?/h.

pr=mcdvo/k=161.748/k MeV/c
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Figura 6.5: Diferentes picos de la dispersién resonante del haz de electrones en el supuesto de
que la frecuencia interna fuera el doble que la de De Broglie vo = 2mc?/h.

mitad que la de Dirac, para la que los momentos lineales resonantes satisfacen

4
PBE = mz};gd 8057 MeV/e, k=1,2,...(frecuencia de De Broglie)

por lo que establecieron en el experimento el rango de su momento lineal entre 54 y 110 MeV/c,
para obtener, al menos, la primera frecuencia resonante. Lo que obtuvieron fue un pico resonante
para el valor de p =81.1 MeV /c en vez del valor esperado de p =80.874 MeV /¢, (ver figura 6.6)
que es el correspondiente a k = 2 para el caso de que la frecuencia del electrén fuera la de
nuestro modelo.

Si el reloj del electron tuviera la frecuencia de De Broglie 19 = mc?/h, entonces los picos
resonantes que se obtendrian son los de la figura 6.4, mientras que en el supuesto de que la
frecuencia fuera la de Dirac y del modelo que se presenta, que es el doble que la de De Broglie,
se obtendrian los picos de la figura 6.5. Todos los picos inferiores asociados a la frecuencia de
De Broglie aparecen en el caso de la frecuencia doble de Dirac, pero no a la inversa. La presencia
de unos u otros permitira discernir en un primer momento, entre estas dos posibles frecuencias.
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counts

2.1x104

| p(MeV/c)

80.065 80.874 81.683

Figura 6.6: La linea de puntos es la medida del ntimero de electrones detectados después de
atravesar el cristal de Si, en el experimento realizado por Gouanére et al. (a) La linea azul
representa el analisis numeérico realizado por el método de Montecarlo, en el supuesto de que la
frecuencia interna fuera la de De Broglie vp. (b) La curva de color rojo por su parte, representa
el analisis numérico realizado por el método de Montecarlo, en el supuesto de que la frecuencia
interna fuera la de Dirac, el doble que la de De Broglie 2vy. El resultado experimental es mas
consistente con este analisis a frecuencia doble, solo que el pico aparece un poco desplazado hacia
la derecha. Este desplazamiento de la energia de resonancia podria estar ligado con la temperatura
de la muestra.

Una medida precisa de estos picos representa una medida precisa de la frecuencia interna del
electron 1. Seria deseable, ampliar el rango del experimento de Gouanére et al. para permitir
detectar los picos inferiores a 80.874 MeV/c. Se pondria de manifiesto la existencia de este
movimiento periddico interno y nos permitiria determinar la frecuencia del reloj del electron.

La medida precisa de esta frecuencia podria ser usada para definir una unidad natural de
tiempo asociada a fen6menos fisicos en los que intervienen los electrones. Juntamente con la
constante universal ¢, nos permite tener también una unidad natural de longitud, por lo que
todas las variables cineméaticas usadas en la descripcion clasica del electréon se pueden tomar
como adimensionales, en este sistema natural de unidades.

6.3. Dipolo eléctrico instantaneo

El movimiento interno de la carga para el observador del centro de masa es un circulo a la
velocidad de la luz. La posicién de la carga esta relacionada con el espin por la ecuacién

k— % S x u, (6.5)
donde S es el espin constante en este referencial y w = dk/dt, con u = ¢ es la velocidad de
la carga. Ademas de este movimiento del centro de carga, existe la rotacién de un sistema de
referencia local que produce una velocidad angular, pero esta rotacién no tiene efecto en el
momento dipolar de la particula. (Ver la Fig. 6.7 donde no se han dibujado ni la velocidad
angular ni el sistema de referencia local).

Desde el punto de vista del observador del centro de masa, la particula se comporta como si
tuviera un momento magnético producido por la corriente asociada a la carga y expresado por



254 CAPITULO 6. PROPIEDADES Y EFECTOS ASOCIADOS CON EL ESPIN

Figura 6.7: Movimiento de la carga del electréon en el sistema de referencia del C.M.

la expresion clasica habitual

1

u:/kxjd3r:;kxdk

2 dt’
donde e es el valor de la carga y j(r — k) = edk/dt 63(r — k) es la densidad de corriente. El
término orbital k x dk/dt esta relacionado con la parte del espin asociada al zitterbewegung,
la cual cuantiza con valores enteros, y que para las particulas de Dirac es dos veces el valor del
espin total, como hemos visto en la seccién anterior.

Pero para el observador del centro de masa, la particula posee un momento dipolar eléctrico
oscilante con respecto al centro de masa de valor d = ek. Esta relacionado con el espin mediante

e
d=— 85 xu. 6.6
o (6.6)
En su articulo original, Dirac '? obtiene que el Hamiltoniano del electrén contiene, en pre-
sencia de un campo electromagnético externo, ademés de la parte libre dos términos
eh ieh

—>» B+ —a-F=—-—nu-B—-d-FE 6.7
o2m Jr2mca K ’ (6.7)

donde 0
o
2—(0 G>, and a =7,

se expresa en términos de las matrices o de Pauli y a es la matriz de Dirac que nos produce el
operador velocidad.

Demostraremos que la version cuantica de la expresion (6.6) es en efecto el dipolo eléctrico
de Dirac (6.7).

La dificultad de relacionar la expresiéon clasica del momento dipolar con su versién cuéntica
consiste en interpretar adecuadamente como se expresa el producto vectorial de (6.6) en términos
de las matrices de Dirac o en términos del producto matricial (o geométrico) de los elementos
del algebra de Dirac. Vamos a ver que como el algebra de Dirac es un &algebra de Clifford
dicho producto vectorial se va a interpretar en términos del producto interior y exterior de este
algebra.

12 p A.M. Dirac, Proc. Roy. Soc. London, A117, 610 (1928).
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El operador velocidad w = ca y el operador espin S son bivectores del algebra de Di-
rac considerados como elementos del dlgebra geométrica del espacio-tiempo, en el sentido de
Hestenes 3.

De hecho las matrices alpha de Dirac se escriben como productos de pares de matrices
gamma o; = o7 y lo mismo las componentes del espin S; = (ih/2) vy, J, k, ciclico 1,2, 3.
Este algebra geométrica esta generada por las cuatro matrices v de Dirac, p = 0,1,2,3 que se
interpretan como los cuatro vectores base del espacio-tiempo de Minkowski. Satisfacen la regla
Vit Yo = N, es decir, ’yg =1y las ’y? = —1, donde el punto representa el producto interior
en el algebra de Clifford. Vemos por lo tanto que tanto la velocidad como el espin pertenecen
a la subélgebra par, o algebra de Pauli del espacio tridimensional. Bajo inversiones espaciales
Yo — Yoy Vi — —i, por lo que el operador velocidad cambia de signo, por lo que es un vector
espacial, pero no asi el espin, que es invariante y por lo tanto es y corresponde a un bivector
espacial o pseudovector.

Yo7V3 Y172

YoYe V371

VoY1 7273

(a) (v)

Figura 6.8: Base para los vectores (a) y bivectores (pseudovectores) (b) del algebra de Pauli.

La relacién entre el producto vectorial y el producto interior y exterior de dos vectores a y
b en el algebra de Pauli es,
axb=—-iaNb=0b-(ia), (6.8)

donde A representa el simbolo del producto exterior y la unidad imaginaria ¢ representa al vector
unidad pseudoescalar y ia es el bivector dual del vector a.

El producto interior de un vector b y un bivector A se expresa en términos del producto
geométrico en la forma

b A= %(bA—Ab) (6.9)

y tanto en el dlgebra de Dirac como en la de Pauli, el producto geométrico bA viene dado por
el producto matricial ordinario.

Si escogemos como bases de los vectores y pseudovectors las de la Fig. 6.8, donde los objetos
con doble raya de la parte (b) representan los vectores duales de los correspondientes bivectores
espaciales, y expresamos en estas bases los observables de la Fig. 6.7, entonces el vector espacial
velocidad es u = ¢ypy2 y el pseudovector espacial S = (h/2)y27y3 y por lo tanto, usando (6.8) y
(6.9) obtenemos

—ich
2

. ich (1
Sxu=u-(1S)=— < (Yov27273 — 72’7370’72)) = 7Y07Y3-

2 \2

El vector k = Rypy3 donde R = h/2me, y haciendo la substitucion en (6.6) obtenemos final-

mente, el resultado deseado,
teh
ds = ———as.
2mc

13 D. Hestenes, Space-Time algebra, Gordon and Breach, NY (1966); D. Hestenes and G. Sobczyk, Clifford
Algebra to Geometric Calculus, D. Reidel Pub. Co. Dordrecht, (1984).
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6.4. Efecto Compton

La luz polarizada circular corresponde a un haz de fotones en el que todos los fotones
tienen su espin orientado, bien hacia adelante o bien hacia atras 4. En la interaccion de una
onda electromagnética plana con un electrén puntual en reposo vemos que el electrén sale
dispersado siempre hacia adelante, formando un cierto angulo con la direccién del movimiento
de la onda. La onda le comunica un momento lineal que tiene una parte en la direcciéon de
propagacién de la onda. Si, como se interpreta habitualmente, la direcciéon de propagacion de
la onda electromagnética corresponde con la direcciéon del movimiento de los fotones del haz,
podemos intentar hacer el andlisis relativista de la interaccién corpuscular entre un fotén y un
electrén, considerados como particulas puntuales.

En efecto, supongamos un electréon en reposo y un fotén incidente a lo largo del eje OZ de
momento lineal p y energia H = pc = hf. Después de la colision, el foton sale con un momento
lineal p’ formando un &ngulo a con la direccién de incidencia y el electréon lo hace con un
momento lineal de valor k£ en la direccién 8, como se indica en la figura. La conservacion del

momento lineal y de la energia nos lleva a:
pecosa+kcosB=p, psina=ksing, cp+me?=cp +vVm2ct+ k2, (6.10)

un sistema de tres ecuaciones con cuatro incognitas, «, 3,p’, k, que no posee solucién tnica,
pero que fijada la direccion de salida del fotén «, nos brinda una solucién tnica para p’, k y 3.
Como k=p—p/,

1
12 :p2+p'2 —2p-p = = <H2+H’2—2HH’cosa)

sustituyendo esto en
c(p —p') + mc® = Vm2ct + 2k?
y elevando al cuadrado, llegamos a

1 1 1 —cosa
3 / 2 / /
mce”(p — =mc(H—-—H')=HH (1 —cosa T
(0~ p) = m(H ~ ') = HH'(1 - cosa), 5~ 2 =
1R. A. Beth, Mechanical Detection and Measurement of the Angular Momentum of Light, Phys. Rev. 50,
115 (1936).
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y para las frecuencias de los fotones involucrados en la dispersion

h
;,—ch:mCQ(l—cosa) (6.11)

y para las longitudes de onda

N —=XA=MX(l—cosa), o= N = 2,426 - 10~ 2m,
mc
donde a A¢ se le denomina la longitud de onda Compton del electrén. En los modelos de
electron con espin, la separacion entre el centro de carga y el centro de masa es Ry = h/2mc =
1.93-10~Bm.
La variacién de la energia del fotén dispersado en términos del angulo de dispersion viene

dada por

h
f = th(Oé), A(a) = 1+ q(ll— CoS Oé)7

h' = s

14+ ——(1-
+m02( cos )

siendo ¢ = p/mc y que se representa en la figura:

T T S S S S O EE S S S I a
0.5 10 15 2.0 25 3.0

Figura 6.9: Representacién de la funcién A(a) = f'/f, para un fotén incidente de hf = 2mc?.

En esta figura, cuando o = 7, el fotén sale hacia atras, f'/f = 0.2, lo que corresponde a
haber utilizado fotones de energia hf = 2mc? ~ 1 MeV, el doble de la energia en reposo del
electron.

El momento lineal del fotén y del electrén saliente:

/ pmc
p =

me + p(1 — cos a) =pAla), k= p\/l + A(a)? — 2A(a) cos (6.12)

y el angulo de dispersion del electron

Aa)sina cos § = 1— A(a)cosa
V1+ A(@)? —24(a)cosa’ - V/1+ A(a)? —24(a)cosa’

sin 8 = (6.13)

Vemos en las figuras 6.11 y 6.12 que para angulos de dispersion del fotéon muy bajos, a =~ 0,
sin 8 = 1, el electrén sale practicamente a 90° del foton incidente. Solamente sale hacia adelante
sin 8 = 0 cuando el foton dispersado tiene la direccion opuesta al incidente. Para o ~ m/2,
sin 8 =~ 0.3 y 0.62, respectivamente.
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Figura 6.10: Variacion con a del momento lineal & del electrén saliente.

05 1.0 15 20 25 30

Figura 6.11: Variacion del angulo de dispersion [ del electron saliente en términos del
angulo de dispersién del fotén, en el caso H ~ 1MeV = 2mc?.
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Figura 6.12: Variacién del angulo de dispersién 5 del electron saliente en términos del angulo
de dispersion del fotén, en el caso de un fotén incidente de energia 5 eV, H =~ 107%mc?.
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6.4.1. Contribucién del espin

Si tenemos en cuenta los espines del fotéon Z y del electrén S, la interaccion conserva también
el momento angular del sistema. Tomemos como eje OZ la direccion del fotén incidente y como
plano XOZ el que subtienden los momentos lineales de las particulas dispersadas. Sea 6 y ¢
la orientacion inicial del espin del electron, y 6 y ¢’ su orientacion final. Como el espin del
foton tiene la direccion del momento lineal, salvo tal vez un signo, la conservacion de las tres
componentes del momento angular total nos lleva a:

Ssinfcosp = Zysina + Ssinf cos¢’, Ssinfsing = Ssinf sin¢’,

Z14 Scos = Zycosa+ Scost,

es decir
sinfcos¢ = (Z3/S)sina +sin cos @', sinfsin ¢ = sin §’ sin ¢,

(Z1/8S) + cos = (Z3/S) cosa + cos ¢,

siendo Z7 y Zs las componentes del espin del fotén en la direccién de su movimiento, que
sabemos vale Z1 = Zy = +h. Este es un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas o, 6’ y
@', que nos brindar4 finalmente la orientacion final del espin del electrén y la direccién de salida
del fotén. Juntamente con las ecuaciones del apartado anterior nos establece que la direccion
de salida del foton dispersado depende de la orientacién inicial del espin del electrém, la cual
puede ser controlada por un simple campo magnético.

De las dos primeras ecuaciones llegamos a

sin?@' = (Z/8)?sin? a — 2(Z5/ ) sin asin 6 cos ¢ + sin? .
Si de la altima dejamos a un lado el término de ' y lo elevamos al cuadrado,
cos?0' = (Z1/S + cos 0 — (Z/S) cos ar)?
suméndolos, obtenemos una ecuaciéon con una sola incognita, «, el dngulo de salida del foton:
sinasinf cos ¢ = (Z1/Zy — cosa)(Z1/S + cosB).

Si Z1 y Z tienen la misma orientacion con respecto al momento lineal del foton, Z1/Zs = +1,
y en términos del &ngulo mitad, nos da

Z1/S + cos 0
t(a/2) = ——— Z1/75=+41
cot(a/2) sinfcos¢ ’ 1/22 =+,
pero si Z1 y Zs tienen la orientacion opuesta Z;/Z; = —1
Z1/S + cos @
t 2)=——="————  71/Zy=—-1.
an(a/2) sinfcos¢ ’ 1/ 22

Como cot(z/2) = /(1 + cosz)/(1 — cos z) = 1/ tan(z/2), resulta

(Z1/S + cos 0)? — sin? f cos? ¢
(Z1/S + cos0)2 + sin? O cos? ¢

cosa = Z1/Zy = 1. (6.14)
sin? @ cos? ¢ — (Z1/S + cos 0)?

47y = —1. 6.15
(Z1/8S + cos )2 + sin? 0 cos? ¢ 1/2: (6.15)

Cos&x —
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la opuesta de la anterior. Para el dngulo ¢’ se obtiene:

tan ¢

r_
tan ¢’ = 7o sina (6.16)
S'sin 0 cos ¢
en tanto que 6’ se saca de la ultima ecuacion
cost = cosf + Z1/S — Zy/S cos a. (6.17)

Si el modulo del espin del electrén lo tomamos como S = +/(1/2 +1)/2h, Z1/S = £2//3. Si
representamos graficamente el valor del cosa, se obtienen las figuras 6.13. Para saber donde

Figura 6.13: Variacién del cosa en el caso de que Z,/Z; = 1, Z1/S = 2/\/3 y Z1/Zy = —1,
respectivamente.

el cos a alcanza sus maximos y minimos, basta con derivar con respecto a 6 y ¢ la expresion
(6.14), igualarlas a cero, lo que nos lleva al sistema de ecuaciones

sin 6§ cos® ¢(Z1/S + cos0)(1 + Z1/Scosf) =0, sin®Osin24(Z1/S + cos ) = 0,

de tal manera que el minimo se alcanza para cosf = —S/Z; = —/3/2, 0 = 57/6, ¢ = 0, T,
resultando cosa = —1/2. Para este valor el foton dispersado sale en la direccion o = 27/3,
6 120°, que es la direccion de retroceso mayor que puede alcanzar un foton. Cualquier otra
direccién de retroceso mayor implicaria que el electréon se estuviera moviendo hacia el foton.
Para ¢ = m, la variacion de cosa con 6 de (6.14) es la de la figura

COSa
10

08F
06
04F
02

0.5 10 15 20 25 .0
-0.2¢

—04f

Si Z1 esta orientado hacia atrés, entonces se alcanza esta misma direcciéon méaxima de salida,
pero el espin del electron debe tener la orientacion cosf = v/3/2, 0 = 7/6, ¢ = 0, 7.

En el primer caso, si § = 0, o aproximadamente tome ese valor, cualesquiera que sea ¢,
resulta @ = 0 y el fotéon no es desviado. Lo mismo sucede en el segundo caso si § = 7. Los
electrones polarizados en la direccién del movimiento de los fotones resultan ser invisibles.

Hemos tomado como plano ZOX el plano que contiene a los fotones inicial y dispersado, y en
este plano el 4ngulo de dispersiéon « viene determinado por la orientaciéon del espin del electron
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Figura 6.14: Si Z,/S = 2, la variacion del coseno de o con la orientacién del espin nos lleva
para ¢ = 7 a que el foton dispersado solamente lo seria dentro de un angulo de valor +60°
con respecto a la direccién de incidencia.

{cosa}

Figura 6.15: Variacién de cosa con ¢, para el valor de § = 57/6 en el primer caso, o bien
0 =m/6 en el segundo.
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(0, ¢). Reciprocamente, si lo que controlamos es la orientacion del espin del electron entonces el
plano de dispersion viene rotado un angulo —¢, arbitrario, en el que el fotén dispersado forma
un angulo « con la direccion inicial. O lo que es lo mismo, si en el laboratorio controlamos 6,
la orientacion del foton dispersado es («, —¢) con respecto al plano que subtienden la direccion
del foton incidente y la direccién del espin del electron.

Si la dispersion no es con electrones libres, sino con electrones formando parte de atomos,
la interaccion puede elevar a los dtomos a estados excitados y el problema es diferente. Por ser
el electron una particula elemental, no es posible modificar el valor absoluto de su espin, que es
lo que hemos considerado en este andlisis.

Experimentalmente se encuentran fotones que salen a 150° y mas con respecto a la direccion
de incidencia, cuando segin este andlisis lo mas atras que podrian salir es hasta un angulo
de 120°. En todo este calculo hemos supuesto un electréon estrictamente puntual, y este hecho
experimental invalida esta parte del célculo, lo que hace que se contemple que el electrén tenga
algin tipo de estructura. Sin embargo, si el electrén tiene estructura en la que su centro de carga
y centro de masa son puntos distintos y ademés, el foton colisiona con el centro de carga del
electrén, hay que rehacer todos estos calculos porque ademés de la ley de conservacién anterior
hay que tener en cuenta el momento angular del electréon moévil con respecto a su centro de
carga.

6.4.2. Modelo de electrén con espin

Vamos a suponer que la interaccién del fotén puntual lo es con el centro de carga del electréon
situado en el instante de la interaccién en el origen del sistema de referencia, de acuerdo con
el esquema de la figura: La direccion del foton incidente lo es a lo largo del eje OZ, el fotén

dispersado estd en el plano XOZ formando un angulo o con OZ y el espin del electrén en
reposo S posee la orientacion habitual 6 y ¢. El electron dispersado posee un momento lineal
k contenido también el el plano XOZ y que forma un angulo 5 con OZ.

En la figura distinguimos la estructura del electron en el sentido de que su centro de masa
y su centro de carga son puntos diferentes. El vector r representa la posicion relativa del centro
de carga con respecto al centro de masa. Vamos a llamar v a la fase del movimiento del centro
de carga y Ry = S/mc, al radio de este movimiento interno que se realiza a la velocidad de la
luz.
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Si el espin del electron estuviera orientado a lo largo de OZ, el vector r vendria dado por

cos
To = RD Sini/J 5
0

pero como esté orientado los angulos 6 y ¢, resulta:

cos 0 cos ¢ cos Y — sin ¢ sin ¢
r=TR.(0)Ry(0)ro = Ry | cosBsin¢cost) + cos psinp
— sin 6 cos v

Antes de la colision, el momento angular del sistema con respecto al centro de carga, es decir
con respecto al origen, vale la suma de los espines de ambas particulas, ya que el electrén se
encuentra en reposo, J1 = Z1 + S que por componentes se expresa:

S'sin 0 cos ¢
Ji1 = Ssinfsin¢
Z1+ Scosf

Después de la colision, el foton posee un espin Za y el electron posee su espin orientado los
angulos 0" y ¢', y ademéas un momento lineal k. El momento angular con respecto al centro de
carga después de la colision es

—sin g
JQZZQ+S/—TX’€, k=% 0 R
cos 8

que por componentes nos queda:

(cos Bsin ¢ cos 1) + cos ¢ sin ) cos B
r x k= Rok | sinf costsin f — (cosf cos ¢ cosp — sin ¢ sin ) cos
(cos B sin ¢ cos 1) + cos ¢ sin ) sin §

sin «v sin &’ cos ¢’
Zy =7y 0 , S' =S| sin@ sin¢’
cos o cos 0’

De la conservacion del momento lineal y de la energia seguimos manteniendo la relacién entre
By a de la seccion anterior (6.13). Si el momento angular total se conserva, despejando como
antes, los 4ngulos primados en términos de los demas, se llega a un sistema de ecuaciones:

S/:Jl—Zg—l—’r‘Xk
Ssin@ cos ¢’ = Ssinfcosp — Zysina + Rok (cos 6 sin ¢ cos 1 + cos ¢ sin ) cos 3,
Ssin @ sin ¢’ = S'sin@sin ¢ + Rok (sin 6 cos v sin B — (cos 6 cos ¢ cos 1) — sin ¢ sin ) cos (),
Scos® = Z1 + Scosf — Zycosa+ Rok (cossin ¢ cosp + cos ¢psinp) sin 3.
Si definimos las magnitudes a = Z1/S, b = Z2/S y R = Ryk/S, las ecuaciones quedan:

sin@ cos¢’ = sinfcosp — bsina + R (cosdsin ¢ cos ) + cos ¢ sin ) cos 3
sin@'sing’ = sinfsin¢ + R (sinfcossin B — (cos b cos ¢ cos1h — sin ¢psin)) cos 3)
cosf = a+cosf —bcosa+ R (cosfsin¢costp + cos ¢sin) sin S.
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Aqui tenemos que sustituir el sin 5 y cosf en términos de A(«) y como Ry = S/me, el
coeficiente

_ Rk
S

con ¢ = p/me, con lo que los términos

R = q\/1+ A(a)? — 24(a) cosa,
Rcosf =¢q(1 — A(a)cosar), Rsinp = qA(a)sina.
Las ecuaciones finales para obtener la orientacion final del espin del electréon son
sin @' cos ¢’ = sin f cos ¢ — bsin a + g(cos @ sin ¢ cos 1 + cos psin ) (1 — A(a) cos ),
sin 0’ sin ¢’ = sin @ sin ¢+q (A() sin 6 cos ¥ sin @ — (cos @ cos ¢ cos Y — sin psin1p)(1 — A(a) cos ) ,

cosf = a+ cos — beosa + qA(a)(cos 0 sin ¢ cos 1 + cos ¢ sin 1) sin av.

Si tomamos la fase 1» = 0, en el instante en el que el fotén alcanza al centro de carga del electron,
las anteriores ecuaciones se simplifican:

sin® cos¢’ = sinfcosp — bsina + gcosfsinp(l — A(a) cos ), (6.18)
sinf'sing’ = sinfsing + q(A(a)sinfsina — cosfcosp(1 — A(a)cosa)), (6.19)
cosf = a+cosf —bcosa+ qA(a)cosfsin ¢ sina. (6.20)

Son tres ecuaciones extra que junto con las tres (6.10) nos suministran un sistema de seis
ecuaciones para determinar o, 8,p', k, 6’ v ¢, conocida la orientacion inicial del espin del electron
0, ¢.

Controlando la orientacién inicial del espin del electrén, es decir los valores 6 y ¢, quedaria
determinada la direccion « y energia p’ de los fotones dispersados, por lo que dispondriamos de
un sintonizador fino de las frecuencias de los fotones dispersados, que emergerian en un cono de
semiingulo a alrededor del centro de dispersion, sin méas que someter a la muestra de electrones
libres (por ejemplo electrones dentro de una jaula de Penning) a un campo magnético externo.

6.5. FEfecto Tunel clasico

Una consecuencia de la separaciéon entre el centro de carga y el centro de masa de una
particula con espin, es que va a poder atravesar una barrera de potencial, a pesar de que su
energia cinética sea inferior a la de la barrera. Esto no es posible para la particula puntual sin
espin.

Consideremos una particula no relativista con espin de tipo (anti)orbital, como la descrita
en la Seccion 2.2, bajo una barrera de potencial. La Langrangiana de este sistema es:

o 2 . 2

L= %% - 2%2”7 — eV (r)i. (6.21)
Como las barreras de potencial cuadradas, usadas habitualmente en mecénica cuantica son
utiles para la resolucién sencilla de algunos problemas, sin embargo, desde el punto de vista
dinamico corresponden a dispositivos que producen una fuerza infinita en los bordes, lo cual
no nos permite utilizarlas para estudios dindmicos clasicos. Debemos usar barreras de potencial
que conduzcan a fuerzas finitas. Una barrera sencilla que da lugar a fuerzas finitas y constantes,
puede ser del tipo de la de la figura Fig. 6.16, donde V{ representa el valor maximo del potencial.

La fuerza externa que produce sobre la particula F(x), es constante y dirigida hacia la
izquierda en la region x € (—a,0) y hacia la derecha en x € (0,b), siendo nula fuera de estas
zonas.
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QVO

eV(x)

Figura 6.16: Barrera de Potencial Triangular.

eV(z)
eV,

Figura 6.17: Haz de electrones sobre una barrera de potencial. Un electrén puntual sin
espin con V, < V) no puede pasar de la linea de puntos. Un electrén con espin, polarizado
transversalmente, y de la misma energia, puede cruzar la barrera.
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Potenciales de este tipo se pueden construir como en el experimento que se indica en la figura
6.17, en el cual un haz de electrones, que ha sido acelerado con un potencial de aceleracién V,
se lanza sobre la region del campo, de potencial V contenido entre las placas A, C'y B.

En la Figura 6.17, desde un punto de vista clasico, un electréon puntual sin espin (el centro de
carga y el centro de masa son el mismo punto) se detiene en la linea de puntos y la fuerza hacia
la izquierda lo expulsa. Pero un electréon con espin de naturaleza (anti)orbital puede cruzar la
barrera, si estd polarizado perpendicularmente al campo y si su energia cinética es mayor que
un cierto valor minimo, que esta por debajo del méximo del potencial. Este potencial minimo
depende de la separaciéon entre placas.

Supongamos una particula polarizada con el espin hacia arriba o hacia abajo, en la direccién
OZ. El movimiento de la carga tiene lugar en el plano XOY. Sean ¢, ¢, ¢- = 0, las coordenadas
del centro de masa y x, ¥y and z = 0, las del centro de carga.

Las ecuaciones dindmicas son

d%q 1 d’q
= =—F -2 = 22
@), S, (6:22)
d*x 9 d?y 9
Tl + w(x — gqz) =0, 2 +w*(y —qy) =0, (6.23)

donde
—eWo/a, paraz € (—a,0),
F(z) =< eVp/b, paraz € (0,b),
0, en los demas casos.

Las ecuaciones (6.22) son no lineales y no hemos encontrado de ellas una solucion analitica.
Vamos a hacer el célculo de forma numérica. Vamos a definir diferentes variables adimensionales.
Sea R el radio del movimiento interno. Entonces definimos

4r = ¢z/R, G, =q,/R, #==x/R, §=y/R, a=a/R, b=0b/R.

La nueva variable temporal o = wt es la fase del movimiento interno, siendo w la pulsaciéon
de este movimiento. Las ecuaciones en las nuevas variables quedan:

@4y = A(z gy =

da? da?
2z ey
@—’_x_(.b?:ou WﬂL?/—Qy:O,
donde A(z) es

—eVo/amw?R?, para & € (—a,0),
A(Z) =1 eVp/bmw?R2?,  para 2 € (0,b),
0, en los demaés casos.

Para el electrén relativista la velocidad de la carga es ¢, de tal manera que wR = ¢, y el
parametro e/mc? = 1,9569 x 1076V~ tal que para potenciales del orden de 1 voltio podemos
tomar el parametro adimensional eVy/mw?R? = 1,9569 x 1075,

Si tomamos como condiciones iniciales para el centro de masa

Gy(0) =0, dg,(0)/da =0,

entonces el centro de masa se mueve en linea recta a lo largo del eje OX. El sistema anterior
se reduce al andlisis de un sistema unidimensional, donde las tnicas incognitas son ¢, y 2.



6.5. EFECTO TUNEL CLASICO 267

Denominemos a estas variables por ¢ y x, quitando todos los sombreros de las demés variables.
Las ecuaciones a resolver quedan:
d%q d’x
donde A(x) es
—1,9569 x 107%a~'Vj, para x € (—a,0),
A(z) = ¢ 1,9569 x 1079671V,  para x € (0,b), (6.25)
0, en los demés casos.

La integracién numérica ha sido hecha con el programa Dynamics Solver ',y debido a que
las ecuaciones son adimensionales, las energias quedan reescaladas tomando la méxima energia
potencial de valor 1.

ell(x)

-1 0 1 ¢

Figura 6.18: Energia cinética durante el cruce para a =b=1.

Con a = b =1, y suponiendo que la altura de la barrera es 1, tomando la energia cinética
de la particula K, por debajo de este valor, K = m{(0)?/2eVy = 0,41, es decir K = 0,41eV;
para cualquier otro potencial, obtenemos para el movimiento del centro de masa la grafica de la
figura. 6.18, donde se indica la variacion de la energia cinética K(q), con la posicion del centro
de masa, durante el cruce de la barrera. Existe siempre cruce de la barrera con una energia
cinética por encima de este valor. En la Figura 6.19, se dibuja la misma evolucién pero con
una barrera de anchuras ¢ =1y b = 10 y K = 0,9055. Por debajo de una energia cinética de
valores 0,4 y 0,9, en ambos ejemplos, las particulas nunca cruzan la barrera y son rechazadas
hacia atrés.

Si en ambos ejemplos la anchura a se toma entre 1 y 0.05, haciendo que la pendiente, y
por lo tanto la fuerza, sea mayor, no hay un cambio apreciable en la energia minima de cruce.
Por eso, con la anchura a = 1 fija, vamos a calcular las energfas minimas de cruce K.(b) para
diversos valores de la anchura de la derecha b.

Este andlisis clasico para barreras triangulares produce el mismo resultado para barreras
més anchas del tipo de las de la figura 6.20 mientras las anchuras a y b sean las mismas,
cualesquiera que sea la magnitud intermedia c en la que el potencial permanece constante.

Para comparar estos resultados con el efecto tunel cudntico, vamos a cuantizar el sistema. La
funcién de onda de este sistema es una funciéon compleja de cuadrado integrable, de las variables

15 J M. Aguirregabiria, Dynamics Solver, disponible en la pagina web de su autor en el servidor del departa-
mento de Fisica Teorica de la UPV/EHU, <http://tp.lc.ehu.es/jma.html>
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-1 10 9%

Figura 6.19: Energia cinética de la particula durante el cruce con a =1y b= 10.

Figura 6.20: Dos barreras de potencial cuyas energias minimas de cruce son aproximada-
mente las mismas. Para la de la derecha, siempre que las regiones de variacion del potencial
a y b sean las mismas, cualesquiera que sea el espesor intermedio ¢, la energia de cruce es
la misma.
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cineméticas, ¥ (t,r,u). Los generadores del grupo de Galileo en esta representacion son

H:mgt, P=—itV, K=mr —tP+ilV,, J=rx P+ Z, (6.26)

donde V,, es el operador gradiente con respecto a las variables u. Estos generadores satisfacen
las reglas de conmutacion del grupo de Galileo extendido 6, y el operador espin esta dado por
Z = —ihu x V,.

Uno de los operadores de Casimir del grupo de Galileo extendido es la energia interna £, que
en presencia de un campo electromagnético externo y con un acoplamiento minimo se escribe
como la diferencia entre la energia mecanica H — eV menos la energia cinética

_ 1 2
E=H—¢€V 2m(P eA)”, (6.27)

donde V' y A son los potenciales escalar y vectorial externos y donde P — eA es el momento
lineal mecanico.

En este caso no hay campo magnético, A = 0, y V es tnicamente funcién de x. Podemos
buscar soluciones del siguiente conjunto completo de observables que conmutan: El operador de
Casimir (6.27), H, P, P,, Z? y Z,. La particula se mueve a lo largo del eje OX, con el espin
en la direccion OZ, por lo que podemos buscar soluciones que sean funciones propias de los
operadores anteriores, en la forma:

<H —eV(x) — 27171132) Y = Ep, Hy = B, Ppp =0, Pyap =0, (6.28)

Z%p = s(s + V)%, Z.4p = +sh. (6.29)

Vemos que 1 es independiente de y y de z, y su dependencia temporal es de la forma exp(—iEt/h).
Como el operador espin deriva con respecto a las variables de velocidad, podemos buscar solu-
ciones en variables separadas en la forma

U(t,z,u) = e PG (x)x (u),
y por lo tanto

2 2
<2hmsz +E—eV(x)— E> o(x) =0, (6.30)
Z2x(u) = s(s + 1)h?x(u), Z.x(u) = £shx(u). (6.31)

La parte espacial ¢(x), esta desacoplada de la parte del espin x(u), y F — eV (x) — £ representa
la energia cinética de la particula. La parte espacial satisface la ecuacién de Schroedinger uni-
dimensional, y la parte del espin es independiente de la interaccion, por lo que la probabilidad
cudntica del efecto tinel estd contenida en la parte espacial y no depende de la orientacion
particular del espin.

Si la particula se encuentra inicialmente a la izquierda de la barrera, con una energia cinética
inicial Fy = EF—&, podemos entonces determinar la probabilidad de cruce para a = 1 y diferentes
valores de la anchura del potencial b.

Este problema unidimensional con el potencial triangular de la figura Fig. 6.16 est4 resuelto

en el libro de Landau: '7
eikx 4 Refikx’ z < —a,
) CIAIDI -G+ L)+ CoBi(D(1 -G+ %), —a<z<0, 6.32
o0 = AL - G- ) + CBILL-G-%)), 0<z<b, (6-32)
Teke, x > b,

16 J.M. Levy-Leblond, Galilei Group and Galilean Invariance, in E.M. Loebl, Group Theory and its applica-
tions, Acad. Press, NY (1971), vol. 2, p. 221.
17 L. Landau and E. Lifchitz, Mécanique quantique, Mir Moscow (1988), 3rd. edition.



270 CAPITULO 6. PROPIEDADES Y EFECTOS ASOCIADOS CON EL ESPIN

donde x es la misma variable adimensional que en el analisis clasico, y las constantes son

E 3 6‘/(]0/2 {,/W E
k=775, D={s—>5, L= G=—. 6.33
2me?’ 2me2’ 2me?’ eVo (6.33)
Las funciones Ai(x) y Bi(x) son las funciones de Airy de z. Las seis constantes de integracion
R, T,y Ci,i = 1,2,3,4, se pueden obtener requiriendo la continuidad de las funciones y de
sus primeras derivadas en los puntos de discontinuidad de la fuerza, esto esen x = —a, z = 0
y = b. El coeficiente |R|? representa la probabilidad de que la particula sea reflejada por la

barrera y |T|? es la probabilidad de que se encuentre a la derecha de la barrera, esto es, que la
cruce.

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 b

Figura 6.21: Probabilidad clasica P(b) y cuantica de cruce de la barrera, para diferentes
valores del potencial V.

Si calculamos la amplitud 7" para a = 1 y diferentes valores de la anchura b, y para energias
por debajo del umbral de la barrera eVj, vemos en la Fig. 6.21, la probabilidad media del efecto
tanel cuantico para cuatro valores diferentes del potencial Vj, de 102, 103, 10* y 10° Voltios.
Esta probabilidad media se ha calculado suponiendo que a la izquierda de la barrera tenemos
una distribucién uniforme de particulas con energia inferior a elj.

La correspondiente particula clasica con espin, o pasa o no pasa. Para hacer una comparacion
probabilistica, definimos la funcion P(b) = 1 — K.(b), donde K.(b) es la energia minima de
cruce calculada anteriormente, para cada valor de b. Este valor, si la distribucién de particulas
es uniforme en energia por debajo del umbral de la barrera, representa la probabilidad de que
una particula clésica escogida al azar, esté por encima de la energia de cruce y por lo tanto
cruce la barrera.

Hemos representado también la funcion P(b) en la Fig. 6.21. Vemos que la probabilidad
clasica de cruce es siempre inferior a la probabilidad cudntica media, pero para potenciales
altos se aproximan, por lo que la contribucién al efecto tunel proviniente del espin, empieza a
ser relevante. Podriamos justificar que la contribucion cuéntica es mayor que la cldsica, ya que
la energia media posee una incertidumbre AF ligada con el tiempo de cruce At, por la relacion
de Heisenberg AEAt > h, con lo que la imprecision AFE en el conocimiento de la energia hace
que esta pueda caer en la zona cldsica de cruce aunque la energia media fuera inferior a K..
Habria més casos cudnticos de cruce con energias inferiores a K., mientras que desde el punto
de vista clasico no lo cruzarfan.
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Como el efecto tinel es una funcién de A y el espin de las particulas elementales también es
del orden de A, es muy dificil separar en un experimento real qué parte del resultado que es de
orden h proviene de un efecto estrictamente cuantico o viene de la contribucién del espin.

Si la particula clésica estuviera polarizada longitudinalmente, es decir la orientacion del
espin fuera en la direcciéon del momento lineal o en sentido contrario, nunca cruzaria la barrera
con energias inferiores al méximo eVj. Vemos que la orientacién si influye en el caso clasico pero
no en el cudntico, ya que de (6.30) y (6.31) se ve que la probabilidad de cruce es independiente
del espin.

De hecho si existe una influencia que no ha sido considerada en el anélisis cuantico. Por
tener la particula separados el centro de masa del centro de carga, posee un momento dipolar
eléctrico d = ek, y por lo tanto una energia de interacciéon de este dipolo de valor —d - E. Si la
particula estd polarizada longitudinalmente, d y E son ortogonales y esta contribucién es nula.
Si, como en el caso clasico analizado, la polarizacién es transversal al movimiento, el anterior
producto escalar produce una energia de interaccion de valor —e ER coswt, donde F es el campo
eléctrico uniforme de cada zona y R es el radio del movimiento interno o zitterbewegung. En la
parte de la ecuacién cuédntica hay que reemplazar

H—-eVy = H-eVy+eERcoswt

y resolver la correspondiente funcion de onda. Este término es del orden de la separacion R
entre el centro de masa y el centro de carga, y por lo tanto de orden A. Aunque este término
puede ser pequeno, debido a que es oscilante y de valor temporal medio nulo, puede ser relevante
en casos en los que los gradientes del campo sean grandes. Veremos en la seccién siguiente una
aplicacion de este efecto tunel, en la que la polarizacion si es importante.

6.5.1. Efecto tinel de polarizacién del espin

Vamos a ver que la estructura que hemos encontrado del electrén, nos permite hacer una
interpretacion de la denominada magnetoresistencia gigante de peliculas policristalinas '8. Esto
se conoce en la literatura como el Efecto ttinel de polarizacién del espin .

La cuestion de que si el efecto tunel es un efecto puramente cuantico o puede ser clésico, es
un tema carente de sentido. Hemos visto que existe un efecto tunel clasico, pero para particulas
con espin, en las que sus centros de masa y de carga sean puntos diferentes. De todas formas,
la materia elemental debe ser interpretada bajo las reglas de la mecanica cuantica, ya que es el
calculo cuantico el que produce un mejor acuerdo con las medidas experimentales.

La conduccién eléctrica en materiales sinterizados es completamente diferente de la conduc-
cién en conductores ordinarios. Un material sinterizado no es un medio continuo. Esta formado
por pequenos granos que permanecen unidos al ser sometidos a compresiéon. La conduccién
eléctrica es pues, el salto de electrones de grano en grano, en un proceso tunel a través de un
potencial efectivo en la region fronteriza entre los granos. Estos materiales presentan por lo
tanto una alta resistividad, cuando se les compara con los conductores normales.

La forma del potencial en el intersticio es desconocida, pero podemos aproximarla mediante
un potencial de tipo triangular como los de la seccién anterior. Cuando un electrén se aleja de
un grano, éste queda positivamente cargado y atrae al electrén. Cuando éste se ha alejado y
queda maés préximo al otro grano, induce un dipolo que lo atrae. En ambos casos no sabemos
como son estas fuerzas, pero la aproximacion anterior de suponerlas constantes justifica un
potencial triangular en el intersticio. De todas formas, lo que hemos visto es que para cada

'8Premio Nobel de Fisica 2007 a Albert Fert y Peter Griinberg por el descubrimiento en 1988 de la Magneto-
resistencia Gigante.

19 V.N. Dobrovolsky, D.I. Sheka and B.V. Chernyachuk, Surface Science 397, 333 (1998); P. Raychaudhuri,
T.K. Nath, A.K. Nigam and R. Pintor, cond-mat/9805258, preprint.
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barrera de potencial existe un minimo de energia, por debajo del maximo del potencial, tal que
electrones polarizados transversalmente por encima de esa energia la cruzan, incluso desde el
punto de vista clésico. Este efecto no es predicho por la mecanica cudntica ’ordinaria‘, ya que
la probabilidad de cruce por efecto tunel es independiente del espin.

Si tenemos un hilo de este material sometido a un potencial eléctrico, cuando introducimos un
campo magnético externo transversal a la direccién de la corriente, los electrones de conduccién
se polarizan de forma transversal al campo eléctrico, y si el nivel de Fermi de estos electrones
estd por encima de la energia minima de cruce, todos aquellos electrones por encima de esta
energia la cruzaréan, incluso clasicamente, como si fuera un verdadero conductor. La resistencia
del material ha sido alterada por la presencia de un campo magnético externo transversal.
Podemos disenar dispositivos electrénicos en los que el control de las corrientes no se efectia
con campos eléctricos sino controlando la orientaciéon del espin. Un dispositivo de este tipo se
dice que pertenece a la nueva de técnica de la espintrénica, pues se utiliza el control del espin
para producir efectos electrénicos.

Se podria argumentar que la presencia del campo magnético externo que polariza a los
electrones, pudiera modificar la probabilidad de cruce. Incluso con un campo externo del orden
de 1 Tesla, y en una barrera potencial de 1 Voltio, el término de interacciéon magnética —p - B
contribuye con una energia del orden de 45,7 x 1075V, la cual no modifica la probabilidad
cuantica de cruce.

6.6. Formacién de pares de electrones ligados

Hemos visto en la seccidon 2.6.2, que las ecuaciones que describen la dindmica del electron
relativista con espin, son un sistema de ecuaciones diferenciales de cuarto orden para el centro
de carga 7, que se puede descomponer en un sistema de ecuaciones de segundo orden acopladas,
para el centro de masa q y el centro de carga r. Son de la forma de (2.193):

. 1l—qg-7

q =0, f—m(q—"'),

donde el punto representa la derivada temporal. La primera representa el movimiento libre
del centro de masa, y la segunda, una especie de movimiento arménico relativista del punto r
alrededor del punto g, manteniéndose constante para todo observador el valor absoluto de la
velocidad v = c.

Es precisamente el factor (1 — g - 7)/(q — 7)? el que previene de que si tomamos una soluciéon
con un valor de contorno tal que 7(0) = 1, la soluciéon no modifica el valor absoluto de la
velocidad de la carga. Si no imponemos esta condicién inicial, el valor absoluto de la velocidad
de cualquier otra solucién no tiene por qué conservarse. En el caso de interacciéon entre dos
particulas, tendriamos un sistema de ecuaciones del tipo anterior, donde 7, y q,, a = 1,2,
serfan las posiciones de cada una de ellas. Las segundas ecuaciones no se modifican, es decir
el movimiento interno de cada particula elemental no es alterado por ninguna interaccion. La
primera ecuacion queda reemplazada por dp,/dt = F, donde p, es el momento lineal de la
particula a que se expresa como es habitual, en términos de la velocidad de su centro de masa,

Po = 7(@a)ma,, (@) = (1 —a2) >,

y la fuerza F, la podemos calcular por una Lagrangiana de interaccion del tipo (4.81)

9Ly d (9L
Faara_dt<8ua)

Para la particula 1 toma la forma:

T — T d gu?
F,=— V1 — . — 6.34
L g]rl—r2|3 “ u2+dt (2\r1—r2]\/1—u1-u2> ( )
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Contiene términos de velocidad que van como 1/7? y términos de aceleraciéon que van como
1/r en términos de la distancia entre cargas = |r; — r2|. En esta notacion, en la descripcion
sincrona, u, = 7q.

El sistema de ecuaciones a resolver es

o = %(Fa—qawa-qa)) (6.35)
Py = M(qa—m), a=1,2 (6.36)

donde « es la constante de estructura fina y todas las variables reescaladas son adimensionales.
Para ello el factor de escala espacial es R = h/2mc y el temporal es T = h/2mc?. Todos los tér-
minos que dependen de la aceleracion de las cargas de la ecuacion (6.35), han sido reemplazados
por las expresiones de (6.36).

Seria deseable, para hacer un analisis tedrico, el encontrar soluciones analiticas de (6.35-6.36).
Nos conformaremos con hacer un calculo numérico. Vamos a usar el programa de integracion
numérica Dynamics Solver, el cual permite preparar ficheros para automatizar el proceso de
célculo, variando a voluntad las condiciones de contorno.

Figura 6.22: Trayectorias de los centros de masa y carga de dos particulas con espin con
velocidad inicial de sus centros de masa ¢, = 0,1 y un parametro de impacto pequeno.

En la figura 6.22 se representa la dispersion de dos particulas de la misma carga, con sus
espines paralelos. El movimiento de sus centros de masa se indica con una flecha. Si las particulas
no se aproximan mucho, estas trayectorias se corresponden bésicamente con las trayectorias de
dos particulas sin espin, interaccionado a través de una fuerza Coulombiana. Cuando decimos
que no se aproximan mucho queremos decir que su separacién relativa es siempre mucho maés
grande que la longitud de onda Compton.

Esto se puede entender porque si las particulas estan lejos una de otra, el comportamiento
Coulombiano de la Lagrangiana lo justifica. Al calcular la interacciéon entre las correspondientes
cargas, como la frecuencia del movimiento interno es muy alta, la posicién media de cada carga
es el correspondiente centro de masa. Sin embargo, en altas energias, las dos particulas se pueden
aproximar por debajo de la longitud de onda Compton, y por lo tanto ese anélisis promedio
no funciona. Es necesario conocer las posiciones exactas de las cargas y sus velocidades para
determinar las fuerzas sobre cada una de ellas.

Aqui, nuevos fenoémenos fisicos aparecen, cuando se compara con particulas sin espin. El
fenémeno de la dispersion frontal, es decir que practicamente ambas particulas siguen sus tra-
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yectorias iniciales sin desviarse, como la calculada en la figura 6.23, no se puede describir en
el caso de particulas sin espin. La interacciéon Coulombiana hace que dos electrones en colisién
frontal se desvien siempre. Sin embargo, la experiencia demuestra que la dispersion frontal es
el fenémeno méas probable en la colision de haces de particulas.

Figura 6.23: Dispersién frontal de dos particulas con espin, de la misma carga, y con una
separacién inicial 2¢,(0) = 10, velocidad de sus centros de masa |j,(0)| = 0,18 y un parametro
de impacto pequeno. Los dos centros de masa pasan uno junto al otro, sin apenas desviarse.

Otro fendmeno que no aparece en particulas sin espin, es la formaciéon de pares, es decir
de estados ligados estables de particulas de la misma carga. En la figura 6.24, representamos
la posicién inicial de dos particulas de la misma carga con sus espines paralelos y tal que sus
correspondientes centros de masa se encuentran a una distancia inferior a la longitud de onda
Compton, esto es, inferior al didmetro de su movimiento interno. Hemos escrito los simbolos de
las cargas e, en el correspondiente centro de carga r, y las correspondientes letras m, en los
respectivos centros de masa q,. En la parte (a) dibujamos la situaciéon cuando ambas particulas
poseen la misma fase inicial 81 = [2, de sus movimientos internos. Las fuerzas F',, sobre
cada particula a = 1,2, se calculan en términos de las posiciones, velocidades y aceleraciones
de las dos cargas, de acuerdo con (6.34), y dibujamos también esas mismas fuerzas en los
correspondientes centros de masa, para poder plantear las ecuaciones (2.198). Vemos que una
fuerza repulsiva entre las cargas produce también una fuerza repulsiva entre los correspondientes
centros de masa. Sin embargo, si las fases iniciales de sus movimientos internos, fuesen opuestas,
B1 = —[2, como en la parte (b) de la figura, una fuerza repulsiva entre cargas, calculada igual
que en el caso anterior, produce una fuerza atractiva entre los centros de masa. Si la separacion
entre los centros de masa fuera superior a la longitud de onda Compton, la fuerza entre centros
de masa seria siempre repulsiva, independientemente de las fases relativas de los movimientos
internos.

En la figura 6.25 vemos otra situacion de fases opuestas pero donde la separacion entre los
centros de masa es mayor aunque sigue siendo inferior a la longitud de onda Compton.

Para analizar esta situacién en la que se van aproducir movimientos ligados de pares de
particulas de la misma carga, vamos a proceder de la siguiente forma: Comenzamos la integracion
numeérica imponiendo la condiciéon de que ambos centros de masa se encuentran en reposo y
localizados en el origen del sistema de referencia, es decir q,(0) = ¢,(0) = 0. Para la particula
2 tomamos como fase inicial 52(0) = 0 y para la particula 1, empezamos con $1(0) = 0, y la
vamos incrementando de grado en grado en cada proceso de integracion, hasta alcanzar el valor
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Figura 6.24: Posiciones iniciales de dos particulas de Dirac con sus espines paralelos y con
una separacion entre sus centros de masa inferior a la longitud de onda Compton. Las lineas
de puntos representan las trayectorias previsibles de cada carga, si la particula estuviera
libre. Ambos movimientos tienen el mismo sentido como corresponde a particulas con sus
espines paralelos. En (a) ambas particulas poseen la misma fase inicial y la fuerza repulsiva
entre cargas, produce una fuerza repulsiva entre sus centros de masa, mientras que en (b),
con fases opuestas, la fuerza entre sus centros de masa resulta ser atractiva.
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Figura 6.25: (a) Posicién inicial de dos particulas con fases opuestas, que produce una
fuerza atractiva entre sus centros de masa, que estan separados menos que la longitud
de onda Compton. En la parte (b), después de medio ciclo de las cargas, la fuerza entre
los centros de masa resulta ser repulsiva, pero su intensidad es menor que en la situacion
anterior por estar las cargas mas alejadas, por lo que el movimiento resultante es también
un movimiento de pares ligados.
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final de 27 radianes. Los valores de contorno de las variables r,(0) y 7,(0), con la ligadura
|74(0)] = 1, se escogen de tal manera que sean compatibles con estas fases. El sistema total es
analizado en su centro de masa, de tal manera que g;(0) = —q5(0) y ¢;(0) = —g5(0). El proceso
de integracién se automatiza de tal forma que cuando los centros de masa de las particulas se
separan por encima de la longitud de onda Compton, la integracién se interrumpe y comienza
de nuevo con un nuevo valor de la fase 51(0) de un grado mas, y los correspondientes valores
nuevos de las variables 7,(0) y 74(0).

Si las particulas no se separan durante un tiempo de integracién correspondiente a 10° vuel-
tas de las cargas alrededor del correspondiente centro de masa, se vuelve a parar el proceso,
se guardan los valores iniciales de las variables que dan lugar a este movimiento ligado y se
comienza de nuevo con nuevos valores de contorno. Este tiempo ligado corresponde, en el caso
de electrones, a un estado ligado de duraciéon superior a 1071° segundos. Para algunos valores
particulares de las variables, con fases opuestas, hemos dejado el programa de integracién fun-
cionando durante una semana, y el estado ligado se mantiene. Esto representa una vida superior
a 1079 segundos. Si dejasemos el programa funcionando durante un afio, esto incrementarfa el
tiempo de vida solamente en dos 6rdenes de magnitud. La sensacion general es que los estados
ligados son suficientemente estables, ya que ni siquiera los posibles errores numéricos en la inte-
gracion destruyen la ligadura entre las particulas, ni la estabilidad del movimiento. El proceso
se ha repetido de nuevo, cambiando ligeramente las condiciones iniciales de las variables del
centro de masa q,(0) y g,(0), en pasos de valor 0,0001 en estas variables adimensionales, y
con f2(0) = 0, y el mismo proceder con la fase 1(0), como el comentado anteriormente. Para
verificar la fiabilidad del método, cada 10% pasos de integracién, se mide el que las velocidades
de las cargas sigan siendo de valor absoluto 1, dentro de un error numeérico menor que 1072,

Se ha realizado el proceso tomando como fase inicial £2(0) cualquier otro valor arbitrario.
Se trataba de poner de manifiesto si habia diferencias en funcion de las diferencias de fases
iniciales 32(0) — 31(0), y de las posiciones y velocidades de los centros de masa q,(0) y q,(0).
Después de recolectar todos los datos que conducen a movimientos ligados, hemos encontrado
los siguientes resultados:

1. La velocidad inicial de los centros de masa debe ser |¢,(0)] < 0,01lc. En caso contrario,
el movimiento entre las dos particulas no es estable y al cabo de unas pocas vueltas se
separan.

2. Para cada velocidad |¢,(0)| < 0,01c existe un rango A de la fase 51(0) = f2(0) + 7 + A
para el cual el movimiento es estable. Cuanto mayor sea la velocidad de los centros de
masa, mas estrecho es este margen, de tal manera que los movimientos mas estables se
producen con las fases préicticamente opuestas.

3. Se han encontrado movimientos ligados para una separacion inicial entre los centros de
masa, hasta 0,8 veces la longitud de onda Compton, como la que se representa en la figura
6.25, siempre que las fases y velocidades se encuentren dentro de los rangos mencionados
anteriormente.

En la figura 6.26, mostramos el calculo del movimiento ligado de las dos particulas con
una separacion inicial de sus centros de masa de ¢1; = —¢2; = 0,2x(long. de onda Compton),
g1z = —Goz = 0,008 y g1y = —G2y = 0,001, B2 = 0y B1 = 7. La fuerza entre cargas es repulsiva
pero sin embargo, si las fases internas 81 y B2 son opuestas, produce una fuerza atractiva entre
los centros de masa de acuerdo con el mecanismo mostrado en la figura 6.24 (b).

Esta posibilidad de formacion de pares ligados, metaestables, de baja energia, de particulas
de la misma carga, no es exclusivo de la Lagrangiana de interaccion utilizada. Si usamos una
interaccion electromagnética o bien una interacciéon Coulombiana instantanea entre las cargas de
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dos particulas de Dirac, hemos encontrado también este comportamiento en 2°. Este movimiento
ligado no lo destruyen campos eléctricos externos ni tampoco campos magnéticos externos de
la misma direccién que los espines. Sin embargo, un campo magnético transversal al espin,
destruye el movimiento ligado.

(i i
s
(W

Figura 6.26: Movimiento ligado de los centros de masa y centros de carga de dos particulas
con espin, de espines paralelos y con una velocidad de sus centros de masa v ~ 0,0082. La
separacién inicial entre sus centros de masa es de 0,2x(long. de onda Compton).

Cuando calculamos el valor medio de la posicién r,, resulta ser el valor del centro de masa
q,, v de esta forma, la fuerza repulsiva entre cargas resulta también una fuerza repulsiva entre
los correspondientes centros de masa, por lo que suprimir el contenido de la parte del espin
asociada al zitterbewegung, elimina la posibilidad de formacion de pares ligados.

A pesar de que este resultado nos muestra un mecanismo clésico que justifica la formaciéon
de un sistema ligado de espin 1, y por lo tanto un bosén a partir de dos fermiones cargados
iguales, hemos de tener cuidado con el tipo de conclusiones que podemos sacar. En primer
lugar es un anélisis clasico, y aunque el rango de energias en las que el fenoémeno es estable es
bastante grande, esto no significa que dos electrones puedan quedar ligados hasta esa energia
de ligadura. De ser asi, vamos a estimar desde un punto de vista térmico, a qué temperatura
méxima corresponde la posibilidad de formaciéon de estados ligados. En efecto, si consideramos
desde el punto de vista clasico que el electrén es un sistema de 7 grados de libertad, 3 representan
la posicion 7, otros 3 la orientaciéon « y finalmente una fase interna (3. Si aceptamos el teorema
de equiparticiéon de la energia, entonces para ese maximo de energia cinética que produce el
estado ligado mv?/2 = TkT/2, siendo & la constante de Boltzmann y v = 0,01c la velocidad
méaxima de cada particula, entonces un gas de electrones polarizados (como los electrones de
conduccion en un efecto Hall cuantico, como veremos) pueden formar estados ligados hasta una
temperatura por debajo de T = 8,47 x 10°K, que es en efecto una temperatura muy alta.

En segundo lugar, la materia a este nivel se comporta de acuerdo con los postulados de la
mecanica cuantica y, por lo tanto, debemos resolver dentro del marco cuantico, el correspondien-
te estado ligado y establecer para qué energias es posible. En particular, el movimiento relativo
entre electrones tiene que tener el momento angular orbital cuantizado. Este problema no ha
sido resuelto todavia, pero la existencia de una posibilidad clasica de formaciéon de pares y un
rango de energia tan alto, justifica el que se realice un esfuerzo en esa direccién. Un electréon
y un proton pueden formar estados ligados dentro de un margen continuo y muy amplio de

*OM. Rivas J. Phys. A: Math. Gen. 36 4703 (2003), (Preprint physics/0112005)
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energias. Es solamente la teoria cudntica la que da la respuesta correcta para qué energias los
estados ligados son estacionarios.

Si las fases de las dos particulas fuesen las mismas(o casi las mismas) no hay posibilidad, ni
siquiera clasica, de formacion de estados ligados. Como los dos fermiones que forman el estado
ligado poseen el mismo espin y la misma energia, ;no serd que el exigir que sus fases sean
contrarias, es una forma clésica de superar el principio de exclusiéon de Pauli y justificar la
existencia de estos estados ligados?

6.7. FEfecto Hall

Este efecto fue descubierto por Edwin Hall en 1879. Se trata de la influencia de un campo
magnético sobre una corriente en un conductor, que produce una diferencia de potencial de
forma transversal a la direccién en que circula la corriente. Si en un conductor producimos una
corriente continua e introducimos un campo magnético transversal a la corriente, entonces los
electrones que se desplazan, al interaccionar con el campo magnético se pondran a girar, lo que
dara lugar a una acumulacién de carga eléctrica en los laterales del conductor, negativa donde
se acumulan los electrones y positiva en el lado opuesto por disminucién de éstos, con lo que se
establece una diferencia de potencial transversal.

Supongamos un conductor plano sobre el que actua un campo magnético en la direccion
OZ. El movimiento de los electrones, de carga —e, desplazandose con velocidad v en un campo

magnético viene dado por
dv

"t
Si el movimiento tiene lugar en el plano XOY, v = (#,9,0) y B = (0,0, B) por lo que estas
ecuaciones se reducen a dos

= —ev X B.

mx = —eBy, my = eBxz,
cuya solucion general es
z(t) = X — Rsin(wpt + ¢), y(t) =Y — Rcos(wpt + ¢).

Son circulos centrados en el punto (X,Y) y con una fase ¢ y un radio R, arbitrarios. Estos cuatro
parametros son las cuatro constantes de integracion. Sin embargo la pulsacion wp = eB/m,
denominada frecuencia ciclotrénica, es fija. Los electrones se mueven en circulos de diversos
radios pero de la misma velocidad angular.

El movimiento de los electrones sin espin en un conductor Ohmico bajo la influencia de un
campo electromagnético externo puede venir descrito por el modelo de Drude,

d(y(v)v)
m—"\"")
dt

donde el ultimo término contiene una fuerza de frenado, opuesta a la velocidad, dependiente de

un parametro con dimensiones de tiempo 7, denominado tiempo de dispersion, que puede ser

interpretado como el tiempo medio entre colisiones. Si este tiempo es largo representa que hay
poca resistencia al movimiento. Depende de la estructura interna del medio conductor.

Las soluciones estacionarias son las que v no depende del tiempo,

1
= —eF —evx B— —muv,
T

er er
v+ —vxB=—-—F.
m m
Si j = —nev es el vector densidad de corriente, donde n representa la densidad de electrones

de conduccién del material, la anterior expresiéon nos establece una relacion lineal entre 3 y E,
que en el caso de un conductor plano se reduce a
m

m .. B . m. B._ 5
nezr? + ne’? T eV T pel® v
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que escrita en forma matricial

m 1 WRBT \ . . .
=F =F =oF
ne2r < WRT 1 > J y  PJ y J oL,

es la Ley de Ohm, donde p es el tensor de resistividad y su inverso o = p~!, el tensor de
conductividad. En ausencia de campo magnético el tensor de resistividad p es diagonal, cuya
componente esencial es la resistividad Ohmica del conductor py.

Ozz  Ogzy 00 1 wBT ne’r
—Ozy Oyy I +wpT —WRBT m
donde o representa la conductividad Ohmica en corriente continua en ausencia de campo
magnético, o bien su inverso py = o, ! la resisitivad.
Si en la situaciéon estacionaria la corriente fluye a lo largo de OX, j, = 0, y aunque hemos
establecido una diferencia de potencial entre los extremos del conductor debe existir un campo

eléctrico transversal Fy, que se produce por acumulacién de cargas en los laterales del conductor
y que impide que la densidad de corriente tenga una componente en la direccién transversal.

1 . WRBT . m B

E = — E = —— = — 1 f— = —,
z %0 Jxs y % Jx Pxylzs  Pzx Pxy n

ne2r’ e

La pzz = po depende de la estructura microscopica, de la temperatura, a través del pardmetro
7, mientras que pg, es una funcién lineal del campo magnético externo.

6.7.1. Efecto Hall cuantico

Si representamos las resistividades pzz y pzy en la situacién estacionaria como funcién del
campo magnético externo obtenemos las gréaficas de la figura 6.27.
pay

Prx
pPo

Figura 6.27: Variacion de la resistividad con el campo magnético externo en el efecto Hall
clasico, para campos magnéticos pequenos, inferiores a 1 Tesla.

Sin embargo, para campos magnéticos grandes la anterior figura tiene la forma que se des-
cribe en 6.28 y que fue determinada experimentalmente por Von Klitzing, Dorda y Pepper?!

K. v. Klitzing, G. Dorda and M. Pepper, New method for high accuracy determination of the fine structure
constant based on quantized Hall resistance, Phys. Rev. Lett. 45, 494 (1980)
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Figura 6.28: Variacién de la resistividad con el campo magnético, p,, (verde), p,, (rojo),
en el efecto Hall cuantico entero.

La pgy varia linealmente en promedio con B pero efecttia saltos bruscos durante los cuales
permanece constante. La p,, comienza en su valor constante pg, pero en seguida se pone a oscilar.
En estos tramos en los que p;, es constante, la py;, de color verde, se anula, experimentando
un pico cuando la p;y deja de ser constante y experimenta una subida. Los tramos horizontales
cumplen la condicién

h 1

ey’

Pay v=12,3,... (6.37)

Ademas, el campo magnético promedio en el que se producen esos tramos constantes vale

Bz/ = Eﬁ = E(I)Oa
ve v
donde ®( se conoce como el cuanto de flujo y a la cantidad h/e? como cuanto de resistividad.
Esto se conoce en la literatura como efecto Hall cudntico entero, para distinguirlo del efecto
Hall cuéntico fraccionario donde en la resistividad (6.37) el pardmetro v en vez de ser un
entero es un nimero fraccionario, como se puso de manifiesto para campos mas altos?? y que se

representa en la figura 6.29.

3 .7
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Figura 6.29: Variacion de la resistividad con el campo magnético externo en el efecto Hall
cuantico fraccionario para campos altos.

El efecto Hall se analiza para distribuciones planas de electrones confinadas entre capas
de diferentes materiales. El primer efecto entero se descubrié en un MOSFET (Metal-Oside-

22D.C. Tsui, H.L. Stormer and A.C. Gossard, Two-dimensional magnetotransport in the extreme quantum limit,
Phys. Rev. Lett. 48, 1559 (1982)



6.8. EL ESPIN DEL PROTON 281

Semiconductor Field-Effect-Transistor). Es un sandwhich de un transistor de tres capas (metal-
aislante-semiconductor) con los electrones atrapados en una capa de 30A de espesor entre el
aislante y el semiconductor. El efecto fraccionario se descubri6 en una estructura GaAs-GaAlAs
de arseniuro de Galio. En ambos casos las densidades superficiales de electrones son del orden
de n ~ 10" —10'2 cm~2. La temperatura de las muestras es de 4 K para el efecto entero y 2 K
para el fraccionario. Més recientemente, se ha detectado el efecto Hall cudntico fraccionario en
el grafeno 23 a temperaturas de 20 K.

El potencial Hall transversal discreto se mantiene constante para campos magnéticos en
un rango finito durante los cuales la resistividad longitudinal cae a cero. La corriente fluye
de forma longitudinal sin resistencia. Como hemos visto, electrones con los espines paralelos
pueden formar estados ligados metaestables de espin 1, que se comportan como bosones y la
corriente a ellos asociada estd en su fase superconductora. Esto querria decir que para esos
rangos de campos magnéticos se estd produciendo una polarizacién importante y efectiva de
los espines de los electrones de conduccién en la direcciéon del campo magnético externo, con la
consiguiente formaciéon de pares, algunos de los cuales serian desplazados hacia los bordes del
conductor, produciendo un salto brusco de la tensién lateral. Puede interpretarse que cuando
por efecto del campo magnético se han polarizado un conjunto de electrones y se forman pares
ligados, si aumentamos el campo magnético estos pares no se deshacen y no se incrementa
el nimero de pares ligados hasta que llegamos a un nuevo campo que hace que bruscamente
aumente la polarizaciéon incrementando el niimero de electrones ligados.

Cuando se forman pares de electrones ligados, un campo eléctrico no deshace el par y ambas
particulas se mueven como un objeto de espin 1 y carga 2e. Si utilizamos la punta de prueba de
un microscopio de efecto tunel aplicado a la superficie plana del conductor, se podria intentar
extraer portadores del conductor y verificar si son electrones aislados o bien pares ligados. Lo
mismo si aplicdsemos la punta de extraccién al lateral negativo del conductor, para comprobar
si las cargas depositadas son simples electrones sueltos o electrones apareados.

6.8. El espin del protén

Supongamos que de acuerdo con el modelo estdndar, el protén es un sistema ligado de tres
quarks en un estado de momento angular orbital L = 0, de cada uno de ellos. Si suponemos
que los quarks son particulas de Dirac de espin 1/2, y relacion giromagnética g = 2, podemos
aplicarles el mismo modelo clésico que el del electron que hemos desarrollado en este formalismo.

Existe en la literatura una controversia con respecto al espin del protén. Si sumamos los tres
operadores espin de cada quark resulta que experimentalmente esto no produce el momento
angular total del protén y es lo que se conoce como la proton spin crisis**. De acuerdo con
este experimento realizado en el CERN, la suma de los espines de los tres quarks no solo
no producia el valor esperado del espin del proton sino solamente entre el 4% y el 24 % del
mismo. Este es considerado como uno de los problemas no resueltos de la fisica ?°. Se suele
argumentar que faltarfa incluir en el espin del protén la contribucion de los gluones virtuales,
pero esta sugerencia tampoco da resultado. Hay que tener presente que el operador espin de
Dirac representa al momento angular con respecto al centro de carga, como hemos visto en este
formalismo.

Si los quarks se mueven en un estado de momento angular orbital L = 0, esto significa
literalmente que si hacemos el anélisis en el centro de masa del proton, cada quark tiene su
momento lineal en la direccién del centro de masa comin, por lo que el centro de masa de cada

2X. Du, et al. Nature 462 192 (2009).

24 Ashman, J.; European Muon Collaboration, Phys. Lett. B 206, 364 (1988), A measurement of the spin
asymmetry and determination of the structure function g(1) in deep inelastic muon-proton scattering.

ZShttps:/ /en.wikipedia.org/wiki/Proton_spin _crisis
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Figura 6.30: Modelo de protén como sistema ligado de tres particulas de Dirac en un
estado de momento angular orbital L =0, y en el sistema de referencia del CM del protén.
El movimiento del CM de cada quark debe ser necesariamente una trayectoria rectilinea
pasando por el centro de masa del proton. El operador espin de Dirac de cada quark esta
definido y dibujado con respecto al correspondiente centro de carga, de tal manera que
la suma de los tres operadores de Dirac o /2 no puede dar lugar al momento angular del
protén con respecto a su CM. Hay que sumar los tres momentos angulares de cada quark
con respecto a su centro de masa.

quark se mueve a lo largo de una linea recta que pasa por el CM del protén, y por lo tanto, las
tres trayectorias de los tres quarks, puesto que Y p, = 0 en este sistema de referencia, estan
contenidas en un plano.

Consideremos que el espin del protén es el momento angular de este sistema de tres quarks
con respecto al centro de masa comun en reposo, C'M. Como vemos en la figura 6.30, los tres
operadores espin de Dirac S; de cada quark representan a los momentos angulares de cada quark
con respecto al correspondiente centro de carga y no con respecto al centro de masa de cada
quark y han sido dibujados en su correspondiente punto. Esto significa que la suma de los tres
operadores espin de Dirac no pueden darnos el momento angular total del protén. Necesitamos
anadir por cada quark i, el correspondiente momento angular orbital (r; — g;) X p;, i = 1,2, 3.

Si tenemos en cuenta que el momento dipolar eléctrico de una particula de Dirac es d =
e(r — q), como hemos visto en (6.7), esto nos determina al operador de separacion entre el CC
y el CM de cada particula por lo que

r—-qg=——«
q 2me
en términos de las matrices a de Dirac. De aqui resulta que el término que falta para el calculo
del espin del protén es que ademas de la suma de los tres operadores espin de Dirac, necesitamos
la suma de los tres operadores, uno por cada quark,
ih ih

a X = o X
2me p 2me

h h?
-V=—axV.
7

mc

Estos términos no son despreciables ya que cuando el CM de cada quark alcanza el CM comun
del protén, la energia potencial es cero y la energia cinética alcanza su valor méximo, el valor
medio de cada momento lineal es aproximadamente de 325 MeV/c. Si ¢ representa el campo
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espinorial de un quark, el momento angular del protén debe contener al menos los términos:

3 ; A 3 ; h2
Zqi <2Ui> qi — Zqi (2mcai X Vz’) i
i=1 =1

sin tener en cuanta otras posibilidades como la posible contribucién al momento angular del
plasma de gluones del protén, que es otra de los posibilidades que se argumentan, pero que no
hemos tenido en cuenta aqui.

6.9. El grupo cinemaéatico

Supongamos que a la hora de describir la evolucién de un sistema material localizable bas-
tara con describir la localizacién espacial en todo instante de un punto de este sistema material.
Como la ecuacién diferencial més general de un punto en el espacio tridimensional es de cuarto
orden, su solucién general involucra hasta 12 constantes de integracion independientes. Si esta
familia de soluciones corresponde a las posibles descripciones que de la evolucién del punto
hacen los diferentes observadores inerciales, esto implica que el grupo cinemaético de transfor-
maciones espacio-temporales, asociado al principio de relatividad restringido, debe ser un grupo
dependiente como méaximo, de 12 pardmetros. Sin embargo, si lo que estamos describiendo es
la evolucion del punto en el que localizamos las propiedades interactivas de una particula ele-
mental, hemos visto en el preambulo de estas notas que necesariamente ese punto, que lo hemos
denominado el centro de carga, se mueve con una velocidad inalcanzable para todos los ob-
servadores, la velocidad de la luz. Al establecer la ligadura de que |dr/dt| = ¢, eso hace que
solamente 11 parametros sean esenciales, pues esta ligadura establece una relacion entre las 12
constantes de integracion. Ademas, este grupo debe describir un espacio-tiempo en el que la
forma de transformar las velocidades sea tal que exista una velocidad inalcanzable para todo
observador, que se corresponde con la velocidad de moédulo constante del centro de carga.

El grupo de transformaciones espacio-temporales dependiente de 11 pardmetros, que esta-
blece la relacion entre observadores inerciales y que conserva la velocidad de la luz, es el grupo
de Weyl, que se compone de las 10 transformaciones funcionalmente independientes del gru-
po de Poincaré (4 traslaciones+3 rotaciones+3 transformaciones de Lorentz puras o boosts),
mas las dilataciones espacio-temporales que conservan la velocidad, esto es las transformaciones

dependientes de un parametro adimensional \, t' = e*t, 7' = e*r.

6.9.1. El espacio cinemético

Para la descripciéon variacional de un sistema mecanico arbitrario la variedad relevante en la
que se desarrolla la evolucién es el espacio cineméatico. Es la variedad que define los puntos
inicial y final de la evolucién. Si lo que pretendemos es describir una particula elemental, el
principio atémico aqui planteado nos lleva a que esta variedad, el espacio cinemético, debe ser
necesariamente un espacio homogéneo del grupo cinemético asociado al principio de relatividad
restringido.

Si admitimos como grupo cinemaético el grupo de Poincaré, P, entonces el espacio cinematico
tiene como maximo dimensiéon 10, pero como tres de estas variables representan la velocidad del
centro de carga y este punto se mueve con la velocidad ¢, resulta ser un espacio de dimension
9. Las nueves variables que describen el espacio cineméatico de un fermién son tres variables
espaciales, la localizacion del centro de carga, una variable temporal y cinco variables adimen-
sionales compactas. La interpretacion geométrica de estas variables compactas es clara. Tres
representan la orientacién del sistema material y pueden caracterizarse por un sistema carte-
siano de ejes ligado al punto y que rota con respecto a una posicién inicial. Esta rotaciéon vendria
caracterizada por el eje de rotacion (dos variables compactas, el angulo cenital 6 € [0, 7], y el
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angulo acimutal ¢ € [0,27]) y la tercera seria el dngulo rotado a € [0,7], que en la version
cuédntica se extenderia a « € [0, 27|, para obtener la realizacion simplemente conexa del grupo
de rotaciones, o sea el grupo SU(2). Las dos restantes variables compactas corresponden a la
orientacion espacial del vector velocidad del punto. Una es el dngulo cenital 8 € [0, 7] y la otra
el angulo acimutal ¢ € [0, 27], del vector velocidad de modulo constante c.

Si admitimos como grupo cinemaético el grupo de Weyl, W, entonces tendriamos una nueva
variable adimensional A\, no compacta, asociada a la variable adimensional de cambio de escala.

De esta forma, una particula elemental tiene un espacio cinemético de dimension 10 y posee 7
grados de libertad, esto es, es un punto r, mas un sistema cartesiano ligado a él a, cuya realidad
fisica no es absoluta sino que puede ser escogido de forma arbitraria en cualquier instante, més
una variable adimensional no compacta A, que representa una especie de fase o gauge interna.
Por lo tanto, el grupo de simetrias de la Lagrangiana libre de la particula elemental es el grupo
de Weyl, juntamente con los grupos que conmutan con él: El de rotaciones locales SO(3)r, o de
su variante cuantica simplemente conexa SU(2)r, del sistema cartesiano arbitrario que describe
la orientaciéon, y finalmente el U(1), de cambio de fase o de gauge {R,+}. Esto, en el caso
cuantico, se reduce a W ® SU(2) @ U(1).

Los operadores de Casimir de este grupo completo de simetrias son S% > €l momento angular
con respecto al centro de masa, que es el tnico operador de Casimir del grupo W, T? que es
la parte del momento angular debido a la rotacién del sistema cartesiano ligado al punto,
como operador de Casimir del grupo de rotaciones locales SO(3). De hecho, los operadores Tj,
1 = 1,2,3, son las componentes del momento angular de rotacién, proyectadas en los ejes del
sistema cartesiano local. Finalmente, el generador @ del grupo U(1), que al ser la fase interna
adimensional tendria dimensiones de accién y cuyo significado fisico estd por determinar. Todos
estos operadores de Casimir tienen dimensiones de accion.

En teoria de cuerdas se postula que una particula elemental es un punto de un espacio
de dimension 10, (o de dimension 11 en la teoria M), pero que varias de las variables se han
compactificado, quedando solamente como variables no compactas una variable temporal y tres
variables espaciales. Con la inclusion de la constante universal ¢, las cuatro variables tienen
dimensiones de longitud. El significado fisico o geométrico de las variables compactas no queda
definido, aunque sugieren que son dimensiones espaciales que se han cerrado sobre si mismas y se
han hecho inobservables. Mas atin, la variedad que postula la teoria de cuerdas, no queda claro
si representa al espacio de configuracion de los grados de libertad independientes, ni tampoco
si el namero de estas variables estd restringido y por qué. Si esta variedad se refiere al espacio
cinematico de un sistema Lagrangiano, quedaria claro desde el punto de vista geométrico en
nuestro formalismo qué tipo de variables son compactas y cudles no y su significado geométrico.

Pero es que ademés, la formulaciéon variacional lo que establece es que el espacio cinemético
es necesariamente un espacio métrico Finsleriano, con un tensor métrico simétrico que no es
definido positivo. La métrica es definida positiva para puntos causalmente conectados, por lo
que el postulado variacional contiene a su vez al Principio de Causalidad. La evolucién dindmica
de cualquier sistema material resulta ser una geodésica que une los puntos inicial y final de la
evolucioén.

6.9.2. Grupo de Weyl
El grupo de Weyl es el grupo de Poincaré con una transformaciéon de escala adicional
t'=eM, 1 =eérr, (6.38)

ademas de la accion sobre el espacio-tiempo dada por las ecuaciones (2.242) y (2.243). De esta
forma, si t y r son variables cinemdticas de una particula elemental, sus derivadas transforman
bajo esta transformacion:

t = eAf, 7 = e,
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lo que implica que bajo las dilataciones espacio-temporales, la velocidad
u = u,

es invariante y por lo tanto se conserva la velocidad de la luz.
Los generadores del algebra de Lie del grupo en esta realizaciéon son

H:a/at, Pl :8/8m, Kz :ctc“)/c‘)ri—k(ri/c)@/at, szﬁkli’r'la/ari, Q:tc‘)/@t—krv

Por lo tanto, K, J y @ son adimensionales y las reglas de conmutacion resultan

(J,J|=—-J,[J,P]=-P, [J,K|=-K, [J,H =0, (6.39)

[H,P|=0, [H K|=cP, [P,P]=0, [K,K|=J, [K,P]=—H/c, (6.40)
Q,H|=—-H, [Q,P]=-P, [Q,K]|=0, [Q,J] =0. (6.41)

Si, como es habitual, llamamos z° = ct, p = H/e, p=P, K;=Jy=—Jioy Jp = —%eklrJlr,

Ty = Nuwr’, p=0,1,2,3y 0, = 0/0z", 05y = Nyo, Osx” = 6, entonces,
Q=2"0y, pu=0u Juw=—-Jyu=x,0,—1,0,

En notaciéon covariante las reglas de conmutacién aparecen como:

[Qapu] = —Dv [Q7 J}U/] =0,
[p,uapl/] = Oa
[Juu)pa] = —NuoPv + MvePpu,
[Juvs Jpo] = —Nppdve — Mwodup + Mupdue + MueJup.

El grupo de Poincaré tiene dos operadores de Casimir funcionalmente independientes. Uno
se interpreta como el cuadrado de la masa del sistema,

Ci1 =p'p, = (H/c)* — P? = m?c, (6.42)
y el otro es el cuadrado del tetravector de Pauli-Lubanski, w*, definido mediante

1
wh = 55“”“ pdoa=(P-J HJJc— K x P) = (P-Sca, HScr/c), (6.43)

en términos de los generadores que para la particula libre serdn constantes del movimiento, y
el cual es por construccion ortogonal a p,, es decir, wtp, = 0.
Se relaciona con el espin con respecto al centro de masa Scys, a través de la relacion:

Sev=J—qx P, HScy/c=HJ/c— K x P, (6.44)

habiendo reescrito K = Hgq/c — Pt, de manera que su componente temporal w’ = P - 8§ =
P-J = P-Scyu, representaré la helicidad de la particula, y la parte espacial es el vector (6.44).
De esta forma, el otro operador de Casimir del grupo de Poincaré es

—Cy = whw, = (P - Scm)? — H*SZ 1/ = —m?*c2SEay, (6.45)

el cual depende del valor S% A €l valor absoluto al cuadrado del espin con respecto al centro
de masa, y de la masa de la particula.
Los operadores w* satisfacen las reglas de conmutacion:

[wll’wu] — Euuopwapm (6.46)
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habiendo tomado el tensor ¢?1?% = 41, y
P w ] =0,  [Juw, W] = —NuoWy + NuowWy. (6.47)
El grupo de Weyl solamente posee un operador de Casimir
Cw = CoCrt = Cy /Oy = SEyy, (6.48)

lo que implica que C7 debe ser invertible, por lo que necesariamente el observable masa m # 0.
El tinico operador de Casimir del grupo de Weyl es el momento angular con respecto al centro
de masa, independiente de la masa no nula de la particula, por lo que de admitir este grupo
como grupo cinematico la tinica caracteristica intrinseca de una particula elemental es el espin.
Efectivamente, quarks y leptones son particulas de Dirac es decir objetos masivos y de espin
1/2.

El grupo de Weyl no posee exponentes, de tal manera que las funciones gauge sobre sus
espacios homogéneos son nulas. Las Lagrangianas de los sistemas mecanicos cuyos espacios
cinematicos sean espacios homogéneos de W, pueden tomarse estrictamente invariantes.

Como la transformacion generada por () no conmuta con p,,, esta transformacién liga estados
de particulas de masas diferentes.

6.9.3. Descripcién cuantica

Si admitimos que es el grupo de Weyl el grupo cinemético y queremos hacer una descripcion
cuéntica de una particula elemental, es preciso definir el conjunto completo de observables que
conmutan.

Como el operador de Casimir del grupo de Weyl, Cyy, es el cociente de los dos operadores
de Casimir del grupo de Poincaré, y éstos conmutan tanto con el operador de Klein-Gordon
como con el operador de Dirac, resulta que Cy también conmuta con ellos. Por lo tanto, una
particula elemental es un sistema de espin 1/2, cuyas funciones de onda satisfacen la ecuacion
de Klein-Gordon y de Dirac, a los que podemos anadir los operadores S, y T, que también
conmutan con Cyy. No podemos incluir al operador () porque no conmuta con H y P.

Existiran, por lo tanto, estados de masas diferentes.
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