Ecuaciones en Derivadas Parciales Sturm-Liouville — 1

1. Dada una ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden
P(z)y" + Q(x)y + R(z)y =0 (i)
buscamos un factor integrante u(x) tal que, al multiplicar la ecuacion (i) por pu(z), resulte
[1(2)P(z)y'] + p(z) R(z)y = 0. (i)
a) Demuestre que p debe ser solucién de la ecuacién Py’ = (Q — P')u, y obtenga

Q(z)
P(z)

1
plx) =C — exp dz

donde C' es una constante arbitraria.
b) Transforme las siguientes ecuaciones diferenciales en ecuaciones de la forma (i7):

y' =2y + Xy =0, ec. de Hermite,
22y +ay + (2 -1y =0, ec. de Bessel ,
2y +(1—2)y +y=0, ec. de Laguerre,
(1—2%)y" —zy + oy =0 ec. de Tchebyschev .

. Por qué es interesante esta transformacion?

2. Calcule el producto escalar en L2 (0, 00),, de las funciones f(x) =2y g(x) = 3z con una funcién
peso w(x) = e~*". Encuentre una combinacién lineal o f + Bg que sea ortogonal a f y de norma
unidad. Repita el problema en Lg(—00,00),,

o0
[
Nota : / e_ax2dx =,/—.
oo «

3. El método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt transforma un conjunto de vectores {vy, va...v,, }
linealmente independientes en un conjunto ortogonal {e1, e5...e,,} mediante el proceso inductivo

€1 = V1,
. < ep,vy >
62—02—7< e, e > €1,
n—1
_ < €U >
=l Z<ez,ez “

a) Compruebe graficamente que el método funciona para n = 3.

b) Las funciones fi(z) = #*, k = 0,1,2... forman una base no ortogonal en Ly[—1,1]. Uti-
lizando Gram-Schmidt encuentre los primeros cuatro términos de la correspondiente base ortogonal.

¢) Los polinomios de Legendre {Py(x), Pi(x), ... } se obtienen a partir de dicha base ortogonal
imponiendo la condicién de normalizacién P;(1) = 1. Calcule Py(x), Pi(x), Pa(z) y Ps(z). ((En
que problema fisico aparecen estos polinomios?)
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4. Encuentre graficamente las autofunciones del problema regular homogéneo de Sturm Liouville
y" 4+ Ay = 0 con las condiciones de contorno i) y(0) = y'(1) = 0; i) ' (3) = ¥y (7) = 0;
iii) y(—3) =y(3) =0;4v) y'(-5.2) =y(-3.4)=0.

5.* Demuestre que las autofunciones del sistema de Sturm-Liouville
y' + Xy =0, y(0) =0, y(1)—2y'(1) =0

son {sinvA,2}, siendo los autovalores soluciones de la ecuacién transcendental tan vA = 2v/A
excepto para A = 0. Examinando graficamente la ecuacién transcendental, compruebe que A, ~
((2n —1)272/4 cuando n — oo. Desarrolle f(x) = x en términos de las autofunciones (el desarrollo
difiere del las series de Fourier “normales” en que no es armonica, es decir, las frecuencias no son
multiplos de una frecuencia fundamental).

6. Estudie la ecuacién y” 4+ 2y’ +y+ Ay = 0, en el intervalo (0, 7), bajo las condiciones y(0) = y()
ey (0) = e?™y/(n). ;Hay degeneracién?

7. Compruebe que la ecuacién
y" +ad(z)y+ Ay =0,

en el intervalo (—m,7) y bajo la condicién y(£7m) = 0, siendo a real, da lugar a valores propios
positivos, que satisfacen la igualdad

tan(mv\) = 2;& .

[Adema&s de estos tiene otra familia de valores propios, dados por )\gf) = n?] ;Qué se requiere para
que haya valores propios negativos? Compare con la ecuacién de Schrodinger, proporcione una
explicacién fisica.

8. Estudiemos el operador
1 2N\2, 11 1 2\, ./
Ly:Z(l—i-x )7y +§$(1+$ )Y +ay,

en el intervalo (—1,1). a es una constante. El dominio de definicién de L lo componen las funciones
que se anulan en los puntos —1 y 1. ;Cudl es el peso util? Haciendo el cambio de variable
x = tan(6/2), calcule los valores propios y las funciones propias.

9.* (Propiedades de las funciones de Bessel) Las funciones J,(x), es decir, las funciones de
Bessel de primera especie, cumplen la siguiente ecuacion diferencial ordinaria:

1 2
y”+$y/+<1—n)y:0.

xr2

Para n entero se cumple

Jn (0) — 5110 P
donde 6y, es la delta de Kronecker, y

(Jn—1(2) = Jnga(2)) -

N | =

T () =
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Demuestre que la funcién
g(;v,t) — ex(t—l/t)/Q

es la funcién generatriz de las funciones de Bessel, esto es, que satisface la siguiente igualdad

6x(t—1/t)/2: Z Jn(l')tn

n=—oo

(Sugerencia: Demuestre que ambos lados de la igualdad cumplen la misma ecuacién diferencial en
derivadas parciales. A continuacién demuestre que g(0,¢) y > oo J,(0)t" coinciden. Asimismo,
demuestre que 9,9(0,¢) y >.o—__ J/(0)t" son iguales. De estos tres hechos concluya el resultado
pedido)

Por derivacion de la funcién generatriz, obtenga las siguientes relaciones

a)  Jn-1(2) + Jny1(z) = 2;an(fL‘) ;
b) Juo1(x) — Jpii(x) = 2J) ().

Haciendo uso de ellas, consiga las que se expresan a continuacién:

) ()] = 2" (2):

d) % (27" T (2)] = =2 " Jpya () -

Compruebe, usando la propiedad J_,(z) = (—1)"J,(x), que la relacién d) es consecuencia de la

c).

10. Sin usar el teorema de Sturm-Liouville, demuestre directamente que las funciones J,,()\,({/)a:) y
Jy()\%)x) son ortogonales en el intervalo (0,1) con respecto al peso x, en el caso m # n, y siendo
Jl,()\%”)) = Jy()n(ﬁ)) = 0. (Sugerencia: use la propia ecuacién de Bessel e integracién por partes
para estudiar el wronskiano de esas dos funciones).

11.* (Propiedades de los polinomios de Legendre) Usando la funcién generatriz de los poli-
nomios de Legendre

F(z,t) = 172%“2 Z o, |t <1,

obtenga la siguiente expresién para la distancia entre dos puntos:

1 = r<« =min(ry,ry) y
|71 — T - ; rl“ Py(cos ), {r> = max(ry,r2)
siendo cosf = 77 - 7o /(r172).
Por derivacion de la funcién generatriz, obtenga las siguientes relaciones:
a) (n+1)Pyy1(x) — (2n+ 1)zP, () + nPy_1(z) = 0;
b) Py (x) —2zP,_(x) + P, _o(x) = Po1(2);
&) Pl (@) - 2Py (x) = (n+ 1Py (a);

n
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d) =P, (z) — P, (z) = nP,(z);
e) Piyi(z) = P, _1(z) = 2n+1)P,(2);
f) (22 —1)P!(z) = nzP,(x) — nP,_1(x).
Compruebe que los polinomios de Legendre, P, (z), son soluciones de la ecuacién

(1—2?)y" =22y +n(n+1)y=0.

Verifique, usando la funcién generatriz, que P, (1) = 1. Sea la expresién diferencial Ly = —(1 —
22)y" + 2xy’. ;De qué tipo es? ;Bajo qué condiciones tendremos un operador de Sturm-Liouville
“aprovechable”? ;Existe alguna relacion entre los polinomios de Legendre y este operador? ;Con
respecto a qué producto escalar seran ortogonales los polinomios de Legendre?

12.* jDificil! Considere el problema determinado por la ecuacién u” + w? (1 + ad(x))u = 0 y las
condiciones de contorno u(l) = u(—1) y u/(I) = v/(=1). ;Para qué valores de w existe solucién no
trivial? (Advertencia: no olvide examinar la posibilidad de valores complejos).

13." Considere el espacio de funciones definidas en la recta real, normalizables con funcién peso

unidad (dese cuenta de que su representante continuo tiende a cero al menos tan rapidamente
1

como z~ ! cuando || — 00). Alguno de los siguientes operadores es hermitico, definidos sobre ese
espacio?

. d . .d 2 . d . d3

7 — +x; 1 —1— +x°; 1 Wr— 73 11— .

) dz ) dz ) dz’ ) dz3



