Ecuaciones en Derivadas Parciales Fourier

1. Demuestre que, para t # 0, la funcién de paso o funcién escalén de Heaviside 6(t) puede
representarse mediante la integral compleja
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con s real positivo. ;Qué valor tendra la integral compleja indicada en el caso en que
t =07

2. Halle la inversa de las siguientes transformadas de Laplace directamente de la férmula

de inversiéon
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3. Calcule las transformadas de Fourier de
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4.* Utilice el contorno % para hallar la inversa de la siguiente transformada de

Laplace, usando la férmula de inversion .
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5." Resuelva la siguiente ecuacion integral:

f(w)=w+/oxdyf(y)-

(Sugerencia: escriba la integral como una convolucién con la funcién paso de Heaviside, y
calcule la transformada de Laplace; como siempre, compruebe su resultado en la ecuacion;
observe que las transformaciones integrales son ttiles también para ecuaciones integrales)

6. Como de costumbre, vamos a estudiar el oscilador amortiguado de otra manera. Quere-
mos obtener una solucién particular de la familia de ecuaciones diferenciales

f+rovf+uif=g
en la forma
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., Cudl es la ecuacién algebraica que debe satisfacer la transformada de Fourier de la funcién
G? Esto es, la condicion que debe satisfacer la funcién

A
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G(w) = \/% /_ dt e™'G(t).

., Doénde se encuentran las singularidades de la funcién G? Clasifique estas singularidades,
en los tres distintos casos, es decir, a) con amortiguamiento subcritico; b) con amor-
tiguamiento critico; c) en el caso sobreamortiguado. Intente comprender el fenémeno de
la resonancia en esta imagen. ;Es unica la funciéon G, o acaso un conjunto de funciones?
., Como cambiaria la funcién G si cambiaran las condiciones generalizadas de contorno?

7. Calculamos la correlacién (correlacion cruzada) de dos funciones por medio de la sigu-
iente expresion:
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() :/ dr f*(r)g(t + 7).
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Cuando los elementos de la correlacion son iguales, la denominamos autocorrelacién. De-
muestre que la transformada de Fourier de la correlacién es, salvo un factor constante
global, el producto de las transformadas de Fourier. Calcule la autocorrelacion de la
funcion 0(t) exp(—~t) sin(€2t). Investigue su sentido fisico.

8. En algunos sistemas anisotropicos de estado sélido, para temperaturas bajas se puede
presentar el estado de “ondas de carga y densidad”. En ese estado, la densidad de carga
presenta una modulacién, debida al cambio de la estructura del cristal. En este ejercicio
examinaremos un modelo simplificado. Consideremos un sistema infinito en las variables
x yz, limitado al intervalo (—h, h) en la coordenada y. Supongamos que la densidad de
carga dentro del sélido es Acos(gz) (no hay dependencia en y, y en lo que a la variable
z concierne, dentro la funcién es constante, y fuera nula - si se quiere se puede escribir la
dependencia con respecto de z por medio de la funcién 6(h — |z|), donde € es la funcién de
Heaviside). Usando la transformada de Fourier respecto de la variable z, calcule el potencial
electrostatico. Compruebe que se cumplen las condiciones fisicas (fuera del sélido no hay
cargas, la simetria, etc.).

9. Escriba el propagador del siguiente problema en términos de una integral d-dimensional:
ug = a- Vu + *V3u, u(r,0) = f(r).

[Explicacién: escriba la solucién del problema en la forma u(r,t) = [ dxG(r — x,t) f(x),
y use transformadas de Laplace y Fourier| Calcule explicitamente el propagador en el caso
d=1.

Asimismo calcule la funciéon de Green, de utilidad para resolver el problema

ug = a-Vu+c*V3u+ f(r,t), u(r,0) =0.

(Sugerencia: calcule la funcién de Green para el problema con a = 0, y evaltiela en x + at)



